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[L'7a] 

SIJK  L\  nÉTEIllII\AT!0\  DES  FOYERS  DES  COMOIIES; 

Par  m.  Ernest  GESÀRO. 


Il  y  a  quelque  diose  d'iivl)!!^!**,  à  mou  avis,  tlaus  les 
calculs  qu(î  Fou  fait  liahiUu'ilcuu'ut  pour  dcleruiincr  les 
foyers  d'une  eoiiifjue.  C'est  (jue  la  eouceplion  dujoyer, 
telle  qu'on  la  doit  à  Plûcker,  est  essentiellement  fondée 
sur  l'iuiaginaire  y/ —  i ,  et  (jue  tout  effort  pour  l'expliquer 
dans  le  domaine  restreint  des  nombres  léels  doit 
nécessairement  se  résoudre  en  calculs  dénués  de  syiné- 
trie  et  d'élégance.  Aussi  les  simplifications  apportées  à 
la  reclierclie  des  foyers  (  '  )  reposent-elles  sur  l'introduc- 
tion du  symbole  y/ —  i  dans  un  clianq)  doni  il  n'aurait 
jamais  diï  être  banni.  Pour  aller  plus  loin  il  suffit  d(; 
se  placer  dès  le  comuiencemeiit  dans  le  domaine  des 
nombrtîs  compbîxes,  en  représentant  un  point  /v/^:-/ cpiel- 
concjue  par  son  aflixe  t,  au(piel  on  adjoint  le  nombre 

conjugué  X.  Une  conique  est  alors  représentée  par  une 
é(juation  quadratique,  telle  que 

(i)  ax'-h  bx--\-  c  -i-  ?.fx  -h  igx  -+  •i.hxx  =  o, 

(')  Voir,  par  exemple,  une  \ole  de  M.  K.  Goursaldans  ce  Journal 
(.887,  p.  4fJ5). 

Ann.  de  Mathémat.,  '\'  s«;rie,  t.  I.  (.Jan\ier  1901.)  I 


/', 


(  2  ) 

où  l'on  doit  supposer 

(2)  b  =  a,         c  =  c,         g —f,         I 

lorsque  la  courbe  est  réelle.  Le  ceicle  est  caractérisé  par 
la  condition  rt=o  (et,  par  suite,  Z>  =  o);  l'hyperbole 
équilatère  par  A  =  o;  une  ellipse  quelconque,  la  para- 
bole, une  hyperbole  quelconque  par 

\^\<\hl         \a\=\hl         \a\>\hl 

respectivement.  Par  définition  les  foyers  sojU  les  som- 
mets d'un  quadrilatère  circonscrit  dont  les  côtés  con- 
courejit  aux  points  cycliques.  Deux  côtés  opposés  sont 
représentés  par  deux  équations  de  la  forme  x  =  const., 

les  deux  autres  par  deux  équations  telles  que  x  =  const. 
Ayant  fixé  la  valeur  de  x  dans  l'équation  (i),  celle-ci 
fournit  deux  valeurs  coïncidentes  pour  x,  sous  la  con- 
dition 

b{ax^-\-  igx  -\-  c)  —  (ha.-  -i-/)2  =  o, 

c'est-à-dire 


(3) 


Cx'^  —  2  G.r  H-  A  =  o, 


en  représentant  par  A,  B,  . .  .,  les  mineurs  compléi\ien- 
taires  de  a,  l).  .  .  .,  dans  le  discriminant  de  la  conique 


a     h     g 


h     h     f 

g    f     c 

L'équation  (3)  exprime  le  contact  de  la  conique  avec 
la  droite  a:  =  const. ^  ses  racines  sont  donc  les  valeurs 
que  x  doit  avoir  sur  l'un  ou  sur  l'autre  des  deux  cotés 
opposés  considérés,  et,  par  suite,  aux  quatre  foyers.  En 
agissant  de  même  pour  les  deux  autres  côtés,  on  trouve 
que  les  valeurs  de  la  seconde  coordonnée  en  ces  mêmes 
points  sont  données  par  l'équation 

(4)  C^2_2F^M-B  =  0. 


(  3  ) 

Il  tant  niainUMiaiu  remarquer  cjue,  on  xcrlii  de  (•>.),  les 
éf|iiatioiis  (3)  el  (4)  ont  les  eoellicients  correspondants 
conjugués  entre  eux.  Jl  en  résulte  (jue  les  racines  d'une; 
équation  sont  conjuguées  de  celles  de  l'autre,  de  soile 
que,  en  associant  chaque  racine  (3)  avec  c^elie  des  deux 
racines  de  (4),  qui  lui  <-st  conjuguée,  on  obtient  deux 
fojers  réels.  II  est  d'ailleuis  évitlent  que  l'équnlion  (3) 
siijfit  pour  leur  ihHenuinalion  ;  car,  en  se  donnant  les 
coetîicients  de  ré(juation  (i),  on  se  donne  aussi,  en 
vertu  de  ('^),  leurs  conjugués.  La  connaissance  des 
racines  de  (3)  entraine  donc  celle  de  leurs  nond)res 
conjugués,  et,  par  suite,  celle  des  loveis  réels.  Je 
l'cniarque  enlin  que,  d'après  (3)  et  (4)»  ^'^^  cooi'données 
tin  centre  de  la  conidue  sont 


(^) 


G 


Alin  de  montrer  ce  (ju  il  y  a  de  s«)nple  et  île  [)én(''ti  aiit 
dans  renq)loi  des  nombres  <'oniplexes,  je  vais  cliercher 
les  foyers  des  coniques  inscrites  à  \\\\  liiangle,  dont  je 
me  donne  les  sommets  par  leurs  allixes  o'i,  .r^,  ^'.j.  Une 
droite  quelcon((ue  étant  représentée;  [)ar  une  é(piation 

telle  (pie  ux  -H  ^'JC  4-  <^  =  o,  h;s  nondires  //,  v,  iv  sont 
les  coordonnées  de  la  droite,  et  l'é'epiation  lang(Mitielle  (b; 
la  conique  est 

(  r>  )      A  u-  -h  B  v- -+-  C  W'  -h  •>.  V  i'tv  -h  ?.  (i  \,va  -f-  j»  II  uv  —  o. 

Celle  équation  doit  être  vériiiée  par  les  coordonnées  des 
côtés  du  triangle,  égab;s  aux  mineurs  complénn'iilaires 
des  éléments  de  cbatpie  ligne  du  déteratinant 


To      .r.2      I 


(4  ) 

c'est-à-dire 

lll  =  CC2  —  CP3,  <^l  =— (a?2  — ^3),  ^^'1  =  fC2^'i  —  ^2^2',  

Il  est  évident  que  çv  =  — iv.  Les  nombres  (Vi,  çvo,  tVs 
sont  donc  de  pures  imaginaires,  ainsi  que  leur  somme  8. 
Gomme  on  a  aussi  p»  =  —  w,  ou  voit  que  les  nombres  jjl,  , 
0-2,  |Ji3,  définis  par  les  égalités 

sont  réels.  Ces  nombres  sont,  comme  on  sait,  les 
coordonnées  bar^centriques  de  Xq  par  rapport  au 
triangle  ^tX^x^'^   car   ils   satisfont  aux  relations 


1^137,4-  [JL2^2+   ^3^3=  •'«'O,  î^l^l+  [^^2^2+  M-3^3=  ^Oj 


et 


t^i  H-  [-12  +  1^3  =  I  • 

Gela  posé,  si  l'on  remplace  F  et  G  par  leurs  valeurs  (5) 
dans  l'équation  (6),  celle-ci  devient 

(A  —  Ga?2)M2+       (B—  G^2)(;2 

H-  2(H  —  Ga^oXo)  MP  H-  C{uXo-+-  VCCo-\-  w)'  =  O. 

En  y  regardant  comme  inconnues  A  —  Cxy,  B  —  CxJ, 

2 (h  —  G^oXojy  l'équation  qui  précède,  écrite  pour  les 
trois  côtés,  fournit  un  système  de  trois  équations 
linéaires  dont  le  déterminant  est 


u 


u 


u: 


1 

^1 

UiVi 

i 

2 

^1 

ihi>2 

2 
3 

^l 

113^3 

(«^2^3—  "3^2)  ("3^1—  Wl^3)(WlP2—  W2<^l)- 


Gliaque  facteur  du  second  membre  étant  égal  à  0,  la 
valeur  du  déterminant  est  6^.  Il  en  résulte 


iA-^Cxl)ù  =  G 


[xl     U2V2     ('i 

1^3        «3^^3       ^l 


(  5  ) 
Le  dernier  déterminanl  est  égal  au  produit  de  8  par 


Donc 


Cela  suffit  pour  la  détermination  des  foyers.   L'équa- 
tion (3)  devient 

iix  —  Xo)^—  [x\{x^  —  X2)iXi  —  a;z) 
-+-  [ll{x.2—X3){Ti—Xi) 
-+-  lll{X3~Xt){X3—  X^); 

mais  on   peut  lui  donner  une  autre  forme.  Je  remartjue 
d'abord  que,  d'après  l'identité 

^i{-^-6-^  ^l)—^3^l  -^  •2"3(:ri+  Xz) — XiX2=  '2XiXi, 

l'expression 

a-\-  Xl=  \}.\\x^{x.i-^  X^)—  XiX^]->r.  •  .->r7.\Lt\i.3X2Xz-\-..  . 

est  le  produit  de  a,  -f-  a^  -(-  a3  =  i  par 

îi.l[x,(X2-f-X3)—  XiXi] 

H-  [Xi[x.i{X:i^x^)—  ^3X1]  -f-  fjLalraCa-i-h^rj)  —  x^x^]. 
Il  en  résulte  (jue  l'on  peut  écrire,  au  lieu  de  (^), 

(8)  (Jl,[x-—  -ixx^^  X^{X2-^  x^)—  ^o^sJh--  •  •=  o- 

Pour  achever  la  délerniinalion  de  la  conique  il  faut 

encore  calculer  B  et  H.  Il  est  évident  que  n=:C(  ^  +  ^0/* 
où  p,  conjugué  de  a,  est  donné  par  la  formule 

p  =  ;jLî  M,  U-i  -4-  (a|  «3  W,  +  [i-lUi  «2  ; 

puis 

2  (  H  —  C  ^To'a^o  )  0  =  —  C 


d'où 


,aï      ui     vi 

\A    "1    ^l 


\xi     ui     V 


H  =  C( 


r +  ^0 


^q}) 


en  posant 

On  peut  maintenant  calculer  <7,  Z>,  .  .  . ,  au  moyen  des 
formules  connues 

aA  =  BG  — F2,        /A  =  GH  — AF,         ..., 
et  l'on  trouve  ainsi  comme  équation  de  la  conif|ue 

L'aire  totale  de  la  conique  (i)  est 

Dans  le  cas  actuel  A  se  réduit  à  (v"^ —  ^i^)'?  ^^  l'expres- 
sion qui  précède  devient 

11  convieutd'introduire  ici  les  nombres  /??,  =  i  —  2  a,,  ..., 
inversement  proportionnels  aux  coordonnées  barjcen- 
triques  du  pôle  d'iiomologie  de  la  conique,  par  rapport 
au  triangle  considéié.  Un  calcul  facile  donne  /??,  m^m^o- 
comme  valeur  de  4{^'?*  —  Y")-  Jl  e^i  résulte  que  l'aire  de 
la  conique  (())  est  proportionnelle  au  })roduit  des 
nombres  ///,,  7/i._>,  /;?3,  dont  la  somme  est  1.  Elle  atteint 
doiu^  sa  plus  grande  valeur  pour  a,=  u2=a.{,  c'est- 
à-dire  lorsque  le  centre  de  la  conique  est  le  barycentre 
clu  tiiangle.  Dans  ce  cas  l'éqnation  (8)  devitmt 

'5  ^-  —  2:r  (  .r  1  -f-  :r2  +  iCa  )  +  ( a-g  cr;i  -f-  .Ts ,r ,  -f-  a?i  ^"2  )  =0. 

On  voit  que  le  premier  mend)re  est  la  dérivée  de 
{x  —  x,  )(.r  —  j"2)(x  —  .r:{).   On  reli-ouve  ainsi  ce  cas 


{  7  ) 
parliculierd'uu  beau  ihéorème  de  M.  Van  den  Berg  ('  )  : 
les  zéros  de  la  dérivée  d'un  polynôme  du  troisième 
degré  sont  les  foyers  de  la  plus  grande  ellipse  inscrite 
dans  le  triangle  formé  par  les  zéros  du  polynôme. 
Plus  généraleiuenl,  si  l'on  introduit  les  nombres  m  dans 
l'é(]uation  (8),  celle-ci  devient 

i   mx{x  —  Xi){x  —  x-i)^  m.x{x  —  Xi){x  —  Xx) 

(  -\- m:i{x  —  Xi){x  —  Xi)  =  o. 

Donc  les  zéros  et  les  infinis  de  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion (x  —  .r,  )"'i  (j;  —  x-2)"^'-{'JC  —  J^i)"^^,  qui  ne  coïn- 
cide r,t  pas  avec  les  zéros  ou  les  infinis  de  la  fonction, 
sont  les  Joyers  d'une  conique  inscrite  au  triangle 
formé  par  ces  derniers  points,  admettant  comme  pôle 
d^homologie  le  point  dont  les  coordonnées  barycen- 
triijues  sont  inveisement  proportionnelles  aux  expo- 
sants. 

Par  l'emploi  des  fbi'mules  (5)  on  a  exclu  le  cas  des 
paraboles-,  mais  il  est  facile  de  le  (aire  rentrer  dans  le 
cas  général  en  supposant  (pie  le  centre  s'éloigne  à  F  in- 
fini. 11  suffit  d'écriie  /;/,  +  m^-A-  '^'3=  o.  C'est  l'équa- 
tion barjcentiicjue  de  la  droiti;  à  riiifini,  exprimant, 
dans  le  cas  actuel,  (jue  le  pôle  d'iiomologie  appartient  à 
l'ellipse  de  Sleinei'.  Si  l'on  a  égard  à  Tidentilé 

{x  —  Xi){x  —  x^)^^(x  —  j"i  —  r.,  —  x^)x  -^  XX X  -^  x^x^. 

on  voit  (jue  l'équation  (10)  devient 
mx{xxx-\-  x^x^^  -+-  ni^i  xx-i  -k-  x^x^)  -\-  m.i{xx^-v-  x^x^)  =:  o 

Celle  ci  exprime  (-j  que  le  rapport  anliarmonique 
des  points  x,  Jc,,  x-i,  .^3  est  réel,  et,    partant,  que  les 


(')  Aieuw  Arckief  voor  Wiskunde.  l.  W,  p.  l 'jo- 
(-)   Voir,  par  exemple.  Analisi  algehrira.  p.  ■>.()-. 


(  8  ) 
foyers  des  paraboles  inscrites  sont  situés  sur  la  circon- 
férence circonscrite.  En  particulier,  lorsque  x  est  le 
conjugué  harmonique  d'un  sommet  par  rapport  aux 
deux  autres,  on  sait  (')  qu'il  est  un  zéro  de  l'évectant 
du  poljnome  [x  —  x^){x  —  X2){x  —  X3).  Dans  ce  cas, 
deux  des  nombres  m  devant  être  égaux  entre  eux,  il 
s'ensuit  que  ia  parabole  considérée  touche  un  des  côtés 
en  son  milieu,  et  que  la  médiane  correspondante  à  ce 
coté  est  un  diamètre.  Donc  les  zéros  de  l' évectant  d'un 
polynôme  du  iroisième  degré  sont  les  foyers  des  trois 
paraboles  inscrites  au  triangle  des  zéros  du  jwlynome, 
ayant  les  axes  parallèles  aux  médianes  de  ce  triangle. 
Je  remarque  enfin,  dans  le  cas  général,  que,  e  et  r) 
étant  les  affixes  des  foyers,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (10)  est  identiquement  égal  à  [x  —  s)(-^  —  *^i)>  d'où 
il  suit,  en  prenant  successivement  x=^x^,  Xo,  x^i 

(371—  c)  (371—7)) 

mi  = — ,  •  •  .  • 

Il  en  résulte  (les  nombres  m  étant  réels)  que  les 
angles  zx^x^-,  ZX2X^^  tx^^x^  sont  respectivement  égaux 
aux  angles  x^x^'C\^  XiX2'(\^  X2  0C^r^.  C'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant,  comme  on  sait,  que  les  points  s  et  r, 
sont  conjugués  isogonaux.  Gela  posé,  si  £,,  £27  ^3  sont 
les  valeurs  des  rapports 

00  ce '^  Ou    ~"~  Ou^  Ou        "  Ou^ 

OC  —  OC  \  JC  —  ^2  ^  —  •^^ 

au  point  £,  on  a,  en  passant  de  l'équation  (to)  à  sa 
conjuguée, 

/;ii£i(.'r  — 37.2)  (37  —  3-3) 

H-  llUZiyX 373)  (37  —  37i)  +  /?l5£3(37 37^)  {^X  —  CCi)  =  O, 

(')  lÎKLTHAMi,   Jiicerche   sulla   Geonictria    délie  forme   binarie 
CLibiche,  §  13. 


(9) 
pour  x=  t.  Il  s'ensuit 


^2 


(s-;r,)=  ^-^--^{t-x,)=  :i—:i(t-:r,) 


nii  m-2  m^ 

=  £1(^2— ^3)  +  £2(^3—  ^l)  H-  £3(^1  — ^2); 

puis,  en  remplaçant  m,,  /«o,  m3  par  leurs  valeurs  dans 
la  relation 

on  trouve  l'autre  fover 

__    Z^XxJX^—X^)^  £33:2(3-3  — 3"!  ) -h  £3^3(^1—^2)^ 
^'   "  £1(37.2— 3-3)+  -2  (^3—^1) +£3  (^1  —  ^2) 

On  déduit  de  eette  formule  la  valeur  du  rapport  anliar- 
monique 

(r,.ri3:2  3-3)= -• 


En  particulier,  si  £,,  z.,^  ^a  sont  proportionnels  aux 
racines  cubi(jues  de  l'unité,  ce  rapport  devient  égal  à 
une  racine  cubi(|U(î  irringinnirc  do  — i,  c'est-a-dire 
que  7,  constitue  un  groupe  écjuianliarmonique  avec  X\, 
X'>,  X3.  On  sait  que  cette  propriété  caractérise  les  zéros 
du  Hessien  du  polynôme  (x  —  x^){x  —  Xo)  (^  —  ^s)- 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  s  est  un  centre  isogone  du 
triangle  x,  jTo-^s-  Donc  r,,  son  conjugué  isogonal,  est  un 
centre  isodynaniiquc.  On  retrouve  ainsi  le  théorème 
suivant,  du  à  Beltrami  :  les  zéros  du  Hessien  d'un 
polynôme  du  troisième  degré  sont  les  centres  isodjna- 
niif/ues  du  triangle  des  zéros  du  polynôme.  Ils  sont 
donc  les  foyers  de  deux  coniques  inscrites,  dont  les 
glands  axes  sont  parallèles  à  la  droite  d'Eulei",  et  les 
centres,  situés  sur  la  droite  qui  touche  l'hyperbole  de 
Kiepert  au  barycentre,  sont  séparés  harmoniquemcnt 
par  ce  point  et  par  le  point  de  Lemoine. 


(    'o   ) 

[L^17d]  [M^ô] 

TÉTRAÈDRES  VARIABLES  LIÉS  A  DES  OUADRKJIES 
ET  A  DES  CllBIOLES  GAICHES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  On  sait  que  l'invariant  <t>  du  deux  quadiiques  S 
et  S  s'annule  lorsqu'il  existe  un  tétraèdre  conjugué  à 
l'une  des  quadiiques  et  dont  les  arêtes  sont  tangentes 
à  l'autre.  Il  existe  alois  une  simple  infinité  de  tels 
tétraèdres-,  les  rôles  des  deux  quadiiques  peuvent  être 
intervertis.  Si  l'on  considère  par  exemple  les  tétraèdres 
dont  les  arêtes  touchent  S  et  qui  sont  conjugués  à  S, 
ces  arêtes  touchent  également  la  quadriqne  S'  qui  est  la 
polaire  réciproque  de  S  par  rapport  à  S.  Réciproque- 
ment (JYom^.  Ann.,  p.  69;  1899),  j'ai  montré  que  5i 
deux  qaadriques  S  et  S'  admettent,  un  tétraèdre  dont 
les  arêtes  leur  soient  tangentes ,  elles  en  admettent 
une  simple  infinité,  et  j'anrais  du  remarquer  que  ces 
tétraèdres  sont  conjugués  à  V une  des  huit  quadriques  il 
par  rapport  auxjpielles  S  et  S'  sont  polaires  réci- 
proques. En  elfet,  la  condition  est  que  les  racijies  du 
discriminant  de  la  forme  KS  +  S'  vérifient  la  relation 


avec   £-=i.    £'-=!,    ...-    en    rapportant    S   et   S'   au 
tétraèdre  conjugué  commun,  ce  qui  donne 

S  =  rt^2  _^  ijyï  ^  cz'^  -hdr^, 

S' =  a' x^' -^  b'y^ -h  c' z'^ -+- d' t\ 
cette  condition  devient  (avec  a-  =  1 ,  ^3-  =  j ,  . . .) 


=  o. 


(  ,,  ) 

Soit  alors 

de  sorte  que  S  =  o  représente  l'une  des  huit  fjuadricjues 
par  rapport  auxquelles  S  et  S'sont  polaires  réciproques  ; 
les  racines  du   discriminant   de  la  forme  RS  H- 3]  sont 

—  a  —^'>  '  •  ' ,  et  en  les  désignant  par  K,  K',  . .  .,  la  con- 

dition  ci-dessus  devient 

S  KK'  =  ()         un         <l*  —  (), 

l'invariant  *P  se  rapportant  aux  deux  quadriques  S 
et  I. 

Donc  .... 

2.  On  sait  (|ue,  si  une  cubicpie  gauche  V  et  \un)  (pia- 
drique  Q  admettent  un  tétraèdre  inscrit  à  la  cubicjue  et 
conjugué  à  la  (juadrique,  elles  en  admettiMit  une  intinilé 
(E.  Dlimjrcq,  Pi'incipes  de  Géométrie  moderne,  p.  1 09); 
les  plans  des  faces  de  ces  tétraèdres  sont  osculateurs  à 
une  cubique  gauche  W  Réciproquement,  si  deux  eu- 
biques  guuches  Y  et  V  admette. ni  en  nombre  infini  des 
tétraèdres  T  inscrits  à  \'  et  dont  les  plans  des  faces 
sont  osculateurs  à  T,  ces  tétraèdres  sont  conjugués  à 
une  (juadrique  Q.  Vax  effel,  représentons  les  plans  oscu- 
lateurs d'une  cubique  gauche  F  par  l'équation  générale 

m^x  -*-  ni- y  -\-  niz  ->t-  t  =  o, 

et  observons  (jue  les  m  des  qnatic  faces  d(;s  tétraèdres 
cherchés  seront  donnés  par  uni;  écjuation  de  la  formcî 

(i)  f{ni)^\o{m)  =  o, 

A  variant.  D'abord,  si  l'on  considère  la  couri)equi  est  le 
lieu  des  sommetsdes  tétraèdres  donnés  par  l'équation  (i), 
on  voit  immédialemenl  que  cette  coui  be  est  une  cubique; 


(     .2    ) 

gauche  T\  attendu  que,  dans  un  plan  m  osculateur  à  T. 
il  existe  seulement  trois  points  du  lieu,  lesquels  sont 
les  sommets  dans  ce  plan  du  tétraèdre  dont  ce  plan  fait 
partie  (^).  En  outre,  la  relation  (j)  étant 

Am4+Bm3-f-...-HX(A'm^+B'm3H-.  ..)  =  o, 

les  coordonnées  x.  j^  z,  t  du  sommet  M  opposé  au 
plan  m  dans  le  tétraèdre  dont  ce  plan  fait  partie,  sont 
proportionnelles  aux  quantités 


A 

B  m3  +  G  /?l2  +  .  .  . 

Am  H-  B 

G  m2  _|_  D  /?n-  E 

A' 

B'm3-|-G'm2  +  ... 

5 

Mm  -t-  B' 

G'm2+D'm-hE' 

ou  bien,  en  désignant  par  ï«,  v^  iv^  r  les  coordonnées  du 
plan  niy  les  coordonnées  x,  y^  z,  t  du  point  M  sont  pro- 
portionnelles aux  quantités 

(AB')w-4-(AG')(;-f-..., 

(AG')w  +  [(AD')  +(BG')]p-h..., 


d'où  il  suit  que  M  et  m  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  quadrique  Q. 

11  faut  seulement  remarquer  que  V existence  d'un 
tétraèdre  T  inscrit  à  Y'  et  dont  les  plans  des  faces 
sont  oscillateurs  à  F  n^ entraîne  pas  l'existence  d'une 
infinité  de  tels  tétraèdres  ;  car,  s'il  en  était  ainsi,  la 
cubique  V  étant  donnée,  la  cubique  F  dépendrait  de 
(4  —  i)H-4  ou  7  paramètres,  tandis  qu'elle  dépend 
seulement  de  6   paramétres  d'après  l'équation  (i),    ou 


(')  On  voit  de  la  même  façon  que  la  surface  lieu  des  arêtes  des 

tétraèdres  est  une  surface  réglée  du    sixième   ordre;   une  droite  A, 

qui  est  l'intersection  de  deux  plans  osculateurs  m  et  /?,   coupe  en 

effet  cette  surface  en  six  points.  Si  l'équation    (i)  était  de   degré   n 

I              11-        1                                 ..,,(''  —  0  (  ''  —  -^  ) 
en   w,   la  courbe  heu  des  sommets  serait  d  ordre  ^^ — • 

la  surface  lieu  des  arêtes  serait  d'ordre  2(;? — i). 


(   '3  ) 
mieux  parce  que  la  quadrique  Q  du  théorème  primilif 
dépend  de  (4  —  i)  -|-  3  ou  6  paramètres;  il  faut  encore 
une  condition. 

Observons  que  1  on  peut,  la  cubique  V  étant  donnée, 
prendre  à  volonté  deux  tétraèdres  inscrits  pour  définir 
la  quadiique  Q  ou  la  cubique  F;  huit  points  d'une  cu- 
bique gauche  loiinent,  en  eflet,  un  système  (singulier) 
de  points  de  Lamé  ;  l' existence  de  ces  deux  tétraèdres'^! 
pour  r  et  Y'  entraîne  V existence  d'une  infinité  de 
tétraèdres  analogues. 

3.  11  y  aurait  lieu  de  résoudre  la  question  suivante, 
qui  semble  difticile  :  Si  une  cubi(|ue  gauche  Y'  et  une 
quadrique  Q  aduicllent  un  tétraèdre  dont  les  arêtes  ren- 
contrent la  cubique  et  qui  soit  conjugué  à  la  quadrique, 
en  admettent-elles  une  infinité:^ 

Les  arêtes  des  tétraèdres  seraient  ah)rs  dans  des  plans 
osculaleurs  à  une  cubique  gauche  F,  et  il  y  aurait, 
comme  dans  les  deux  cas  précédents,  à  examiner  une 
réciproque.  Il  pouirait  d'ailleurs  ariiver  que  les  choses 
n'eussent  pas  lieu  comme  dans  les  cas  précédents,  et  la 
question  est  celle-ci  :  Peut-on  trouver  deux  cubiques 
i^auches  Y  et  Y'  telles  qu'il  existe  une  injinifc  de 
tétraèdres  dont  les  arêtes  rencontrent  Y'  et  soient  dans 
des  plans  osculateurs  à  Y? 

4.  Si  l'on  remplace  Féquation  (i)  par  la  suivante 

(2)  /(m)  H- X  cp(m) -h  [X!^(w)  =  o, 

également  du  quatrième  degré,  on  a  des  tétraèdres  T 
dont  les  plans  des  faces  sont  osculateurs  à  la  cubique 
gauche  Y  et  qui  sont  inscrits  à  une  surface  d'ordre 
4  —  2,  c*est-à-dire  à  une  quadrique  Q'.  Cette  quadrique 
dépend  de  6  paramètres   lorsque  F  est  donnée;  Vexis- 


(  -4  ) 

tencc  d' un  tclraèrlre  Y  n  entraîne  donc  j)as  celle  d 'une 
double  infinité  de  tels  létrnèdres,  puisque,  s'il  en  élait 
ainsi,  Ja  donnée  de  F  laisserait  (4  —  li)  +  5  ou  -  para- 
mètres pour  Q';  il  faut  encore  une  condition. 

Si  l'on  se  donne  un  plan  a  oseulateur  à  F,  et  si  l'on 
considère  les  tétraèdres  T  dont  une  faee  est  dans  ce 
plan,  les  valeurs  de  ni  pour  les  trois  autres  faces  sont 
données  par  une  équation  du  tioisiènie  degré  de  la 
forme  (i),  et  le  sommet  A  du  tétraèdre  (opposé  au  plan  a) 
décrit  une  droite;  cela  résulte  de  la  Note  1,  ou  d'un  rai- 
sonnement analogue  à  celui  que  l'on  fait  pour  l'involu- 
tion  dans  les  coniques.  Les  droites  ainsi  obtenues  sont 
les  génératrices  d'un  sj  stème  de  la  qaadrique  Q'. 

Note.  —  Je  rappelle  que  M.  E.  Duporcq  a  demandé 
récemment,  dans  Vlnterniédinire  des  Matliéniaticiens, 
si  Ton  connaît  des  tétraèdres  liés  d'une  même  manière 
à  deux  quadriques  Set  S  qui  vérifient  la  condition  fI>  =  o  ; 
si  de  tels  tétraèdres  sont  connus,  il  est  à  désirer  qu'ils 
soient  signalés  aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales. 


[F4a] 

DÉlMO^STRATION  DIRECTE  DU  TIIEODÈME  D'ADDITIO\ 
DE  LA  FONCTION  ELLIPTIOLE  Z(.t); 

Par  m.  E.  IAGGI. 


Pour  étudier  la  fonction  de  seconde  espèce  déterminée 
par  l'intégrale 


(0  z  =  j,.r_^^^- 

Jo     \/{i  —  u-^){i  —  k^-u'-) 
on  pose  u  =  sno?  et  l'on  considère  la  fonction 

(2)  Z(^)  =z  X2    r    sn2.rf/^ 


(   -5  ) 
qui  s'exprime,  roinme   on   sait,  au  moyen   de  la  fonc- 
tion 0(x),  et,  des  propriétés  de  la  fonction  0,  on  déduit 
le  lliéoième  d'addition 

(3)      Z(.r  -hj)  =  Z{x)-h  liy)  H-  A-2  sn.r  snj-sn(:c-+-.j'). 

Ce  théorème  n'est,   au  fond,  que  le  théorème  d'addi- 
tion de  la  fonction   de;   première   espèce   snjr,    et  nous 
allons  le  démontrcîr  directement  sans  nous  servir  de  la 
fonction  (-). 
Posons 

/=x  +  >',  Ui  =  sna', 

if.,  =  snj', 
1/.,  =  f;n(:r -h  r)  =  sn /, 


On  sait  que 

Mais  on  a  (  •  ) 

La    formule  d'addition  de   snx   peut  donc  se  mettre 
sous  la  forme 

.,.  IL- —m 

<5)  Ui  = 


«1  AMj —  M2  AWi 

Si  l'on  remarque  (|ue 

u^=  ^\\{t  —y),         1(2=  sn(t  —  x), 

on  pourra  écrire,  au  moyen  de  la  formule  précédente. 


u  .^  —  llr,  u  l  —  u\ 


ui=  — -—- ^- — >  «2  = 


(')  On  a  l'occasion  de  démontrer  cette  identité  lorsqu'on  intègre 
l'équation  d'Euler,  soit  par  la  méthode  de  M.  Darboux,  soit  par  la 
méthode  que  nous  avons  exposée  dans  notre  Note  Sur  l'intégrale 
d'Euler  et  l'addition  des  fonctions  elliptiques  {IKouvelles  Annales, 
p.  443;  1900). 


(   ,6  ) 

OU 

(6)  Ul  —  Ui  Ui  ^Uz  =  l^l  +  "l  «3  ^«2> 

(y)  m| —  U1U2  ^Us=  U\-Ir-  llill^  ^Ui. 

Or,  on  a  aussi 

dus       du*        du^ 
^    '  Ai<3        Ai^i         Aï^2 

Miillipliant  les  deux  membres  de  (6)  par  — -^>  les  deux 

membres  de  ('y)  par  - —  et  ajoulaut,  en  tenant  compte 

de  (8),  on  obtient  l'équation  différentielle 

u\  dus  j  ?/?  dui        z<|  du.,  j  , 

— ^ iii  Uo  dUi  =  — : 1 = H-  Wi  W3  awo  4-  U'»  U3  du, 

AM3  Aai  Amo 

qui  s'éci'it 

Multipliant  les  deux  membres  de  (9)  par  k^  et  inté- 
grant en  remarquant  que  les  deux  membres  doivent  être 
identiques  si  l'on  fait  u^  =  o  =^  x,  et,  par  suite,  que  la 
constante  d'intégration  est  nulle,  on  obtient  la  formule 
d'addition  (3)  de  la  fonction  Z(x). 


[D4a] 

RELITIOIVS  E\TaE  LES  ZÉROS  ET  LES  COEFFICIENTS 
D'lJl\E  FONCTION  EmÈRE; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


Soit  ur.c  fonction  entière  F{x)  donnée  par  son  déve- 
loppement en  série  sous  la  forme 

F(^)  A,  Ao      ,         A3 


(   -7  ) 
Nous  nous  proposons  de  trouver  des   relations  entre 
les  coeffieients  A  et  les  zéros 


Ctl,       a-2,       «3,        .  .  •  ,       <^ii 


de  la  fonction  F(x).  On  sait  (jue  la  fonction  F(x)  se 
met  sous  la  forme 

(2)  F(x)  =  6<-''J^[^('r-;^)6'^-'-' 

i 

où  G(x)  est  une  fonction  entière  indépendante  des 
zéros  rt/,  et  les  gi{x)  sont  des  polynômes  dépendant 
respectivement  des  zéros  <7,  et  rendant  convergent  le 
produit  précédent,  ou,  si  l'on  veut,  la  série 

Pour  simplilier  l'écriture,  nous  supposerons  d'abord 
que  G(a:)  est  une  constante  et  nous  [)oserons 

fi{.r)  =  i:r.{jr)^  |Y,_  ^ 
en  sorte  que 

(3)  F(x)=jTeA<-^)  =  e  ' 

Pour  identifier  (  i  )  et  (  3  )  nous  n'avons  donc  qu'à  déve- 
lopper cette  exponentielle;  on  a  immédiatement 

y//(o)    yyv(o)+ryy;'(o)]' 

F  (  o  )  I  1 .  >. 

D'ailleurs 

.-1^1/?.    fie  Matliémat.,  4'  serre,  t.  I.   (Janvier  1901.)  2 


(  '^  ) 

et,  par  conséquent, 


En  résumé,  les  coefficients  A^,  A2,  A3,  ...  s'ob- 
tiennent par  la  même  loi  que  les  coefficients  du  déve- 
loppement 

l  .  '2  .  3 

il  suffit  de  remplacer  dans  celui-ci 

-^«)(o)         0  =  1,2,3,  ...) 
par 

i  i 

S'il  existe  un  facteur  e^*^'  dans  F(x),  cette  fonction 
se  met  sous  la  forme 

Fix')  =  e  «  , 

et  l'on  voit  qu'à  chacun  des  termes  2/'"  (^)   ^^  suffit 
d'ajouter  le  terme  correspondant  G^^^(o). 


(  M)  ) 

Lorscjue  la  sénc 


y, 


est  convergente,  les  exponentielles  ^^'^'^'  disparaissent 
dans  les  facteurs  primaires  de  F(^),  et  l'on  a 

i 


\  1     / 


^^  (lia  j  au 


Ces  formules  conviennent,  en  particulier,  au  cas 
où  F(a:)  est  nn  polynôme,  et  ne  sont  autres  que  celles 

qu'on  obtient  en  changeant  x  en       dans  le  pol3'nome 

et  en  exprimant  les  coefficients  du  polynôme  par  les 
sommes  de  puissances  semblables  des  racines. 

Les  formules  générales  que  nous  avons  démontrées 
sont  susceptibles  de  nombreuses  applications.  Nous 
nous  contenterons,  actuellement,  d'en  signaler  \\x\(i 
fort  simple  :  l'application  à  la  fonction 

sinr/r 

F  (  .r  )  : 


qui  donne  les  sommes 


1//    -^1,   7.,  S, 


n-i' 


des    puissances    semblables    paires    des    inverses    des 
nombres  entiers. 


(   '-^o   ) 

[R6aa] 
DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DES  TRAYAIX  VIRTUELS; 

Par  m.  GALLIAN, 
Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique. 


La  démonsLiation  du  théorème  des  travaux  virtuels 
donnée  par  Lagrange  n'est  pas  entièrement  satisfaisante  ; 
cependant  l'idée  première  sur  laquelle  elle  repose,  idée 
qui  réside  dans  l'application  du  principe  des  moufles, 
peut,  par  sa  combinaison  avec  quelques  axiomes  dont 
le  caractère  d'évidence  ne  me  paraît  pas  sérieusement 
contestable,  conduire  à  une  solution  qui  nie  semble 
rigoureuse  et  que  je  vais  exposer. 

1°  Axiome  I.  —  Des  forces  étant  en  équilibre  sur  un 
système,  V équilibre  n'esf  pas  rompu  par  l'introduction 
de  liaisons  nou\^elles. 

Dès  lors  si  des  forces  sont  en  équilibre  sur  un  sys- 
tème, que  d'autres  forces  soient  aussi  en  équilibre  sur 
un  second  système  identique  au  premier  quant  à  la  dis- 
position des  points  et  aux  liaisons  qui  existent  entre 
eux,  et  que,  superposant  les  deux  systèmes,  on  mette 
les  points  homologues  en  coïncidence  et  qu'on  les  lie 
ensuite  invariablement  chacun  à  chacun  de  manière  à 
former  un  syslèuie  unique  identique  aux  proposés, 
l'équilibre  ne  sera  pas  altéré. 

D'après  cela  on  peut,  sans  troubler  l'équilibre  d'un 
système,  introduire  de  nouvelles  forces  répondant  à  la 
condition  qu'elles  se  feraient  équilibre  si  elles  agissaient 
seules  sur  le  svslènie. 


(  2'  ) 

Axiome  II.  —  Désignant  généralement  par  M  les 
points  d'un  système  au  repos  qui  n'est  actuellement 
soumis  à  V action  d^aucune  force,  et  par  Y  des  forces 
qui,  si  elles  étaient  appliquées  à  ces  points,  communi- 
queraient au  système  un  mouvement  d'après  lequel 
chaque  point  M  se  déplaceiait  dans  une  direction  ini- 
tiale MiM',  on  peut  à  chaque  force  F  en  adjoindre  une 
autre  f  de  direction  donnée  et  assez  petite  pour  que 
V  introduction  du  groupe  (F,  f)  produise  aussi  un 
mous^ement,  et  que  dans  ce  mouvement  la  direction 
initiale  MM"  de  chaque  point  diffère  aussi  peu  qu'on 
voudra  de  la  direction  MM'.  Si  chaque  force  f  tire 
précisément  dans  la  direction  directement  opposée 
à  MM'  et  est  suffisamment  petite,  les  directions  INIM', 
MM'^  coïncident. 

Axiome  IJI.  —  L  n  sj  stème  de  points  au  repos  et  qui 
n'est  actuellement  soumis  à  l'action  d'aucune  force  se 
mettra  en  mouvement  si  tous  les  points  viennent  à  être 
tous  tirés  en  même  temps  suivant  les  directions  initiales 
d'un  système  de  trajectoires  compatibles  avec  les  liai- 
sons. 

2"   Gfs  axiomes  [)osés,  soient  des  points 
M,,     M2,     ..., 

assujettis  à   dtîs  liaisons,  et  que   je  iik;  propose  de  tirer 
respectivement  dans  les  directions 

Ml  A,,     M2  A, 

par  des  forces 

F,,     F„     ..., 

que  je  suppose  avoir  une  commune  mesure  <I>  contenue 
m,  fois  dans  F,,  m-^  fois  dans  Fo,  etc.,  les  entiers  ///|, 


(  ^o 

77/2,  .  .  .  étant  pairs,  ce  qu'il  est  toujours  possible  d'ad- 
mettre sans  nuire  à  la  généralité. 

Au  lieu  d'appliquer  directement  à  cliaque  point  la 
force  qui  lui  est  destinée,  opérons  comme  il  suit  :  Con- 
sidérons les  points  des  groupes  Mi,  M2,  ...,  et  A< , 
A2,  .  .  . ,  comme  des  anneaux  de  rayon  nul,  ces  anneaux 
étant  d'ailleurs  fixes  pour  le  second  groupe.  Concevons 
alois  qu'un  lil  flexible  et  inextensible,  attaché  par  un 
bout  à  l'anneau  A<,  passe  alternativement  dans  les  an- 
neaux Mi  et  Al  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire  pour 
qu'il  y  ait  772,  brins  allant  d'un  anneau  à  Tautre,  puis 
qu'il  traverse  alternativement  les  anneaux  A2  et  M2,  en 
commençant  par  Ao,  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  7722,  brins  cir* 
culant  entre  A2  et  Mo,  et  ainsi  de  suite.  Les  nombres  rrif , 
77i2,  .  .  .  étant  pairs,  et  le  fil  entrant  dans  chaque  couple 
d'anneaux  par  l'anneau  fixe,  c'est  aussi  par  l'anneau  fixe 
qu'il  en  sortira. 

Tes  diverses  portions  du  fil  étant  disposées  en  ligne 
droite  sans  tension,  appliquons  au  brin  libre,  et  dans  la 
direction  de  ce  brin,  une  force  égale  à  4>.  Les  points  du 
système  sont  alors  dans  les  mêmes  conditions  que  s'ils 
étaient  directement  tirés  par  les  forces 

dans  les  directions 

Ml  A,,     M2A2 

Le  fil  étant  ainsi  tendu,  le  système  qui  était  au  repos 
reste  immobile,  ou  bien  il  se  inct  en  mouvement,  et  alors 
le  brin  libre  s'allonge.  Mais  ce  brin  ne  s'allongera  que« 
s'il  peut  s'allonger,  par  conséquent  tout  système  de  dé- 
placements des  points  du  système  qui  correspondrait  à 
un  raccourcissement  initial  du  brin  libre  ne  peut  se 
])roduire. 


(  ^3  ) 
Ceci  posé,  soient  d'une  manière  générale  : 

M  un  point  du  système; 
F  =  //*<!>  la  force  qu'on  lui  destine  ; 
A  l'anneau  fixe  correspondant; 
M'  une  position  voisine  de  M. 

Désignant  par   (o    l'angle   des    segments   MA,   iMM', 

par  ôL  la  variation  de  longueur  du  brin  libre  lorsque 

chaque  point  vient  en  M',  et  posant  MA  =  À,  MM'  =  05, 

on  a 

iM'A  =  y/X^ —  '2  À  ros(o  es  -T-  o.v-, 

oLr^— y //j(M  A  —  MA) 


-y. 


m 


^  .,   !        1 

:[ ï^ — )-'[ 


c^r:L  -V  - 1 


I    „  2  A  COSCi)  OV  —   05- 

■1  l 


1 .  1 . 3 .  î .  7 . . .  •>.  n  —  3  „  (  '2  X  cos  to  os  —  os-  )" 
i.2.i..i.').../i  X^"-' 

Jr  pose 

oT  ^^  ^  r  rusoj  oa". 

Pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  os,  le  signe 
de  oL  est  le  même  que  celui  de 

V^    l    _,  Jl  X  COSCO  OA- 05-  ^,_  V'    '     I-  ^-^'^ 

Z î  '' 1 ='^-Zz.  '■  X- 

Si  donc  ôT  est  négatif,  il  en  est  de  même  de  ùL.  Vav 
conséquent  : 

Tout  déplacement  infiniment  petit  A,  pour  lequel 
la  somme  des  travaux  des  forces  serait  négative,  est 
interdit  au  sj  sterne. 

Cette  proposition  fondamentale  établie  pour  des  forces 
commensurables  entre  elles  s'étend  sans  difficulté  à  des 
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forces  quelconques.  Eu  ellet,  que  les  forces  engendreiil 
le  déplacemeni  A,  Ou  pourra  loujours  trouver  d'autres 
forces  conimensurables  entre  elles,  différant  assez  peu 
des  pjoposées  pour  qu'elles  produisent  un  déplacement 
et  qu'en  même  temps  ce  déplacement  soit  assez  voisin 
de  A  j)our  (jue  le  travail  total  correspondant  soit  négatif 
(axioLue  II),  ce  qui  est  impossible. 

3"  Lorsque  les  grandeurs  qui  entrent  dans  la  compo- 
sition de  ôT  restent  indéterminées,  l'expression  géné- 
lale  de  8T  est  un  infiniment  petit  d'un  certain  ordre 
par  rapport  aux  variations  des  paramètres  indépendants, 
par  exemple  d'ordre  /? .  Les  grandeurs  composantes 
ayant  actuellement  des  valeurs  particulières,  soit  un 
déplacement  infiniment  petit  A  pour  lequel  l'ordre 
de  oT  serait  supérieur  à  /z  :  je  dis  qu'un  tel  déplacement 
est  interdit  au  système. 

En  effet,  que  le  système  elfectue  le  déplacement  A. 
Chaque  point  M  se  déplace  dans  une  certaine  direc- 
tion MM';  appliquons-lui  une  force  /"dans  la  direction 
opposée  M'M.  Si  les  forces  y*sont  suffisamment  petites, 
le  groupe  de  forces  (F,  /)  engendrera  un  certain  dépla- 
cement d'après  lequel  chaque  point  M  se  déplacera  dans 
la  même  direction  MM'  (axiome  II).  Or,  pour  un  tel 
déplacement  le  travail  total  du  groupe  (F,  y  )  est  négatif, 
car  la  portion  qui  provient  des  forces  F  est  par  hypo- 
thèse d'ordre  au  moins  égal  à  /z  +  i ,  tandis  que  celle  (juî 
provient  des  forces  f  est  au  plus  d'ordre  n  et  négative, 

puisque  chacun  des  angles  y  MM'  est  égal  à  ?:.  Donc  il 
y  a  réduction  à  l'absurde. 

4''  Supposons  enfin  que,  parmi  les  déplacements  infi- 
niment petits  compatibles  avec  les  liaisons,  ii  en  existe 
au  moins  un  pour  lequel  la  somme  des  travaux  serait 
d'ordre  n  (n  conservant   la   signification  indiquée  plus 


(  ^5) 
haut)  et  positive  :  je  dis  qu'alors  il  n'y  aura  pas  équi- 
libre. 

Soit  A  un  tel  déplacement  défini  d'une  manière  géné- 
rale par  le  segment  MM',  et  admettons  que  le  système 
soit  en  équilibre.  Concevons  que  les  points  soient  assu- 
jettis à  des  liaisons  nouvelles  dont  l'introduction  ne 
permette  que  le  déplacement  A  :  le  système  S  qui  en 
résulte  est  en  équilibie  (axiome  I).  Ceci  posé,  à  cliaque 
force  F  adjoignons-en  deux  autres  :  l'une,  —  F,  égale  et 
opposée  à  F,  l'autre  y  tirant  dans  la  direction  MM'.  On 
pourra  toujours  donner  aux  forces  f  des  valeurs  telles 
que  le  travail  du  groupe  ( —  F, y)  soit  négatif,  puisque 
le  travail  du  groupe  ( —  F)  est  négatif  par  hypothèse  et 
d'ordre  w.  Les  Ibices  ^  étant  ainsi  choisies  quant  aux 
intensités,  le  groupe  ( —  F,  y)  agissant  seul  sur  le  sys- 
tème S  y  serait  en  équilibre,  puisque  le  seul  déplacement 
compatible  avec  les  liaisons  est  interdit  par  la  négativité 
du  travail  ;  donc  le  groupe  (F,  —  F,  y)  est  aussi  en  équi- 
libre sur  le  même  système  (axiome  1).  Or,  dans  ce  der- 
nier groupe  chaque  force  F  détruit  la  force  directement 
opposée  —  F  appliquée  au  même  point,  de  sorte  qu'il 
ne  reste  que  les  forces  y  :  or  celles-ci  ne  peuvent  pas  se 
faire  équilibre  (axiome  111).  11  y  a  donc  réduction  à 
l'absurbe. 

0*'  Conclusion  : 

Tout  système  de  déplacemenls  iiifininienl  petits  cor- 
respondant à  un  ti  ai^ail  total  négatif  ou  d' ordre  supé- 
rieur à  n  est  à  rejeter.  Donc,  si  tous  les  déplacements 
compatibles  avec  les  liaisons  répondent  à  V une  de  ces 
deux  conditions,  aucun  mouvemejit  n'étant  possible,  il 
y  a  équilibre.  Il  suffit  quun  seul  déplacement  compa- 
tible ne  réponde  à  aucune  des  deux  conditions  pour 
ffuil  ny  ait  pas  équilibre. 
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Lorsque  les  liaisons  sont  telles  qu'à  tout  système 
compatible  de  déplacemenls  infiniment  petits  en  corres- 
ponde un  autre  composé  des  mêmes  éléments,  mais 
dirigés  en  sens  contraire,  le  travail  total  ne  saurait  être 
constamment  négatif,  et  la  seule  condition  à  considérer 
est  que  ce  travail  soit  d'ordre  supérieur  à  n. 


[A3k] 

IVOllVËAU  PROCÉDÉ  DE  RÉSOLUTION  DE  L'EQUATION 
DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par  m.  le  Prof.  D"^  TSURNIGHI  HâYASHI. 


Le  procédé  suivant,  par  lequel  on  peut  résoudre 
une  équation  du  quatrième  degré,  est  semblable  à  celui 
dont  M.  A.  Pleskot  s'est  servi  pour  une  équation  du  troi- 
sième degré  \^Nou^eau  procédé  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  troisième  degré  {Nouvelles  Annales  de  Math., 
février  1899)]. 

Soient 

s/xiXi 

Cl  =  X  \^  -\-  3^2  ) 
I 

Nous  avons  alors  l'équation 

(r)      Pi  — [2(a  — 6)-f-4^]P2  — 8P^-(a  -  by--  -^  =  o, 

qui  est  du  quatrième  degré  en  P.  De  là,  si  l'équation  (1) 
est  donnée,  ses  racines  sont 


(  ^1  ) 

Soit  rét|uaLioii  donnée  du  quatrième  degré 

(  A  )  x'*-k-  p x-  -\~  q  x-\-  r  =  o. 

Construisons  l'équalion  du  quatiièine  degré  dont  les 
racines  sont  égales  à  ).  fois  celles  de  l'équation  (A) 

(  3  )  X*  -^  p'j:-  X-  -^  q  A^  X  -.-  /■)/•—  O. 

Comparons  (i)  et  (3);  nous  obtenons  alors 

'  p  a2  —  —  7.  (  ah)  —  1  h, 

j   ,•>/.  =  (a  —  b)'-—  y 
l.a  seconde  de  ces  équations  détermine  la  valeur  de  A 

Les  deux  autres  deviennent  alors 

{a  —  h  \        7  A, 


7' 


•  3) 


r 


d'où,  élinn'nant  {a        Ai, 

•  2-2  l 

(H)  /j[p   r-  /></V    ^  ^hr       y'. 

Choisissons  l'une  quelconque  des  trois  valeuis  de  b 
que  nous  pouvons  déterminer  d  après  cette  équation 
du  tioisième  degré,  et  déterminons  a  pai*  la  première 
des  relations  (5).  Alors  les  racines  de  l'équation  (3) 
sont   données    par   (2).  Mais  les  racines   de  l'équation 

donnée  (A)  sont  (  -  j        de  celles  de  1  équation  (2). 

De  là  :  Les  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré 

x*  -r-  p  x-  -;    Y  .r  -h  /•  —  <» 


(  ^8) 


sont  données  par 


V 


'y. 


i> 


J) 


relation  où  b  est  déterminé  par  l'équation  du  troisième 
degré 

(B)  b{p  -+-  hq^y  =  \br  -^  q'K 


CERTIFICATS  D'ETUDES  SlPERIEllRES 
(SESSION  DE  JUILLET  1899); 

Solutions    par    M.    AUDIBERT. 


Clermont . 
Calcule]'  les  deux  intégrales 

l    x"{\  —  x)"  dji,  I     e^x"{i  —  X)"  dx. 

En  déduire  une  valeur  approchée  du  nombre,  base 
des  logarithmes  népériens  ;  limite  supérieure  de  V er- 
reur commise. 

En  intégrant  par  parties  la  première,  que  nous  dési- 
gnons par  P„,  on  trouve 


ei,  par  suite. 


P.= 


n 
■i{in  H-  t) 


n-l 


(  n-h  I }  (  n  -H  'i). .  ,(-in  -+- 1) 


Quant  à  la  seconde,  désignée  1,^,  la  même  méthode  con- 
duit à  la  formule 


...  — —  •>.  n  (  -7/1        I  )  l/,_i  H-  /M  /<  —  I  )  (/,_2. 


*    0 
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qui  se  pivle  peu  au  calcul  liiial  de  I,^  eu  foueliou  de  e 
et  de  îi. 

Rappelous  la  relation  connue 

r'  M 

/     e'' f{T)  (l.r  =  \e-^[f(x)-^i—\yfUx)-^... 

-^{— \)"J''*{-t)  X -{-... -V-  p"  (  X  )] . 

La  fonction  x"[i  —  x)"  et  ses  (/i  —  i)  premières  déri- 
vées sont  nulles  aux  deux  limites,  et  dans  le  développe- 

ment  de  -j-—[x"{i  —  ^)"]  les  deux  seuls  termes  qui  ne 
s'annulent  pas  à  la  fois  sont  équidistants  des  extrêmes. 
Ainsi  pour  {jl  =  n,  ce  sont  le  premier  et  le  dernier,  soit 

au  signe  près, 

/i![(i  —  .r)"  et  j'"  \. 

En  général,  pour  les  valeurs  de  a  de  n  à  2//,  ces  termes 
sont  au  signe  près 

a! 

î^ r  n  (  n  —  i  } .  . .(  9.  n  —  'X  -r-  i)  U  i  —  X )-"-\l  cl  .r2"-|A  I, 

(  ;jL  —  n  )[  '  '  ^  ^'  ^ 

A  l'aide  de  ces  données,  on  obtient  la  formule 
[,,  =  er/i:-^r— r)'(/i -^1)1  "-+-(— i)'(/i -h?.)!  ^^^^^ -h... H-(- !)''('>, /i)!l 

-H  (— ,)«-^i  r,iî-^  (,i -^  ,)!  ^ -^  (« -H  .,.)!  ^i^Lzli]  _^. .  .-i_(2/i)îl 

En  vertu  de  la  règle  de  la  moyenne,  I„  est  plus  petit 
que  — - —  et  que  ^ — :•  Ainsi  Téquation  1,^  =  o  fournira 
une  valeur  approchée  de  e,  avec  une  erreur  moindre  que 

Pour  n  1=  3,  on  peut  compter  sur  9  décimales  exactes. 
Le  calcul  donne  en  effet 

e  =  %i^  =2,718281828. 
1 8  0(19 


(  So  ) 

Grenoble. 
Dév^eloppeuient  de 

y  =1   -  (  X  -i-  ^X'^  —  l  )'" (x  -^  si X-  —  1  )~'", 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  ni  étant  entier 
ou  fiactionnaire.  Cercle  de  coni^ergence. 


y's/x-^  -^-  ,  =.  -  ((:r  -h  A^-  i)'"-(a-  -  v^-^-  i)'"  ), 


Les  dérivées  successives  dej^  s'obtiennent  par  les  for- 
mules 

m 
1 

y-' ( X-  —  I  ) H-  xy  —  m-y  =  o, 

y(n)  (  ^.2  _  j  )  _^  (.j_  ,1  _  •}  )  j^jAu  -1  )  _|_  ((  „  _  .j,  )V  _  ,^j ,  )  yin-l) 

Pour  a'  =  o,  on  aiiia 


i' 


i—iyn  ,        m{i"^  —  i—iy^) 


ro=  ^ .  Jo 

d'où  résulte,  pour  n  pair, 

et  pour  n  impair, 

jt,'»'  =  (i  -  ,;i2)  (32—  w2)  (  5'--  m2). ..((/?  —  '2)^—  m2)^7-;,, 

et  finalement  le  développement 

[X-  x*  1 

T    -+-  :^      (—  W.-^)-f-   -y       (—  W2  )(9.-'—  m2)  — .  .  . 

Si  m  est  entier  et  pair,  la  série  se  réduit  à  la  première 

ligne,  avec  le  coefficient  ( — i)'^  et  s'arrête  au  terme  de 
rang  n  r-  ///  —  -a.  Pour  m  impair,  la  série  se  réduit  à  la 


(  ■^'  ) 

seconde   ligne,   limitée  de   même   el    mnltipliée  par  le 


coefficient  m[ —  i)    '^    . 

Si  m  est  fractionnaire,  posons 

i    =  vos  -        -h  i  si  11  —  » 

'2  ■> 

l'it  zrz  cos ht  sin > 

'->.  x 

/NT.  m  T. 

( —  i  )'"  =  cos L  sin  — -  > 

•2  2 

d'où  résulte 

T.  ,  .DIT. 

yo=  i'osm     y  K    =  SIM . 

Le  développement  consistera  en  deux  séries  illimitées 
qui  seront  convergentes,  si  à  partir  d'un  terme  de  rangP 
le  rapport  du  terme  de  rang  \k  (y-  ^  P),  à  celui  qui  le 
précède, 

est  plus  petit  que  l'unité  et  ne  tend  pas  vers  l'unité,  ce 
qui  n'aura  lieu  que  pour  x  <i\. 

Dans  ce  cas,  en  posant  :r  =  cos  j  l'on  aurait  j  =  cos  m';) 
dont  on  a  le  développement  suivant  les  puissances 
de  cos'^. 


CONCOURS  GÉVÉRAL  DE  iMATIIÉMATIQllES  SPÉCIALES  DE  1900. 

Solution  par  M.  GALLOT, 

Elève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Carnot. 


On  considère  les  paraboloïdes  II  représentés  en  coor 
données  rectangulaires  par  V équation 

r^  7  -h  X 

p  —  K  Z^ 


(  ■''■■>■  ) 

dans  laquelle  /?,  q  sojil  des  constantes  et  h  un  para- 
mètre "variable,  et  l' on  propose  d' étudier  la  surface  S, 
en\^eloppe  des  plans  polaires  P  par  rapport  aux  para- 
boloïdes  W  d\in  point  donné  A. 

1°  La  surface  S  est  de  la  troisième  classe,  et  chaque 
plan  polaire  touche  cette  surface  en  fous  les  points 
d'une  droite  G. 

si°  Les  droites  Gssoîit  tangentes  à  une  courbe  gauche  Y 
du  troisième  ordre  ;  elles  admettent  un  cône  directeur  G 
du  deuxième  degré. 

3°  La  section  de  la  surface  2  par  u/i  plan  tangent, 
c  est-à-dire  par  un  plan  polaire  P,  se  compose  d'une 
droite  G  et  d'une  conique.  Déduire  de  là  le  degré  de 
la  surface  S. 

4°  Chaque  droite  C  est  le  lieu  des  pôles  d' uji  plan  Q 
par  rapport  aux  paraboloïdes  W.  Chaque  plan  Q  est 
perpendiculaire  à  la  droite  G  correspondante . 

5°  En  supposant  que  G  décrii^e  la  surface  2,  o/i 
demande  l'enveloppe  C,  des  plans  Q  qui  correspondent 
aux  diverses  droites  G. 

On  indiquera  les  relations  qui  lient  V enveloppe  G 
avec  les  paraboloïdes  II  et  avec  le  cône  G. 

Remarquons  que  les  paraboloïdes  II  forment  un 
système  liomofocal,  c  est-à-dire  font  partie  d^ un  fais- 
ceau tangentiel  déterndné  par  l'un  d'eux  et  l'ombi- 
licale. Ce  faisceau  pourra  donc  se  déduire  dualistique- 
ment  d' un  faisceau  ponctuel  de  quadriques. 

i"  On  sait  que  Je  lieu  des  pôles  d'un  plan  R  par 
rapport  aux  quadriques  d'un  faisceau  ponctuel  est  une 
cubique  gauche  F,.  Gorrélativement  l'enveloppe  des 
plans  polaires  P  du  point  A  par  rapport  au  faisceau  des 
paraboloïdes  fl  sera  une  surface  de  la  troisième  classe  2. 
A  deux  points  infiniment  voisins  de  F,  correspondront 
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deux  plans  tangents  infiniment  voisins  de  S.  On  voit 
donc  qu'à  toute  tangente  à  T,  correspond  une  généra- 
trice G  de  2.  A  tout  point  [Ji  de  G  correspond  un  plan  rn 
à  r,  qui  passe  par  une  tangente  fixe,  quand  |i.  décrit  G. 
Le  plan  tangent  en  ^  correspond  au  point  de  contact 
de  TH.  Il  est  donc  le  même  tout  le  long  de  G. 

2°  A  deux  tangentes  infiniment  voisines  à  F,  corres- 
pondent deux  génératrices  infiniment  voisines  de  S.  Or 
les  deux  tangentes  définissent  un  plan  osculateur  à  F, 
auquel  conespond  K;  point  de  rencontre  de  deux  géné- 
ratrices^ celles-ci  ont  donc  une  enveloppe.  Or,  comme 
par  tout  point  de  l'espace  on  peut  mener  trois  plans 
osculateurs  à  F,,  on  voit  que  dans  tout  })lan  il  y  aura 
trois  points  de  l'enveloppe  des  droites  G.  Donc  cette 
enveloppe  est  une  cubique  gauche  F. 

]\ous  verrons  plus  lard  que  les  droites  G  admetlent 
un  cône  directeur  du  second  degré. 

3"  Un  plan  tangent  à  S  correspond  à  un  point  /;/ 
de  Fi  et  aux  points  de  la  surface  situés  dans  ce  plan  les 
plans  tangents  à  F|  menés  par  ru.  Or  ces  plans  (enve- 
loppent le  cône  de  sommet  7fi  qui  s'appuie  sur  F,.  Ce 
cône  étant  du  deuxième  degré,  on  voit  que  le  plan  tan- 
gent à  S  la  coup(î  suivant  une  conique.  Comme  le  plan 
est  tangent  tout  le  long  d'une  droite,  la  section  se 
compose  d'une  droite  et  d'une  conique.  Il  en  résulte 
que  S  est  du  quatrième  ordre. 

4°  A  toute  droite  G  correspond  une  tangente  o  à  F,  ; 
or,  0  étant  donnée,  il  existe  dans  le  plan  R  un  point  I 
tel  que  tous  ses  plans  polaires,  par  rapport  au  faisceau 
ponctuel  considéré  au  début,  passent  par  o.  On  voit  donc 
qu'il  existe  bien  un  plan  Q  correspondant  à  I,  tel  que 
tous  ses  pôles  par  rapport  aux  paiaboloïdes  H  soient 
sur  G.  Comme  l  est  dans  le  ])lan  R,  tous  les  plans  Q 
passent  par  le  point  A. 

Ann.  de  Mathéniat.,  4°  série,  t.  I.  (Janvier  1901.)  3 
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La  droite  G  doit  contenir  des  pôles  de  Q  par  rapport 
à  toutes  Jes  quadriques  du  faisceau  tangenticl  donné;  en 
particulier  elle  contiendra  leur  pôle  par  rapport  à  l'om- 
bilicale. Elle  lui  est  donc  perpendiculaire. 

5"  Il  en  résulte  que  Q  enveloppe  le  cône  C,  de 
sommet  A  supplémentaire  du  cône  directeur  C  de  la 
surface  S.  Tous  les  plans  tangents  à  G  sont  parallèles  à 
des  plans  tangents  à  S.  Donc  chaque  génératrice  de  G 
est  perpendiculaire  à  un  plan  polaire  o.  Elle  est  donc 
perpendiculaire  à  sa  conjuguée  par  rapport  à  un  des 
paraboloïdes  H.  Or  le  lieu  des  droites  qui  passent  par  A, 
et  qui  sont  perpendiculaires  à  leurs  conjuguées  par 
rapport  à  des  quadriques  homofocales,  est  le  cône  de 
Gliasle  de  sommet  A.  Donc  le  cône  G  est  du  second 
degré,  et  par  suite  aussi  le  cône  G. 


CORRESPONDANCE. 


Dijon,  le   14  novembre  1900. 

Messieurs  les  Directeurs  des  «  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  ». 

Dans  la  Chronique  de  votre  numéro  d'août  dernier,  je 
trouve  cette  phrase  : 

«  \JEsperanto  est  une  nouvelle  langue  internationale,  fort 
appréciée  de  plusieurs  mathématiciens;  cette  langue  est  assu- 
rément plus  simple  que  feu  le  Volapûk,  et  elle  est  facile 
à  apprendre,  du  moins  pour  nous  autres  Latins,  mais  le 
même  cercle  vicieux  se  présente  toujours  à  l'esprit  :  Pour- 
quoi apprendre  une  nouvelle  langue  que  personne  ne  sait 
encore?  » 

Je  puis  me  croire  un  de  ceux  que  ces  lignes  visent,  inten- 
tionnellement ou  non,  parce  que  je  suis  un  professeur  de 
Mathématiques,  en  même  temps  un  propagateur  de  l'Espé- 
ranto absolument  convaincu  et  assez  actif,   parce  que  j'ai  été 
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l'un  des  premiers,  je  crois,  à  attirer  sur  lui  l'attenlion  des 
hommes  de  science  {Revue  générale  des  Sciences  du  i5  avril 
dernier;  Intermédiaire  des  Mathématiciens  de  juin  dernier; 
Enseignement  mathématique  de  juillet  dernier  et  de  no- 
vembre courant).  A  ce  titre,  vous  accorderez  peut-être  aux 
observations  suivantes  la  place  dans  les  Nouvelles  Annales 
que  l'un  de  leurs  plus  anciens  collaborateurs  ose  espérer  de 
votre  bienveillance  et  de  votre  désir  bien  connu  d'aider  la 
lumière  à  se  projeter  sur  toute  question  touchant  à  un  intérêt 
mathématique. 

I.  «  ...  Nouvelle  langue  internationale...  ».  Le  mot  nou- 
velle n'est  plus  tout  à  fait  juste,  car  si  les  progrès  de  l'Espé- 
ranto en  France  sont  de  date  récente,  M.  le  D""  Zamenhof, 
son  créateur,  l'avait  fait  connaître  dès  1887.  L'oubli  de  l'épi- 
thcte  auxiliaire  accrédite  dans  les  esprits  mal  renseignés  une 
méprise  des  plus  fâcheuses  :  trop  souvent  on  croit  que  l'iîlspe- 
ranto  ne  promet  ses  services  que  sous  la  condition  rigoureuse 
d'être  accepté  comme  langue  universelle,  c'est-à-dire  d'être 
employé  par  tous  les  hommes  indistinctement,  à  l'exclusion 
de  leurs  langues  nationales  ;  et,  à  la  seule  idée  d'une  pareille 
supplantation,  on  sourit,  on  se  détourne.  Il  ne  s'agit  aucune- 
ment de  cela,  d'obtenir,  par  exemple,  des  Russes  et  des  Fran- 
çais que  les  uns  et  les  autres  oublient  leurs  langues  pour  ne 
plus  parler  qu'Fsperanto;  les  espérantisles  leur  disent  simple- 
ment :  «  Au  lieu  de  sacrifier  des  années  pour  n'arriver  qu'à 
écorcher,  vous  le  français,  vous  le  russe,  dépensez  seulement 
les  quelques  semaines  de  très  légers  efforts  qui  vous  rendront 
tous  maîtres  de  notre  langue,  pour  j)ouvoir  désormais  l'em- 
ployer entre  Russe  et  Français  :  chez  vous,  c'est-à-dire  entre 
Russe  et  Russe,  ou  bien  entre  Français  et  Français,  laissez 
l'Espéranto  de  côté,  si  bon  vous  semble.  »  Telle,  l'interposi- 
tion d'une  glace  fluorescente,  inutile,  même  gênante,  dans 
d'autres  circonstances,  rend  immédiatement  perceptibles  à  nos 
yeux,  leur  traduit,  en  quelque  sorte,  les  radiations  incapables 
de  les  impressionner  directement.  Le  surplus,  s'il  n'est  pas 
plus  impossible,  en  soi,  que  l'évolution  d'où  la  langue  française 
est  sortie  par  la  fusion  des  dialectes  de  la  Gaule  avec  le  latin, 
l'allemand,  etc.,  n'est  qu'une  utopie  pour  de  longs  siècles 
encore,  et  ni  ^L  le  D'  Zamenhof,  ni  ses  élèves  sensés,  n'y  ont 
jamais  versé. 
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II.  «  ...  ;  cette  langue  est  assurément  plus  simple  que  feu 
le  Volapiik  . . .  »  Les  hommes  compétents  s'accordent  à  dire 
que,  si  la  grammaire  du  Volapiik  est  déjà  bonne,  son  vocabu- 
laire est  horriblement  ardu,  détestable.  Sur  lui,  je  ne  sais  rien 
de  plus;  mais  il  est  notoire  que  sa  faveur  inouïe  d'un  moment 
a  promptement  fait  place  au  plus  lamentable  effondrement; 
mais  je  me  suis  assimilé  l'Espéranto  en  un  clin  d'œil,  je  le 
vois  en  possession  d'un  terrain  dont  les  limites  s'écartent  sans 
cesse,  maintenant  bien  au  delà  de  l'ancien  domaine  du  Volapiik, 
j'assiste  chaque  jour  aux  progrès  de  cette  diffusion,  s'accélé- 
rant  par^tout  nonobstant  les  préjugés  si  tenaces  que  la  décon- 
fiture de  son  prédécesseur  a  soulevés  contre  toute  langue 
internationale.  Je  ne  puis  donc  hésiter  un  instant  à  prétendre 
que,  dans  le  passage  ci-dessus,  le  mot  infiniment  serait  de 
mise  au  lieu  à' assurément. 

La  phrase  fiançaise  : 

«  Je  me  suis  permis  d'écrire  cette  lettre  en  (Volapiik, 
Espéranto)  parce  que  mon  secrétaire  russe  a  été  appelé  pour 
faire  ses  vingt-huit  jours  et  parce  que  j'ai  appris  que  le 
(Volapuk,  Espéranto)  est  déjà  fort  répandu  dans  votre  ville  », 

se  traduit  en  Volapuk  par  : 

«  Edaloh  obe  penôn    Volapûko,    bi  spoclel   rusdnik   oba 
pebildom   al  plâg   militik  plo    vigs  fol,    e   bi  elilob   das 
Volapuk  binoni  pepakôl  ya  levemo  in  zif  olik  » 

et  donne  en  Espéranto  : 

«  Mi  permesis  al  mi  skribi  tiun  ci  leteron  espérante,  car 
mia  sekretario  rusa  estis  vokita  por  fari  siajn  dudek-ok 
tagojn  de  militista  servado  kaj  mi  sciigis  ke  Espéranto  jam 
estas  tre  vastigita  en  via  urbo.  » 

La  simple  comparaison  de  ces  deux  échantillons  permet  au 
premier  venu  de  dire  lui-même  de  quel  côté  se  trouve  tout  au 
moins  la  limpidité  intuitive. 

in.  «...  elle  est  facile  à  apprendre,  du  moins  pour  nous 
autres  Latins....  »  La  facilité  de  l'Espéranto  éclate,  extraor- 
dinaire, à  peine  croyable,  pour  qui  entend  l'explication  rai- 
sonnre  dr  dix  lignes  seulement  d'un  texte  quelconque.  Quant 
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à  cette  opinion,  çà  et  là  en^'acinée  a  priori,  que  les  côtes  néo- 
latins de  la  langue  la  rendent  difficile  pour  les  Européens  de 
races  non  latines,  elle  est  démentie,  non  seulement  par  la 
nationalité  russe  de  M.  le  D''  Zamenhof,  mais  encore  par  les 
déclarations  de  ces  Européens  eux-mêmes.  Voici,  en  efl'et,  ce 
qui  m'a  été  écrit  tout  récemment  à  ce  sujet  (en  Espéranto, 
bien  entendu)  : 

i"  Par  M.  Josef  Socha,  l'un  des  intendants  de  M.  le  prince 
de  Lichstenstein,  à  Feldsberg  (  Basse-Autriche)  :  «...  Je  suis 
un  Tchèque-Slave...,  c'est  en  1866,  pendant  un  stage  mili- 
taire, que  j'ai  appris  l'existence  du  beau,  au  facile  Espéranto. 
Au  bout  de  deux  mois,  je  correspondais  couramment  déjà 
en  Espéranto. .. .   » 

2"  Par  M.  A.  Zinovicv,  ingénieur  à  Poltava  (Russie)  : 
«...  Une  lettre  en  Espéranto  écrite  à  un  Allemand  est 
presque  toujours  acceptée  et  déchiffrée .  ...    » 

3"  Par  M.  A.  Kofman,  à  Odessa  (Russie)  :  «  ...  Quant  à 
l'Espéranto,  dont  V étude  exige  seulement  un  mois  ou 
deux,  son  acquisition  est  très  rapide  et  la  stupéfaction  iné- 
vitable. ...» 

4'*  Par  M.  F.  Avilov,  professeur  dans  l'un  dos  gymnases  de 
Tillis  (Russie)  :  «  ...  Pour  acquérir  la  faculté  de  se  faire 
comprendre  en  Espéranto  par  la  parole  ou  par  l'écriture,  il 
suffit  de  deux  à  sept  Jours  pour  un  sujet  connaissant  les 
racines  latines,  de  un  à  deux  mois  pour  ceux  qui  ne  savent 
aucune  langue  étrangère,  ce  dont  je  me  suis  convaincu 
par  expérience.  » 

5°  Par  M.  Hugo  Karlsten,  instituteur  populaire  (primaire) 
à  Jockmock  (Suède)  :  «  ...  Il  n'y  a  pas  longtemps  que  je 
connais  l'Espéranto,  deux  mois  seulement.  Cependant^  je 
comprends  la  langue  presque  bien,  et  je  puis  écrire  faci- 
lement des  lettres  avec  l'aide  du  dictionnaire  Espéranto. 
Très  facile  à  apprendre,  beau  et  pratique!  Quel  agrément 
de  pouvoir  correspondre  avec  un  espérantiste  d'un  pays  quel- 
conque!  » 

6"  r*ar  M.  A.-W.  iMagnusson,  officier  de  police  à  cheval,  à 
Stockholm  (Suède)  :  «  ...  Je  suis  un  homme  de  la  plus 
humble  situation  sociale,  et  je  ne  possède  en  tout  qu'une 
petite  instruction,  sans  aucun  savoir  linguistique.  Malgré 
cela,  j'ai  correspondu  avec  grand  succès  avec  des  Allemands, 
des  Russes,  des  Belges  et  des  Hongrois,  au   moyen  fie  notre 
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chère  langue  Espéranto. . . .  Jamais  il  ne  m'est  arrivé  de  n'être 
pas  compris  par  mes  correspondants,  et  j'ai  toujours  compris 
leurs  réponses.  Ceci  est  merveilleux,  car  je  possède  mal  la 
grammaire  de  ma  langue  maternelle..,.  Je  crois  que  de 
telles  attestations  valent  mieux  pour  appuyer  vos  efforts  en 
faveur  de  l'idée  contre  les  sceptiques,  que  celles  des  personnes 
sachant  deux,  trois  langues,  ou  bien  versées  dans  la  gram- 
maire de  leur  langue  nationale. ...    » 

70  Des  femmes  enfin,  M""^  Bella  Siissmuth,  à  Sodertelje 
(Suède),  M"*'*  Ebba  Bergstrôm  de  la  même  ville,  Elisaveta 
Polkanova,  à  Kostroma  (Russie),  Elis.  Zilatef,  d'une  localité 
voisine  de  Tirnovo  (Bulgarie)  m'ont  fait  aussi  l'honneur  de 
m'écrire  en  Espéranto.  Cette  langue  n'étant  encore  employée, 
ni  dans  les  affaires,  ni  comme  luxe  de  l'éducation  féminine, 
il  en  faut  bien  conclure  que  son  étude  est  facile,  même 
agréable,  jusqu'en  Suède,  en  Russie  et  en  Bulgarie. 

IV.  «  ...  le  même  cercle  vicieux  ...  :  Pourquoi  apprendre 
une  langue  que  personne  ne  sait  encore?  »  Je  riposterai  par 
cette  question  du  même  genre  :  «  Pourquoi  tel  industriel 
fabrique-t-il,  par  millions  quelquefois,  un  objet  que  personne 
n'a  encore  demandé,  que  personne  souvent  ne  connaît?  » 
Et  je  répondrai  :  Pour  cette  simple  raison  générale,  que  ce 
qui  veut  exister  doit  se  résigner  à  passer  par  un  com- 
mencement; pour  cette  autre,  particulière,  que  l'Espéranto 
est  extraordinairement  facile,  qu'une  fois  appris  par  chaque 
individu,  mais  pas  avant,  elle  appartiendra  à  la  collectivité 
humaine  et  revaudra  aux  mêmes  individus  les  plus  éminents 
services.  Bénéficierons-nous  des  signaux  maritimes  télégra- 
phiques, etc.,  moyens  de  communication  intellectuelle  inter- 
venant aussi  dès  que  la  parole  ou  l'écriture,  même  en  fran- 
çais, allemand,  etc.,  deviennent  impraticables  ou  insuffisants, 
si  chacun  de  leurs  inventeurs,  de  leurs  premiers  adeptes, 
s'était,  au  lieu  d'agir,  barricadé  dans  ce  cercle,  autrement 
vicieux,  d'attendre,  pour  les  créer,  pour  se  familiariser  avec 
eux,  que  tout  le  monde  les  connût? 

Que  «  personne  »  ne  sache  l'Espéranto,  ne  le  pratique 
même,  par  la  plume  ou  par  la  bouche,  c'est  ce  qui  a  cessé 
maintenant  d'être  dans  le  vrai,  et  ne  cesse  plus  de  s'en  écarter 
à  très  grands  pas.  Pour  en  fournir  la  démonstration,  et  malgré 
niii  conrianoc  entière  dans  la  lovaulé  des  chefs  du  mouvement 
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espérantisle  en  France  (que  maintenant  je  connais  personnel- 
lement et  estime  infiniment),  je  ne  renverrai  pas  aux  faits 
rapportés,  innombrables,  à  l'appui  de  cette  dernière  assertion, 
dans  les  publications  de  la  propagande  espérantiste  :  je  me 
contenterai  de  citer  ceux  que  j'ai  pu  recueillir  moi-înême. 

i"  Ayant  ouvert  en  juin  dernier,  sur  l'Espéranto  et  à  son 
aide  (car,  sans  lui.  Taurais-je  pu  faire?),  une  enquête  dans  les 
lieux  où  le  français  ne  se  parle  pas,  cela  par  des  lettres  parti- 
culières et  des  annonces  insérées  dans  les  deux  journaux  de  la 
langue  [U Espérantiste,  publié  à  Epernay;  la  Lin,i;vo  inter- 
nacia,  rédigée  à  Upsala  (Suède),  imprimée  à  Szegzard  (Hon- 
grie)], j'ai  reçu  de  la  Russie  {Pologne,  ....  Transbaïkalie, 
en  passant  par  la  mer  Noire,  le  Caucase  et  le  Volga),  de 
V Allemagne ,  de  la  Basse-Autriche ,  de  la  Styrie ,  de  la 
Bohême,  de  la  Suède,  de  la  Roumanie,  de  la  Bulgarie,  de 
Yltalie,  de  VEspagne,  du  Portugal,  des  Etats-Unis,  de  Vis- 
lande,  plus  de  soixante  cartes  postales  ou  lettres  étendues, 
écrites  en  Espéranto,  et  à  toutes  j'ai  répondu  dans  la  même 
langue.  (Où  est  celui  qui  aurait  pu  faire,  à  chaque  unité  d'un 
groupe  de  correspondants  aussi  polyglotte,  la  gracieuseté  de 
lui  écrire  correctement  dans  son  idiome  national?)  Les 
pièces  de  cette  correspondance  m'arrivent  encore  chaque 
semaine;  toutes  portent  leurs  marques  d'ongine  authentiques, 
et  je  me  ferais  un  plaisii'  de  les  communiquer  à  qui  aurait  la 
curiosité  de  les  examiner. 

'2°  Voici,  de  ces  correspondances  et  traduits  en  français,  des 
extraits  qni  paraîtront  sans  doute  concluants  : 

«  ...  J'ai  sous  les  yeux  des  documents,  savoir  des  lettres 
qui  me  sont  venues  de  tous  les  points  du  monde,  de  beau- 
coup de  nations  (différentes),  et  la  vôtre  (en  particulier).  ...» 
[A.-K.  Burenkov,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie"».] 

«  ...  En  1897,  mon  collègue  Wagner  et  moi,  nous  avons 
reçu  la  visite  de  AI.  Avilov,  professeur  au  premier  Gymnase  de 
Tijlis,  et,  comme  l'Espéranto  était  la  seule  langue  connue  de 
nous  trois  à  la  fois,  nous  avons  été  forcés  de  V employer 
pour  causer  ensemble,  et  il  est  de  fait  que  les  choses  mar- 
chaient tout  à  fait  bien,  . .  .,  cela  pendant  deux  jours.  .  .  . 
Depuis  trois  ans  j'ai  écrit  (en  Espéranto)  à  près  de  cin- 
quante étrangers,  et  de  tous  y  ai  reçu  des  réponses....  Je 
possède  des  lettres  venues  de  ^e/Amcv'A  (Islande),  de  Londres 
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et  de  diverses  villes  de  Suède,  de  Pétersboarg,  Moscou, 
Kiew ,  Odessa,  â' Allemagne ,  de  Belgique  et  de  France 
(Paris,  Rouen,  Angers,  Lyon,  Epernay,  TJiouars,  etc.), 
du  Portugal  et  de  V Espagne,  de  la  Suisse  et  de  Vltalie,  .. ., 
de  Tacoma  {Etats-Unis)^  de  Nouméa  {Nouvelle-Calé- 
donie), . . .,  de  Françaises,  Russes  et  Suédoises. ...»  [Josef 
Socha,  à  Feldsberg  (Basse-Autriche).] 

«...  Deux  journées  passées  dans  la  nnaison  hospitalière  de 
MM.  Socha  et  Wagner  m'ont  pleinement  convaincu  que,  pour 
l'usage  oral,  l'Espéranto  ne  donne  lieu  à  aucune  méprise, 
même  dans  son  état  actuel  très  peu  satisfaisant  où,  faute  d'un 
dictionnaire  complet,  chacun  de  nous  doit,  lui-même  person- 
nellement, créer  les  mots  pour  les  idées  originaires  et  com- 
binées. Nous  avons  babillé  sans  difficulté  sur  la  littérature, 
les  travaux  champêtres,  le  sport  vélocipédique,  les  besoins 
quotidiens,  etc.  »   [F.  Avilov,  à  Tiflis  (Russie).] 

«  ...  Il  m'est  souvent  arrivé  de  rencontrer  à  Odessa  des 
personnes  que  je  ne  connaissais  ni  de  nom,  ni  de  visage,  et  de 
constater  avec  surprise  qu^elles  savaient  parfaitement  l'Espé- 
ranto.... J'ai  eu  beaucoup  de  plaisir  à  lire  des  lettres  de 
Portugais,  Suédois,  Finlandais....  »  [A,  Kofman,  à  Odessa 
(Russie).] 

«  ...  Je  possède  quelques  centaines  d'écrits  (en  Espéranto) 
(lettres,  cartes  postales,  etc.)  reçus  de  différents  pays  pen- 
dant les  trois  dernières  années....  »  [Paul  Nylén,  à  Upsala 

(Suède).] 

«  ...  Dans  les  Etats-Unis,  comme  en  Russie,  j'ai  connais- 
sance de  beaucoup  de  cas  oii  notre  langue  (l'Espéranto)  a 
rendu  des  services  aux  voyageurs.  ..  .  »  [V.  de  Majnov,  à 
Scranton  (États-Unis).] 

«  ...  Grâce  à  l'Espéranto,  je  corresponds  avec  beaucoup 
d'étrangers  {d'Allemagne,  France,  Russie,  Suède,  Italie, 
Amérique,  etc.).  »  [Hr.  Popov,  à  Tirnovo  (Bulgarie).] 

«  ...  Je  corresponds  en  Espéranto  depuis  1896,  et  j'ai  déjà 
reçu  de  très  nombreuses  correspondances  de  cent  cinq  espé- 
rantistes  de  presque  tous  les  pays  de  l'Europe,  du  Caucase, 
de  la  Sibérie,  de  la  Tunisie,  de  V Algérie,  du  Canada,  des 
Etats-Unis,  de  l'Etat  de  Grenade,  du  Brésil,  du  Chili,  de  la 
Nouvelle-Calédonie.  ..  .  »    [R.   Sperl,   à   Lcoben  (Autriche).] 
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«  ...  Il  est  à  ma  connaissance  qu'il  y  a  beaucoup  d'espé- 
rantistes  en  Russie  et  en  Sibérie. .. .  »  [A.  Nippa,  de  (illi- 
sible) (Russie).] 

«  ...  Parmi  mes  connaissances,  il  y  a  une  personne  dans  le 
voisinage  de  Revel,  une  autre  dans  Vile  de  Dago,  près  des 
côtes  de  la  Baltique,  avec  lesquelles  je  corresponds  en  Espé- 
ranto.... »  [H.  Stalberg,  à  Vezenberg  (Russie).] 

«  ...  L'Espéranto  est  cowï^m presque  dans  toute  la  ville.  . . . 
Pendant  cet  hiver,  je  fais  un  cours  d'Espéranto  ;  jeudi  dernier, 
jour  de  ma  deuxième  leçon,  mon  auditoire  ne  comprenait /?«s 
moins  de  quarante-trois  personnes  dont  sept  jeunes  filles 
et  une  dame....  »  [J.-J.  Siissmuth,  à  Sodertelje  (Suède).] 

«  ...  J'emploie  l'Espéranto,  depuis  plus  de  dix  ans  déjà,  à 
correspondre  avec  mes  amis  de  tous  les  coins  du  monde . ...» 
[R.-H.  Geoghegan,  vice-consul  de  la  Grande-Bretagne  à 
Tacoma  (Etats-Unis).] 

«  ...  Je  puis  vous  affirmer  qu'au  moyen  de  l'Espéranto  je 
corresponds  depuis  longtemps  déjà  avec  des  étrangers  de 
beaucoup  de  nationalités ... .  »  [D""  Costa  e  Almeida,  à  Ro- 
zende  (Portugal).] 

((  ...  Grâce  à  la  langue  internationale,  je  corresponds 
presque  avec  cinquante  personnes  d'autres  pays,  quoique, 
en  dehors  du  russe,  ma  langue  nationale,  et  de  l'allemand,  je 
ne  possède  aucune  autre  langue....  »  J  V.  Kurmanajev,  à 
Pétersbourg  (  Russie).] 

«  ...  En  correspondant  au  moyen  de  l'Espéranto  avec 
des  Français,  Finlandais,  Polonais,  Russes,  Allemands, 
Tchèques,  Belges,  Américains,  Est/ioniens  et  autres,  en  .  .  ., 
j'ai  été  forcé....  »  [P.  Ahlberg,  officier  de  police  à  cheval,  à 
Stockholm  (Suède).] 

«  ...  Moi,  un  Russe,  ne  sachant  aucune  autre  langue 
que  le  russe,  j'emploie  l'Espéranto  depuis  trois  ans  déjà 
pour  communiquer  avec  des  étrangers,  et,  de  cette  manière, 
je  corresponds  avec  VEspagne,  la  Hongrie  et  la  Suède.,.. 
Une  personne  de  ma  connaissance  a  voyagé  à  travers  la 
Finlande  et  la  Suède  à  l'aide  de  l'Espéranto  seulement, 
et  son  voyage  s'est  fait  avec  un  succès  complet. ...»  [D'"  A- 
Veilzler,  à  Saint-Kupjansk-Uslovoj  (Russie).] 
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«  ...  Je  corresponds  avec  des  espérantistes  de  tous  les 
pays  du  monde,  quoique  ne  sachant,  en  dehors  de  l'Espé- 
ranto, aucune  langue  vivante  (que  le  russe).  Pendant  l'été 
passé,  j'ai  fait  un  voyage  le  long  du  Volga,  et  dans  toutes  les 
villes  de  cette  région  j'ai  visité  des  espérantistes  que  je  n'avais 
jamais  vus,  jamais  connus....  Nous  avons  employé  l'Espé- 
ranto exclusivement,  exactement  comme  s'il  eût  été  notre 
langue  maternelle.  Je  suis  professeur  et  écrivain.  Pendant 
les  dernières  années,  j'ai  collaboré  à  de  très  nombreux  jour- 
naux et  revues  au  dehors  de  la  Russie,  seulement  grâce  à 
l'Espéranto  ;  sans  l'Espéranto,  ceci  m'aurait  été  tout  à  fait 
impossible.  Dans  ma  localité  (partie  nord  du  gouvernement  de 
Jaroslav),  l'Espéranto  a  une  foule  d'amis,  non  seulement 
dans  les  villes,  mais  même  dans  les  villages. ...»  [Ivan  Sir- 
jaev,  à  Selo-Vereteja  (Russie).] 

3°  Ici  même  enfin,  à  Dijon,  en  septembre  dernier,  M.  Lam- 
bert, mon  collègue  de  Philologie  à  la  Faculté  des  Lettres,  a 
reçu,  fort  inopinément,  la  visite  d'un  Suédois  de  Stockholm, 
dont  auparavant  il  ignorait  l'existence,  qui  avait  trouvé  ses 
nom  et  adresse  sur  l'Annuaire  de  la  Société  pour  la  propa- 
gation de  l'Espéranto,  et  qui  s'était  annoncé  par  ces  mots  en 
Espéranto  :  «  Doktoro  Krikortz  kuracito  demandas  eu  vi 
volas  permesi  al  li  viziton  »  (Le  D'  Krikortz,  médecin, 
demande  si  vous  voulez  lui  permettre  une  visite).  Une  fois 
en  présence  de  l'étranger,  M.  Lambert,  initié  depuis  fort  peu, 
comme  moi-même,  à  l'Espéranto,  et  ne  l'ayant  pas  encore 
parlé,  se  souciait  peu,  par  crainte  de  trop  graves  accidents, 
de  l'inaugurer  cette  fois  impromptu  par  la  bouche:  Cepen- 
dant il  fallut  en  venir  là,  parce  que  ni  le  suédois,  ni  le  fran- 
çais, ni  l'allemand,  ni  ...  ne  purent  réussir  des  deux  côtés  à 
la  fois,  et  il  est  de  fait  que  les  choses  marchèrent  tout  à 
fait  bien,  comme  entre  MM.  Socha,  Wagner  et  Avilov,  à 
Feldsberg  {voir  ci-dessus).  Car,  de  li''  à  lo''  de  Vaprès-midi, 
puis  le  lendemain  matin,  le  médecin  suédois  et  le  professeur 
français  «  bavardèrent  comme  des  pies  »,  suivant  l'expression 
de  M.  Lambert,  sur  tout  :  voyages,  villes  d'eaux  de  la  Suède, 
neige  boréale,  Lapons,  politique,  affaire  Dreyfus,  enseigne- 
ment, photographie,  bicyclette,  cela  en  visitant  promenades, 
monuments,  musées,  en  dînant  chez  l'indigène,  en  choisissant 
une  chambre  pour  l'étranger  à  l'hôtel  de  la  Cloche,  en  l'em- 
barquant pour  Bourbon-Lancy,  etc. 
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Si  ceux  qui  liront  celte  lettre  ne  voient  rien,  c'est  évidem- 
ment qu'ils  n'auront  point  d'yeux,  ou  bien  qu'ils  ne  voudront 
])as  les  ouvrir. 

Veuillez,  etc.  Charles  INIéray, 

Correspondant  de  linslitut  (Académie  des  Sciences), 
Professeur   de   Malhcuiatiques  à   l'IInivcrsilè  de    Dijon. 


M.  E.  Duporcq.  —  A  propos  de  la  question  1861  (1900, 
p.  432).  —  Un  peut  remarquer  que  le  théorème  énoncé  n'est 
qu'un  cas  particulier  du  suivant  : 

Si  une  courbe  fermée  se  déplace  de  façon  à  toucher  une 
droite  fixe  en  un  point  fixe,  le  lieu  des  points  liés  à  cette 
courbe  et  dont  les  trajectoires  ont  une  aire  donnée,  est  un 
cercle,  dont  le  centre  est  le  centre  de  gravité  des  courbures 
de  la  courbe  envisagée. 

Il  suffit  de  remarquer  que  le  plan  mobile  est  entraîné  par  le 
roulement  sans  glissement  de  la  développée  de  la  courbe  envi- 
sagée sur  une  de  ses  tangentes.  Il  en  résulte,  d'après  un  théo- 
rème bien  connu,  dû  à  Steiner,  (jue  les  trajectoires  d'aire  donnée 
sont  engendrées  par  les  jjoints  d'un  cercle,  dont  le  centre  est 
le  centre  de  gravité  des  courbures  de  la  développée;  or  on  sait, 
d'autre  part,  qu'une  courbe  et  sa  développée  ont  le  même 
centre  de  gravité  des  courbures.  On  |)Ourra  consulter,  sur  ce 
sujet,  mon  Mémoire  Sur  l'aire  plane  balayée  par  un  secteur 
variable,  publié  en  iHgS  dans  le  Journ.  de  Math,  pures  et 
appliquées,  p.  4  »3-G5. 

M .  Ripert.  —  A  propos  de  la  question  1867iseptembre  1900).  .y 
—  Dans  l'énoncé  parfaitement  exact  de  ma  question  l^JSfS,  j'ai 
employé  une  très  mauvaise  terminologie  que  je  voudrais  faire 
disparaître.  J'avais  perdu  de  vue  que  l'expression  triangles 
triplement  homologiques  est  usuelle  dans  un  tout  autre  sens 
que  celui  que  je  lui  ai  donné. 

Rectifier  ainsi  l'énoncé  : 

«  Montrer  qu'elle  comporte  deux  groupes  de  trois  triangles 
ayant  deux  à  deux  même  centre  d'homologie,  deux  groupes 
de  trois  triangles  et  un  groupe  de  quatre  triangles  ayant  deux 
à  deux  même  axe  d'homologie  et  beaucoup  d'autres  pro- 
priétés. ...» 
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SOLUTIONS  DE  ODESTIO^S  PliOPOSÉES, 


Question  525. 

(1860,  p.  7.3',.) 

Soient  Xi,  x^,  • . .,  Xn  les  racines  d\ine  équation 

que  nous  écrirons  sous  la  forme 
Posons 

oiif  est  la  dérivée  de  f;  démontrer  que  la  forme 

<p  =  (Ao,  Al,  A.,  ...,  A2„-i)(^57)-"~S 
65^  un  covariant  de  la  forme 

{ao,ai,a2,...,an)(^,y)"     (^). 

(MiCHAEL   ROBERTS.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Boulanger. 

Soit  la  forme 

n( n  —  i)  „    „ 

f{x,y)  =  a^x'i  -4-  na^x'^-^y  H ^ a=>x'^-^y^  -\- .  . 

-+-nan-iXf"-^-^a„y", 
ou,  avec  la  notation  abrégée  de  Gayley, 

(«0,  «1,   -'-,  ««-1,  Cin){^,y)"- 


(')  L'énoncé  des  Nouvelles  Annales  est  incorrect;  il  doit  y  avoir 
allernanco  de  signe  des  A.  L'énoncé  transcrit  ici  est  exact. 
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Tout  covariant  <f{x,y,  aQ,  «i,  . . . ,  a,i)  àa  f  vérifie  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles 

i        do  Oo  do  „        Oo  do 

1       o.v  Oeil  aa^  ôa^  Oa,i 

(0     < 

do  do  do  ()cp 


oy  dan~\  dafi-2  Oa 


Réciproquement,  si  la  fonction  entière  o{x,  y,  «o»  •••»««)> 
homogène  séparément  par  rapport  aux  variables  et  aux  coeffi- 
cients, satisfait  identiquement  aux  équations  (i),  elle  sera  un 
covariant  àe  f{x.y).  (Gayley,  i855;  voir  la  démonstration  de 
Brioschi,  Annali  di  Matematica,  i858.) 

Soit 

cp  =  Xqxi>  -\-pkiXi>-^y  -h  ^^P~  '^  X^xP-^y-  -^.  .  .-^  A,, yi' ^ 

cette  fonction  où  les  A  sont  de  formes  de  même  degré  en 
ao,  «1,  ...,«„;  la  condition  de  vérification  du  système  (i)  en 
x^  y,  «o>  (^'ii  •'•-,  <^^n  équivaut   à   celle  du  système  suivant,  en 


ôun 


ao.  ai,  . . .,  an 

d\„i 
dai 

dX,„       .,       dX,n 

9, a,  — f-jrt>  -      - 

da=i             '  da-i 

-h. ..- 

liai r-(/4  — 

I  )  rt  •> h 

da^ 

^    -  dai 

{m  =  o,  1,2,  .  . . 

,/>). 

Oa,i-i 


Ces  propriétés  rappelées,  le  théorème  à  établir  est   immédiat. 
Soit 

f(x,  I)  =  a>)(x  —  Xi){x  —  X2).  .  .(x  —  x,i); 

comme 

f'i^i,  >)  —  ajxi  —  xi).  .  .( X,  —  xi-i)  {xi  —  x,+i) . .  .(x,  —  x,i), 
les  coefficients  de  la  forme  o  de  l'énoncé  s'écrivent 

ni  n  —  l) 

A,„  =  (-I)        2      "^"'ctr-'*^xT(x,-X,y-...(Xn-i-Xnr-; 

comme  ml  m —  {,  la  fonction    symétrique  entière    mise   en 
évidence,  oîi  chaque  racine  a  pour  exposant  maximum  2  Ai  —  4, 


(4(i  ) 


est,    à  —^,j^   près,    une    forme    de    degré    {in — .\)    en    a 


a 


o> 


«1,  . . . ,  a,i  ;  A,„  est  donc  une  telle  forme. 

Il  suffit  dès  lors   de  vérifier  que  les  A,«  vérifient  les  équa- 
tions (2).  A  cet  effet,  utilisons  la  substitution 

qui  transforme  la  forme  («05^15  -  -  '  j  ^n)  (^,  y)^  en  la  forme 
(«;,«;,  ..•,a',^){x',yy',  avec 

(  3  )     a'-  =  ai -+-  iai-i  f^  -^ cLi-t  h'^-\-. .  --^  la^  Ji^~ ^  -+■  a^  Ji^ 

{i  =  o,  I,  2,  ...,  /i). 

Pour  celte  nouvelle  forme,  on  a 

A //i  (  <r<Q ,  a  j ,  . . . ,  ci,i  ) 

=  (       l)  <Zq  ^\^ \     \*^2         •^3)    •••\^n-\        ^ n)' ■) 

x\^x\^  . .  .,  x',i  étant  les  racines  de  (a'^,  «2,  . . . ,  «^^)  (a;',  1)  =  o, 
c'est-à-dire  X\^  —  A,  x^  —  A,  ...  ;  donc  la  relation 

n(n  —  l) 
=  (-  I)        2        '^'"ar^-'^2^(Xt  -  hyn  (x^  -  X,)K  .  .{Xn-i  -  XnY 

sera,  après  remplacement  des  a'^  par  leurs  valeurs  (3),  une 
identité  en  A;  si  l'on  développe  le  premier  membre  par  la  for- 
mule de  Taylor  en  regardant  ai  comme  valeur  initiale  de  a'-, 
on  reconnaît  immédiatement,  par  l'identification  des  termes  du 
premier  degré  en  A,  que  les  X,n  vérifient  la  première  série  des 
équations  (2). 

La  seconde  série  des  équations  (2)  sera  évidemment  vérifiée 
si  l'on  démontre  que  l'échange  dans  f{x,y)  des  coefficients 
équidistants  des  extrêmes  échange  entre  eux  dans  cp  les  coeffi- 
cients A  équidistants  des  extrêmes.  Or  la  substitution 

^  =y\       y  =  ^' 

transforme   f{x,y)    en    («„,  a„_i,  . . . ,  «1,  <7o)  (a^',/'),    forme 
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pour  laquelle  on  a 


"■„»->V_L('±_±y-...(-_L__J_)'- 

^X'('\Xi  Xj  \Xn-i  XaJ 


=  (- 

-I)    2 

«  1  n  —  Il 

=  (— 

-I)          -^ 

n  (  n  —  Il 

Le  théorème  est  donc  établi, 


OUESTIOIVS. 


1901.  Sur  une  biquadratique,  il  existe  seize  points  où  le 
plan  osculateur  à  cette  courbe  la  suroscule  et  ces  seize  points 
sont  à  l'intersection  de  la  biquadratique  avec  les  faces  du 
tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  sommets  des  quatre  cônes 
du  second  degré  passant  par  la  biquadratique. 

(H.   LÉAUTÉ.) 

I90i2.  Si,  par  une  génératrice  quelconque  de  l'un  des  quatre 
cônes  du  second  degré  qui  passent  par  une  biquadratique,  on 
mène  les  quatre  plans  tangents  à  cette  courbe,  les  quatre  points 
de  contact  sont  dans  un  même  plan.  (H.  Léalté.) 

1903.  Si  l'on  considère  les  courbes  tracées  sur  une  même 
quadrique,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  courbes  quel- 
conques, tangentes  à  une  môme  biquadratique,  est  constant 
lorsque  ces  courbes  appartiennent  à  un  faisceau  tel  qu'elles 
ne  coupent  la  biquadratique  qu'en  deux  points  variables. 

(H.  LÉAUTK.) 

1904.  Si  l'on  considère  quatre  plans  osculateurs  à  une 
biquadratique  en  quatre  points  situés  dans  un  même  plan, 
leurs  quatre  autres  points  d'intersection  avec  la  courbe  sont 
aussi  dans  un  même  plan.  (H.  Léalté.) 
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1905.  Lorsque  les  côtés  d'un  polygone  inscrit  dans  une 
biquadratique  parcourent  des  quadriques  ou  des  quadricuspi- 
dales  fixes,  le  dernier  côté  décrit  une  quadrique  ou  une  qua- 
dricuspidale  suivant  que  le  nombre  de  côtés  qui  parcourent 
des  quadriques  est  impair  ou  pair.  (H.  Léal'TÉ.) 

1906.  Par  un  point  d'une  biquadratique,  on  peut  mener 
neuf  plans  osculateurs  à  cette  courbe  (sans  y  comprendre  le 
plan  osculateur  au  point  choisi);  les  neuf  JDoints  d'osculation 
ainsi  déterminés  sont  trois  à  trois  situés  dans  trois  plans  pas- 
sant par  le  point  donné.  (H.  LéautÉ.) 

1907.  Si,  par  l'une  des  génératrices  d'une  quadrique  passant 
par  une  biquadratique,  on  mène  les  quatre  plans  tangents  à 
cette  courbe,  les  quatre  points  de  contact  sont  fixes  quelle  que 
soit  la  génératrice  choisie  sur  la  quadrique  considérée. 

(H.   LÉAUTÉ.) 

1908.  Un  point  matériel  est  sollicité  par  une  force  centrale 
qui  est  fonction  de  la  distance  du  point  au  centre  fixe  et  est 
exprimée  pary(/')  :  démontrer  que  le  rayon  de  courbure  des 
courbes  tautochrones  pour  ladite  loi  de  force  est  donné  par 
la  formule 


V/' 


p        dr\    y  U'2('') 

après  avoir  posé 

V{r)=j'y{r)dr, 

To  étant  le  rayon  vecteur  correspondant  au  point   de   tauto- 
chronisme.  (  Vittorio  Nobile.) 

1909.  On  compare  à  un  thermomètre  centigrade  un  autre 
thermomètre  marquant  aussi  o°  et  loo"  dans  la  glace  fondante 
et  l'eau  bouillante,  mais  gradué  de  telle  sorte  que,  quand  on 
passe  de  0"  à  0  -4-  i",  le  volume  Vo  s'accroît  d'une  fraction  con- 
stante p,  non  du  volume  à  o",  mais  du  volume  à  6".  Quelle  est 
la  température  centigrade  t  d'un  milieu  pour  lequel  la  lecture 
sur  le  second  thermomètre  dépasse  de  T  la  lecture  faite  sur  le 
premier?  (LÉMiiHAY.) 
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ll\Ë  LETTRE  DE  M.  IIBRMITE. 


A  la  séance  de  clôture  du  Congrès  international  des 
Mathématiciens,  le  ii  août  1900,  je  proposai,  d'accord 
avec  quelques  Collègues,  l'envoi  du  téléjiraninie  suivant  à 
M.  Ch.  riennite,  président  d'honneur  du  Conjurés,  et  qui  se 
trouvait  alors  à   Saint-.lean-de-Lu/.  : 

Le  Congiès  inlernational  des  iMallieinaliciens  envoie 
l'expression  de  son  admiration  et  d(?  sa  sympathie  res- 
pectueuse au  géomètre  illustre  (|iii  honore  son  pays  et 
le  monde  scientificjiK;  entier,  par  son  tah.'ut  aussi  hien 
(jue  par  son  earactèie. 

C'est  nnanimement  (jue  hîs  Mathématiciens  de  toutes 
les  nations  (brment  pour  ÏNIonsieur  lltMiuite  h's  \(eux  l(;s 
plus  sincères  de  bonlieui'  et  de  s.inti'. 

L'envoi  proposé  fut  voté  par  accla millions,  et  le  télégrnninie, 
qui  figurera  sans  aucun  doute  dans  les  (îom|)les  rendus  du 
Congrès,  fut  a«Iiessé  aussitôt.  En  fjiisant  cette  proposition,  je 
n'avais  eu  d'autre  mérite  que  de  traduire  en  qucdques  mots  la 
pensée  <le  tous  no<  (^iollègues.  je  pourriii^  <lire  la  |)('nsée  una- 
nime de  tous  les  matliéinalieiens,  présents  ou  non;  car  tous 
vénèrent  à  juste  titre  l'homme  illn^lie  ehe/.  hupiel  le  génie  et 
la  bonté  sont  liés  si  intimement. 

Linitiatixe  que  j'avais  j)rise,  et  (jiii.  à  mon  (U'fauf,  aurait  été 
piise  par  un  autre,  me  semblait  chose  toute  naturelle.  Ce  n'est 
donc  pas  sans  une  véritable  surprise,  mêlée,  je  dois  le  dire, 
d'une  sincère  émotion,  que  j'ai  reçu  dans  les  premiers  jours 
de  janvier  la  lettre  qu'on  va  lire.  Bien  ([u'elle  ait  un  caractère 
tout  intime,  j'ai  cru  devoir  demander  à  IM.  Heiniite  la  |)er- 
mission  de  la  publier  dans  les  Nouvelles  Annales  ;  sur  mes 
instances,  il  a  consenti,  avec  sa  bienveillance  habituelle. 

Si  j'ai  sollicité  cette  autorisation,  malgré  le  caractèr<i  beau- 
coup trop  élogieux  de  certain*^  passages  en  ce  qui  me  con- 
cerne, c'est  qu'à   mon  avis  celte  lettre  honore  beaucoup  plus 

Anit.  de   Malhcniat.,  \'  série,  l.  I.  (I"é\rier  i*)Ot.)  \ 
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l'auteur  que  le  clesLinatairc;  c'est,  en  second  lieu,  parce  qu'elle 
contient  en  des  termes  excellents  une  réponse  adressée  aux. 
membres  du  Congrès,  plutôt  qu'à  moi  personnellement.  Il  m'a 
semblé,  enfin,  qu'on  ne  lirait  pas  sans  plaisir  cette  manifesta- 
tion du  grand  géomètre,  dans  le  même  recueil  précisément  où 
le  jeune  Charles  Hermite,  candidat  à  l'Ecole  Polytechnique, 
|)ubliait  en  i84'>^  des  articles  portant  déjà  l'empreinte  d'un 
génie  naissant.  C.-A.  Laisant. 

Voici  le  texte  de  la  l^ettre  de  M.  Hermite  : 

Paris,  3  janvier  1901. 
]Mo]\siEUli, 

J'ai  à  remplir  envcis  vous  un  devoir  de.  conscieiiee  et 
de  cœur  que  j'ignoiais  jusqu'ici,  que  rien  ne  m'avait, 
révélé,  ei  (ju'unc;  Lettre  récente  de  M.  J.  Duràn  Lorîga 
vient  seulement  de  m'apprcmdie.  Au  mois  d'août  der- 
nier, un  télégramme  m'est  parvenu  à  Saint-Jean-de-Luz, 
envojé  par  le  Gongiès  matliénia tique  réuni  alors  à  Paris, 
qui  m'a  condjlé  de  joie,  qui  a  (ait  l'orgueil  et  le  bonheur 
de  tous  les  miens,  en  m'apporta«it  les  félicitations  des 
membres  du  Congrès,  (^t  rappelant  ma  vie  de  tiavail  en 
termes  trop  bienveillants  et  que  je  voudrais  avoir  mé- 
rités. Qui  avait  provoqué  et  obtenu  poui'  moi  un  témoi- 
gnage si  piécieux  d'estime,  au-dessus  de  toutes  les  récom- 
penses? Je  viens  de  l'apprendre,  Monsieur,  et  je  ne  puis 
dire  quelle  satisfaction  je  ressens  à  vous  en  remercier 
sincèrement,  bi(m  cordialement,  comme  du  couroniui- 
m<mt  de  ma  cariière. 

Vous  avez  traversé  les  orages  de  la  politique,  vous 
avez  connu  les  passions  des  pervers,  les  folies  des 
insensés,  la  lâcheté  des  honnêtes  gens^  vous  avez 
cruellement  soulfert  du  malheur  des  circonstances;  et 
je  doute  cpie  vous  ayez  jamais  été  eflleuré  par  le  regret 
du  [)assé,  (;n  revenant  à  votre  vocation  mathématique 
et  aux  inspirations  de  votre  beau  talent  pour  l'Analyse, 
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Je  n'ai  jamais  eu  riioiineiir  des  luttes,  des  troubles 
(|ul  sont  le  partaj^e  des  hommes  poliiicjues;  ma  \  ie  a  été 
toujours  tianquille,  mais  non  indilTérente  au  pays;  et 
c'est  avec  le  respect  du  courage  dans  le  combal,  des 
eHbi'ls  pour  le  servir,  des  tiislesses  et  des  amertumes 
qu'où  V  reucontie,  (jue  je  vous  renouvelle  mes  remer- 
ciements pour  uu  généreux  concours  donné  à  un  algé- 
briste  au  terme  de  sa  carrière,  en  vous  ollVant  riiom- 
mage  de  ma  sympathie,  d(;  ma  leconnaissance  et  de  mes 
sentiments  entièrement  dévoués. 

Ch.  Heumite. 

Les  lignes  qui  |)récèdent  étaient  de|à  livrées  à  l'im- 
pression (piand  m'est  arrivj'c  la  donloiircuse  nouvelle 
de  la  mort  du  giand  gi'oinèlre,  de  I  honnne  excellent 
cjui  scia  pleuré  par  tous  les  malhématiciens. 

J^a  Lettre  (pi'ou  \ient  tic  lire  est  sans  dout<î  l'une  des 
dernières  <ju'il  ait  écrites,  la  dernière  peul-èli'e;  et  elle 
prend  par  cela  même  une  valeur  d'autant  plus  grande. 
On  y  trouvtî  la  manpie  des  deux  vcMtus  qui  l'ont  carac- 
térisé surtout,  et  (]ui  ronlribneront  autant  (pie  son  génie 
à  riionneur  de  sa  mémoiie  :  la  boulé,  la  modestie. 

Ce  n'est  pas  sans  un  serrement  de  cœur  qu(î  |e  me 
rappelle  la  visite,  toule  récente,  (jue  je  lui  ai  rendue  à 
cette  occasion  et  que  |e  ne  soupçonnais  pas,  hélas,  (hîvoir 
être  la  dernière.  11  souillait  un  j)eu,  était  op[)r('ssé,  me 
disait  :  «  h',  suis  au  bout  tie  ma  carrière,  mais  je  n'ai 
»  pas  à  me  plaindre^  on  m'a  toujours  gâté;  j'ai  tra- 
»    vaille,  mais  j'auiais  pu  l'aire  davantage.    » 

Puis,  il  se  mettait  à  évoquer  les  anciens  souvenirs, 
se  re[)orlait  au  Ic^mps  où  il  m'interrogeait  comme  can- 
didat à  l'Ecole  Polytechnique,  me  rappelait  qu'il  avait 
<;u ,  ainsi  (pu;  moi,  pour  piofesseur,  \in  homme  de 
grande   \aleui'   intellectuelle   et  morale,  (rcrono,   pour 
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lequel  nous  avions  une  vénéralion  commune.  Ensuite, 
il  me  faisait   part,    avec    une   netteté    et    une    lucidité 
remarquables,    de   ses   idées   sur  l'enseignemeni ,    qu'il 
aurait  voulu  voir  clarifié  et  simplifié. 

Enfin,  comme  je  sollicitais,  ainsi  que  je  l'ai  dit  plus 
haut,  l'autorisation  de  publier  sa  J.ettre  :  «  J'aurais 
»    mauvaise   grâce   à   vous   la   refuser,    me   répondit-il  ; 

mais  ne  me  mettez  pas  en  avant;  je  ne  veux  prendre 

aucune  initiative,  faire  aucune  manifestation  ;  ye  ^'^5 

dans  mon  trou,  entouré  d'affections,  heureux  eu 
»  somme,  mais  je  ne  suis  plus  bon  à  rien,  et  je  n'ai 
»  qu'à  garder  le  silence.  Dites  donc  bien  que  ma  Lettre 
»  était  tout  intime,  et  que  je  me  suis  borné  à  vous 
»   donner  un  consentement.    » 

Quoi  qu'il  piit  penser  et  dire,  le  Maître  qui  pailait 
ainsi  était  bon  à  servir  d'exemple  aux  hommes  de 
science,  et  surtout  à  ceux  qui  sont  arrivés  à  la  gloire. 
11  montrait  que  chez  ceux  qui  ont  le  coeur  haut  placé, 
la  bienv(;illance  est  conciliable  avec  le  talent;  que 
pour  le  vrai  savant,  la  seule  passion  doit  être  le  culte 
de  la  vérité,  que  les  préoccupations  personnelles  dis^ 
paraissent,  que  l'esprit  d'intrigue  et  de  critique  acerbe 
est  haïssable. 

Même  disparu,  il  nous  donnera  longtemps  encore  ces 
fortes  leçons  morales.  Il  les  donnera  également  aux 
jeunes  générations  qui  nous  suivent,  lorsqu'elles  étu- 
dieront non  seulement  ses  œuvies,  mais  sa  vie. 

Ce  n'est  pas  le  lieu  ni  le  moment  d'essayer  de  la 
retracer  ici.  Certains  tableaux  sont  trop  grands  pour 
se  prêter  à  des  réductions  semblables.  Mon  seul  but  a 
été,  sous  le  coup  de  la  douloureuse  annonce  de  la  mort 
de  M.  Hermite,  de  pajer  un  modeste  tribut  d'admiia- 
tion  et  de  respect  à  Tune  des  figures  contemporaiju's 
dont   la    S('i(M)C('  et   la  France   ont   le   droit   de    s'enor- 
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gucillir.  Que  sa  famille  le  sache  bien  :  rafiliclioii  où 
elle  est  plongée  est  partagée  par  les  savants,  sur  toute 
l'étendue  du  globe;  et  la  mémoire  de  celui  qui  vient  de 
nous  être  enlevé  restera  justement  l'objet  de  l'admira- 
liou  générale.  Puisse  cette  pensée,  chez  ceux  qui  le 
pleurent,  être  un  adoucissemeut  de  leur  p(Miie! 

G. -A.  Laisant. 


[06] 
ÉTUDE  SLU  LES  PSElDO-SlillFACES,  E\  (iÉXÉUAL,  ET 
SUR   m   EXEMPLE    IMKTKJILIEU    M    rSElinOSllU- 
FACES  IIIMHA; 

Par  ai.  l'abhk  ISSALY. 


L'exeuiphî  auquel  l'étude  généi'ale  (pie  nous  avons 
en  vue  doit,  en  cjuelque  sorte,  servir  de  cadre  est  celui 
d'un  pseudo -hé lie oïde gauche ^  très  voisin  de  l'Iiélicoïde 
à  plan  directeur  oi'diuaire. 

Bien  (pi' un  pareil  lieu  ne  puisse  pas  être  représenté, 
à  la  manière  des  sui faces,  par  une  é(|uation  en  f {unies 
finis,  il  peut  l'être  toutefois,  analvtiquement,  ])ai'  tiois 
équations  diderenlielles  simultanées,  et  géométrique- 
ment, par  les  réseaux,  tous  léels  et  inlégiables,  de  ses 
lignes  de  couibure,  de  ses  lignes  asymptoti(|ues,  géodé- 
si(|ues,  etc. 

Comme  il  sera  prouvé,  notamment,  que  les  premières 
de  ces  lignes  sont  obliques  (îiitie  elles,  tandis  (jue  les 
secondes  sont  rectangulaires,  nous  pouvons  en  conclure 
(eu  égard  à  nos  recherches  antérieures)  que  le  nouveau 
lieu  est  une  pseudo-siuface,  d'abord,  et,  plus  stricte- 
ment, une  pseudo-surface  nu'ninin. 
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Allant  plus  loin,  nous  ft;rons  voir  (jue,  dans  le;  sons 
liabitiiel  du  mol,  noire  psendo-lielicoïde  est  rigoureuse- 
ment app/icabla  suv  u\M'.  aivsséide  qu'on  aurait  déformée 
<'n  altérant  (comme  pour  lui.^  du  reste)  la  loi  de  varia- 
tion inliuitésimale  de  ses  rayons  vecteurs,  sans  cepen- 
dant nuire  en  i'i(3n,  chose  possible,  à  l'ortliogonalité 
initiale  de  S(;s  lignes  de  courbure. 

iMais,  pour  traiter  avec  pl(;in  succès  un  sujet  si  inu- 
sité, il  nous  paraît  opportun  d'eu  faire  comme  le  ceulre 
de,  tout  un  ensemble  de  formules  exclusivement  em- 
pruntées à  ce  (jue,  par  extension,  on  peut  nomujer  la 
ihéorie  des  pseudo-siu/aces  (  •  ). 


I. 


DIÎFINITIOXS    ET    FORMULICS    RKLAÏIVKS    A    LA    TIlEOUnî 
DES     PSEUDO-SLUFACES. 

Coordonnées  rectangulaires. 

1.  Elant  données  deux  séi'ies  de;  courbes  (.v),  (/), 
variables  de  foruu^  et  de  position,  mais  assujetties  à  se 
rencontier.  aux  infiniment  petits  du  deuxième  ordie 
j)iès,  nous  avons,  dès  1888,  démontré,  dans  le  BulleLiii 
de  la  Sociéié  Matliéniafique  de  France,  qu'un  tel  lieu, 
dit  pseudo-surface^  non  seulement  possède  les  pro- 
|)riélés  fondamentales  des  surfaces,  jjiais  encore  les 
géiiéialise  notablement.  Ainsi  en  est-il,  par  exemple, 
pom-  tout  ce  qui  a  trait  à  la  normale,  aux  plans  soit 
tangent,  soit  osculateur,  à  l'indicatrice,  aux  lignes 
remaïquables  de  toute  espèce,  etc. 


(')  Une  analyse  très  succinclc  de  ce  travail  a  été  présentée  par 
l'auteur,  dans  la  séance  du  9  août  1900,  au  Congrès  des  Mathéma- 
ticiens, ri'unis  en  Sorboniie  (Section  do  Géoniélrie). 
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Ceci  rappelé,  soieiil,  d'une  part,  Ty  le  Irièdre  iriree- 
taugle  lixe  de  référence  et,  d'autre  part,  INIXYZ  ou  T, 
le  irièdre  mobile,  supposé,  lui  aussi,  pisqu'à  avis  con- 
traire, liireetangle.  Soient  m  oulre  a,  b,  o,  a'^  •••^ 
les  cosinus  directeurs  des  arêtes  de  ce  second  Irièdre. 
]Nous  admettrons  comme  établi  géoméfrif/uenie/it  le 
système  de  relations  dilTérentielles  [Nouvelles  Annales 
de  Malhémnûijiies,  p.  jo;  1900)  : 


(0 


ainsi  que  son  analogue,  relatif  à  la  variable  5'.  Des  deux 
réunis  on  déduit  aussitôt 
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Au  moyen  de  ces  valeurs,  il  devient  facile  de  former, 
en  coordonnées  rectangnlaiitîs,  du  moins,  les  équations 
des  diverses  lignes  reuiarquables  d'une  [)S(;utlo-surfacec)''', 
tangeute  à  l'origine  M,  au  plan  mobile  des  XY,  à  savoir 

(3;  i)ds--r-  (q -~  p' )  ds  ds' -^  q' ds'- =  o         (lignes  de  courbure), 

(4  )     —  q  ds- -r-  (  p  —  q' )  ds  ds  -r-  p  ds'-  —  o         (  lignes  asymptotiques), 
(3)  dzf    -r-  r  ds  -h   r' ds'  =0         (lignes  géociésiques). 

On  passera  d  ailleuis   au   cas   des   surfaces  en    inlro- 


(  5«  ) 
duisaiit,  dans  les  deux  premières,   la  coiidiLioii  connue 
p  +  </'=  o. 

Mais  ici  une  question  se  présente  :  Est-il  possible  de 
distinguer  les  pseudo-sui faces  entre  elles,  comme  ou 
distingue  les  surfaces,  et,  conséqueniment,  de  déter- 
miner avec  netteté  les  lignes,  ou  asymptotiques,  ou  géo- 
désiques,  etc.,  piopres  à  chacune?  Oui,  on  le  peut.  Il 
suffit  pour  cela  de  mettre  à  profit  l'indépendance  origi- 
nelle (')  des  aies  ds,  f/s\  et  de  poser,  à  l'exemple  de 
Gauss, 

(6)  ds  =  X  du,         ds'  =  k' du\ 

formules  dans  lesquelles  A  et  A'  désignent  des  fonctions 
données  de  ii  et  u  ^  mais  dont  il  y  aura  lieu  pourtant  de 
fixer  tout  «à  l'iieure  le  mode  de  composition.  Quoi  c|u'il 
en   soit,  si   pour  le  moment    nous  portons  ces   valmirs 

(')  Dans  nos  précédentes  recherches  nous  avons  distingué  les 
pseudo-surfaces  des  surfaces,  en  disant  que,  à  l'encontre  de  celles-ci, 
les  arcs  coordonnés  ds^  ds'  devaient,  sur  les  premières,  seules,  être 
regardés  comme  indépendants  des  variables  u  et  u' .  En  réalité,  le 
vrai  critérium  qui  les  classifie  porte  sur  les  variations  réciproques 
de  ces  mêmes  arcs.  Autrement  dit,  pour  les  pseudo-surfaces,   on  a 

d^  d^.'  a;  pi  d^'  d^  x, 

tandis  que,  pour  les  surfaces,  au  contraire, 

d^d^'X  =  r/,'  d^x, 
invariablement. 

Quant  aux  arcs  eux-mêmes,  ils  peuvent,  au  même  titre,  ainsi  que 
tout  ce  Mémoire  en  fournit  la  preuve,  être  considérés,  tantôt  couime 
variables  indépendantes,  par  exemple  lorsqu'il  s'agit  de  propriétés 
similaires  aflcctant  à  la  fois  et  les  pseudo-surfaces  et  les  surfaces, 
tantôt  comme  fonctions  de  deux  autres  variables  quelconques,  telles 
que  u,  u',  lorsqu'il  s'agit,  notamment,  de  l'étude  isolée  d'un  lieu  tic 
l'une  ou  de  l'autre  espèce. 

A  peine  est-il  besoin  dajnulcr  que  les  conditions  relatées  ci- 
dessus  enlraîncnl  p -\- q' ^  o,  pour  les  psoudo-surfaccs.  /y -t- 7'  -  o 
pour  les  surfilées,  cl  vice  versa. 
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dans  l'expression  de  l'élément  linéaire 

(  7  )       (/S -  =  ^^2  _|_  cly"'  -\-  dz "-  =  cW'  -\-  ds'-^  -f-  -i  ds  ds'  cos  4», 

il  prendra  la  forme 

(  ;' )  dS^  ^  A2 dif^ H-  A'2  du-^  +  1 B" du  du', 

le  eoetlieient  W ,  disons-le  par  anlicipalion ,  devant 
rester  Jiul  dans  le  eas  particulier  de  la  pseudo-surface 
annoncée. 

Î2.  Actuellement,  soient  JC^y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  (juelconcp'.e  du  lieu  A'\  par  rapport  au  trièdre 
fîxeTQ.  L'analogie  que  nous  avons  sii;iialé(î,  en  commen- 
çant, entre  le  mode  de  sfénération  d'une  surfac<;  et 
d'une  pseudo -surface,  nous  conduit  à  représenter  cette 
dernière  par  le?  système  général 

/   dx  —V  du  "  Q  du  , 

(S)  '  f(r=  y  du-\-Çi^  du\ 

\  dz  ^  PV///  —  q"du', 

dans  lerpiel,  P,  Q,  1",  ..  .  désignent  des  fou('tions  abso- 
luuunt  (/uelcoïKjLies  de  a  et  //.  C'est  dire  qu'en  principe 
aucune  de  ces  trois  écpiations  n'est  înlé^rahle. 

Que,  poui-  représenter  une  psi'udo-surface,  l'une  au 
moins  des  trois,  la  première,  par  exemple,  doive  être 
telle,  c'est  que,  sans  celle  condition,  on  aurait  forcé- 
ment 

i>  _-  '^-^  o  -  '^-^ 

Ou  au 

et  alors  du  svslèm(î  tout  entier  on  tirerait 

x='^{u.u).         y  =  'l(H,u'),         z  =  y(u,u'), 

de  sorte  que  la  pseudo-surface  j"  ne  serait  pas  dis- 
lincle    de    la    siniace    F^'',    tangente,    comme    elle,    au 


(  58  ) 
point  M(.r,),  j'o>  ^o)  ^u   plan  des  XY^  ce   cjui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

Reniai  quons  toutefois  que,  respectivement  à  ces  deux 
cas,  on  pent  déduire  du  système  (8) 


dx      P 

Q 

dy     P' 

Q' 

dz     V" 

Q" 

d.r 

dy 

dz 


d'Si  do 

du  du' 

du  du 

Ou  du' 


écjuations  qui    prouvent   que   l'élénient  linéaire  (^)  ne 
sort  pas,  ou  du  plan 

;;p'(r_Q'p")(.^_^^,)^(P"Q_Q«P)(-^_^„) 

^(PQ'    -QP')(5   _so)  =  o, 


(9) 


ou  de  son  analogue  en  -t-j  — > 


d^     d^ 
du     du 


y  c'est-à-dii-e  du  plan 

tangcjit,  mené  en  INI,  soit  à  J",  soit  à  F''.  Je  dis  :  tan- 
gent, car  on  verra  bientôt  que  les  coellicients  des  va- 
riables sont  pro[)ortionnels  à  a!' ^  h" ^  c'\  en  sorte  que, 
loi'sque  les  paramètres  z/,^,  u[^  et,  par  eux,  les  coordon- 
nées Xq,  ;)'o7  ^0  varient  d'une  manièri;  continue,  le  ple- 
in ier  d(^  ces  plans  enveloppe  7s'"  et  le  second,  F". 

C'est  du  premier  d'entre  eux  que  nous  aurons  à  nous 
occuper  ext  lusivement.  Nous  l'écrirons,  plus  simple- 
ment, ainsi 


,l,"(. 


(9')  cA.,(.r-Xo)-+-.l,'(j-7o) 

avec 

(  X  =  P'Q"— Q'P", 


-0  >  ^  o, 


(10) 


<   X'  =  P"Q  — Q"P, 
X'  --^  PQ'  -  QP'. 


3.    Avant  de  poursuivre,  arrèlons-nous  un  instant  au 
cas  très  pratique  où  l'on  auiait 

P  =  l,  0=:=0,  P'r=o,  Q'=i, 


(  iS)  ) 
vl,  par  suite,  if=x^  u' =^ j  .  Les  deux   piemières  écjua- 
lioiis  (8)  disparaissent  alors  et  il  ixîsle 

V"^  Q"  désignant  des  lonetions  tpieleonques  (]c  a:  vAy. 
Que  si  apiès  cela  ou  y  remplace  ces  variables  par  .ro,j)  05 
ré(juation  (9)  du  plan  tani^cutcu  x\l  s'éeiira 

(c/)  z-Zo=  P"(.r  -  :ro)  H-  Q"(y—Vo)' 

l*oui'  tlouuer  de  ce  cas  paitic'ulici-  une  application 
immédiate,  nous  ferons  obseivei-  (pu;  toute  courbe 
gaadie  de  l'espace  pouvant,  dans  le  cas  le  glus  général, 
cire  regardée  comme  rinlersectiou  de  deux  pseudo- 
surlaces,  telles  (pie 

(8')  y        V       » 

lieux  (pTil  convient  de  désigner  par  r)',  rT',  la  tangente 

X  —  ^0  _    y  — .l'o  _  -S  —  ^0 
dro  (h'o  dZi) 

au  point  (xq,  J'o,  ^o  )  de  la  courbe  (dioisie  pourra,  en 
vertu  des  idetilités 

X  —  Xq  _  P(y  —  ro)-i-Q(z  —  3o) 
djo  i*  dJ^Q-i-i^dz^y 

J-yo  ^  V'(z  —  Zo)-^Q'(,r-T,)^ 
dy^i  \*'  dz^-^-iydxQ 

vAvL'  envisagée,  à  son  tour,  comme  Vinte/ sec/ion  des 
deux  plans  tangents  menés  à  .^  et  à  J',  en  ce  même 
point. 

Vai  terminant  ceci,  qu'on  nous  permette  de  rap[)e!er 
(pie  c'est  précisément  sous  la  ioinie  (1  1),  la  plus  simple 
de  toutes,  que  nous  avons  signalé  pour  la  piemièie  lois 
l'existence  des  pseudo-surfaces,  en  1888  et  1889,  d'abord 


(  6o  )    ■ 
dans    le    Bulletin    de    la    Société    Mnlhéinntique    de 
France,   puis,  eu  1890,  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiq  iies, 

4.   Ces  piiucipes  établis  et  ees  remarques  faites,  leve- 
uous  aux  formules  (6). 
Des  identités  connues 

dx  =  a  ds  -h  a'  ds'  —  ka  da  H-  A' a' du'  —  P  du  H-  Q  du', 
> 

on  tire  immédiatement 


(12) 


P 

P" 

^=    A' 

da 

I     dP 

A^  du 

P    ()A 

A3  du  ' 

da 

I      dP 

p      <9A 

dF'  ~ 

AA'  du' 

A^A'  du" 

..%, 

"'-'v 

r'  -  ^" 

da' 

I      (90 

Q     c)A' 

ds    ~ 

A  A'  du 

AA'2   du  ' 

da' 
ds'   "" 

I     aQ 
A'3  du' 

A'^  du'' 

(vï) 


les  seconds  termes  étant  à  négliger  lorsqu'il  s'agit  de 
lignes  de  courbuie  ou  de  lignes  asymptotiqiies,  et  à 
retenir  pour  les  lignes  géodésiques  seules. 

Au  surplus,  et  sans  distinction  de  cas  d'aucune  sorte, 
les  valeurs  précédentes  de  a,  h^  c^  a\  .  .  . ,  nous  donnent 

I    A2  ^  P2    ^-  P'2     ^  P"2     =.  vp2^ 

(i3)  -    A'2  =  Q2  +Q'2    _^Q"2    ^vQ,^ 

(  B"  =  PQ  +  P'Q'-r-P"Q"^  3:PQ, 

conjointement  avec 

( I  î  )      cos <1>  =  ^-  ,  sin cl>  =  Ji  =  ^^-,  /A2A'2^-B"2, 


(  «I  ) 

ces    deux   deriiièies    foiinules,    redisons-le,    ne    devant 
être  utilisées  d'une  manière  continue  que  plus  laid. 

En  attendant,  servons-nous  de  celles  qui  précèdent 
pour  mettre  sous  forme  de  déterminants  les  (juatre  com- 
posantes —  q,  p' y  /?,  — q'  du  Tableau  (2).  Avec  nos 
coordonnées  actuelles,  on  a  d'abord 


h" 


bc' —  cb' 


et,  par  suite, 


(i5) 


ry=A- 


da 

Ts 

db 

Os 

de 
ôs 


ca 


a     a 


b      b' 


ac 


ab' 


I, 


A3  A' 


du 

du 
d^ 
du 


v 

Q 

v 

Q' 

V" 

Q" 

D 


Comme  les  trois  autres  com])osantes  s'obtiennent  en 
remplaçant   les   éléments    de    la    première    colonne    du 

1  \ ,        .  '     oq   dq'   dQ"  ,        d() 

second  déterminant  par  ——.y  -— 7  >  — rl^ourp  ,  par  ,-  j  ••• 

^         du      du       Ou    ^  '    ^  ^        du 


dP  '  }  . 

pour/;,  et  -— '  •  •  •  pour  —  q  ,  on  a,  en  les  groupant, 
-  .y  =  A  = 


(i5'; 


D 
D' 


^=^^  =  A^^^' 


—  q   =  Ai  = 


D" 


A2A'--2 


Servons-nous  de  ces  premiers  résultats. 

1°  Si  Ton  introduit  ces  valeurs  (où  A  et  A' oui  été 
liaités  comme  des  constantes)  dans  les  équations  des 
lignes  de  courbure  (3)  et  des  lignes  asymptotiques  (4), 
elles  prendront  la  forme 

(  3')    A2  D"  du''—  (  A'-^D  —  A2  D'  )  du  du  —  V-  D';  du"-  =  o, 
(  i'  )  1)  du^  -i-  (  D  '  ^  ])[ )  du  du  -h         1  )'  du'^  =  o, 


les  dilVérenlielies   cin.   fia'   pouvant,    à    l'occasion,   être 


(  02  ) 
avaiilageuscnuMit   iciiiplacees   par  leuis   valeurs—)  — y- 

Ajoutons  que,  pour  passer  des  pseudo-surfaees  aux 
surfaces,  il  sullit  de  poser  /;  =  —  q' ,  c.'esL-à-dire  (i5') 

A":=  A'(  ou  mieux  D"  =  D','. 

2"  Quant  aux  lignes  géodési(pu;s  (5),  elles  exigent  un 
calcul  tout  spécial.  Avant  de  l'cntieprcndie,  nous  adop- 
terons les  notations  suivantes 

(i6)      [du  du  Ou  '  Ou 


par  où  l'on  voit  déjà  que,  pour  revenir  aux  surfaces,  il 
sujfit  d'avoir 

puisque  alors  les  trois  équations  (8)  deviennent  iuté- 
giables.  En  rap[)rocliant  les  expiessions  (i3)  et  (i6) 
entre  elles,  et  y  adjoignant  (i4)î  P'^'"  anticipation,  on 
en  tire 


(  SPK  =  A    Î^S  2QT  =  A'  '^p{,  2QR  =  ^5!  -  A„  '^, 

\  Ou  Ou  Ou  Ou 


(.7)   ^Qs=A''^,       .ps.  =  A^^,       .pt  =  ^:-a;'^ 

^   ^  ^      I       ^  Ou  Ou  Ou  "  Ou 


sQS,  =  a;--,       3:ps  =  a 


Ou  Ou' 


les  nouveaux  coefFicients   A,,,    A[,    étant  tels  que,  pour 

S  =  S),    ...    (cas   des   surfaces,    avons-nous  dit),   on   a 

nécessairement 

Ao  —  iV ,         A  y  =  A  . 

Ceci  posé,  écrivons  l'équation  (5)  sous  la  foiine 

(  -j  )  ch  -+-  A  /•  du  -+-  A'  /-'  du'  =  o, 

et  calculons,  en  preiniei-  lieu,  les  paramètres  \/  et  A'/'. 


(  6^  ) 

l\)ur  resUM'  sur  le  lei  raiu  exclusif  des  pscudo-suiTaccs, 
c'esL-n-diic  pour  é\iler  toute  coiidiliou  iinplieite  ou 
ex[)licite  (Vîntégrnhililéj,  nous  Jious  rcporleroiis  aux 
syslouies  (a).  Ou  en  lire  uolauiiueut 

da  ,  ,  ôa 

Os  as 

Or,  les  déi  ivétîs  -— -j  —,  nous  soûl  données  par  les  for- 
çai"     Os  •• 

mules   (12)   (pi'il    laut   prendre   iei,    selon    la   reuiaixpie 

déjà  faite,  dans  toute  leur  intégrilc.  Tenant  eoinple, 

dans  leur   eni[)loi,  dcî  riiv[>olhèsiî  (pii   domine   tous  les 

calculs  actuels,  savoir 

^=~  ou  l)i«^n  li"-^  i:  PQ  .-.z  o, 

on  trou\  e  facilement 

A  A'      "    '  A    A'    du 

formules  (pii  en   i^énéralisent  d'autres  hicn  connues   et 

dans    Icscpullcs   on    pourra    |)oser,    si   bon   semble,    pai* 

1     .    .    ,  •         A  0  A  „ 

anieviation,  --  =  /^/o,  -.,   ^^^  fi^^- 

Calculons,  en  seconti  lieu,  J.i,  et  pour  c(da  remai- 
(juons  c|U("  le  Iriangb;  inlinitésimal  AIM'a  nous  donne 

ds  cl  s'         clS 

coscp        siiio  I 

ou  bien 

COSC5  Sm  C5  I 

1  i 

Diliércnliant,  il  \ient 

rl(  A  du )    =  d-  S  cos  cp  —  ^/S  sin  o  d':^. 
d[  A '  du'  )  —  d-  S  si n  C5  -+-  r/S  ros  o  r/'i  ; 


(  64  ) 
d'où,  par  i'éliniiiiation  de  ^-S, 

d^^do  =  A  dit.d{k'dii)—  X'du'.d(A  du). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  porter,  dans  Téquation  (5'),  avec 
les  expressious  ci-dessus  de  Ar  et  A'/',  cette  valeur 
de  cl'f,  où  l'on  aura  préalablenient  développé  les  dif- 
lérenli elles  totales  qu'elle  contient,  pour  en  déduiie 
l'équation  demandée  des  lignes  géodésiques  de  la  pseudo- 
surface J",  savoir 

/  A2  A'2  (  du  ^2  u'  —  du'  d'-  u  ) 

^  ^^\       =  A2Ao— ,^w^+    A'2A- A2(A'o  + A')-—  \dii^du' 

(18)''  ou  L  ^"  ^'^  J 

f  — Ta^A'^  -  A'2(Ao+ A)-f^]«?wf/<i'2- A'2A;— ^W'3. 

\  \^  Ou  au  j  du 

Lorsque  Ao  =  A  et  que  Ay=  A',  on  retondje,  comme 
on  l'a  déjà  dit,  sur  le  cas  des  surfaces. 

Venons  maintenant  à  la  pseudo-surface  miuitua  dont 
nous  avons,  dès  le  début,  annoncé  l'étude. 


IL 


EXEMPLE   n  UN    PSEUDO-HELICOIDE   GAUCHE,    A    PLAN    DIRECTEUR. 
SES   LIGNES   REMARQUABLES. 

5.  Parmi  les  pseudo-surfaces,  en  nombre  infini,  que 
les  équations  générales  (8)  sont  aptes  à  représenter,  il 
n'en  est  pas  déplus  intéressantes,  assuiément,  que  celles 
qui  a^oisinejit  des  surfaces,  et  ont  naturellement  celles-ci 
pour  Un  die  s. 

De  ce  nombre  est  le  pseudo-liélicoïde  particulier  dont 
il  va  être  (juestion.  Mais  auparavant,  soient 

(19)  .r  =  prosO,         jK  =  psinO,         z  =^  d^, 

les  ('(pialions  de  l'Iudicoùbî  gauclie  ordinaire   IL  Lu  les 


(  65  ) 
cl ifféieii liant,  ou  a 


dx  =  —  p  si n  6  <^6  4-  cos  6  <^p , 
dy  =      p  c 
dz  =  a  d%. 


(90)  }  dy  =z       p  cos6  ûfO  H- sin6  <^p, 


Pour  produire,  «^  libitiun,  un  pseudo-liélicoïde , 
voisin  du  premier,  il  n'y  a  qu'à  poser,  par  exemple, 

I   dx  =  —  p  si n  6  ^6  -f-  (  I  -r-  a  )  cos  0  <^p , 

(21)  •    dy  =       p  cosô  o?0  4- (i -h  a)  sin0  û^p, 
I   dz  =adO. 

Ainsi  altérées,  les  deux  premières  équations  du  sys- 
tème eessent  d'être  intégrables,  tandis  que,  du  môme 
coup,  riiélicoïde  H  subit  une  déformation,  que  l'on  peut 
qualifier  de  dilatation  ou  de  contraction  sectorielle, 
selon  que  la  constante  et  est  positive  ou  négative. 

La  raison  en  est  qu'en  projection,  sur  le  plan  fixe 
des  xy^  l'élément  linéaire  devient 

dSl=  p2f/02-Hr/[(l-f-a)p]2, 

forme  significative  qui  justifie,  à  elle  seule,  notre  déno- 
mination. 

Au  surplus,  je  dis  que  le  nouveau  lieu  géométrique  5aj 
défini  par  le  système  (21),  n'est  autre  qu'une  pseudo- 
surface  mini  ma. 

En  eflet,  si  l'on  pose  u=  0,  u'  =  p,  les  formules  (i3) 
donneront 

A2z=p2_^rt2,  A'2=(i-f-a)2,  B"=o,_ 

et,  par  suite,  l'élément  linéaire  proprement  dit  aura, 
d'après  (7'),  pour  expression 

(22)  t/S2  =  (p2+a2)6^02^_(,_^3()2^p2. 

D'autre   parr,    comme,   en    vertu    des    relations   (i5) 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  I.  (Février  1901.)  5 


(  «<5  ) 

Cl  (l'V),  on  a 

I   D  =o,         D"  =  a{\-h  a)2, 
^'^^^  \   D'r^o,         D",  =  rt(i-i-a), 

il  s'ensuit  que  la  condilion  caractéiistique  des  surfaces 
iy^z=zj)"^  (n°  4)  n'est  rien  moins  que  satisfaite;  d'où 
cette  première  conséquence  :  Le  lieu  ^a  fi'est  pas  une 
surface. 

Pour  en  reconnaître  la  nature,  appliquons-lui  (puisque 
sa  forme  nous  y  autorise)  les  équations  des  lignes  remar- 
quables précédemment  établies,  équations  qui  con- 
viennent bien  au  cas  actuel,  puisqu'il  comporte  B^'=  o 

ou  <ï>  —  - . 

2 

a.  En  ce  qui  concerne  d'abord  les  lignes  de  cour- 
bure (3'),  on  trouve 

( p2 ^_  a^ )  <i62 _  (i  _^  a )  ^/p2^ 

et,  par  suite, 

=  \0Z-. h  G. 


V  I  -r-  a 


a 


Au  surplus,  si  l'on  remonte  à  (3),   on  verra  que  la 
précédente  revient  à 

( I  -h  a)  «^5^  —  ds-  =  o. 

Or  ceci  accuse  deux  directions  obliques,  également 
inclinées  sur  les  axes  mobiles  MX,  M  Y;  ce  que  l'on  sait 
être  le  propre  exclusif  des  lignes  de  courbure  d'une 
pseudo-surface . 

b.   De  son  côté,  l'équation  (4')  des  lignes  asjmpto- 

tiques  se  réduit  à 

dp  d^  =  o, 


c'est-à-dire,  en  multipliant  par  (i  -\-  a)  \/p'-\-  «",  «^ 

ds  ds'  =  o. 


(6;  ) 
Ces  lignes  sont  donc  rectangulaires,  comme  les  axes 
coordonnés  mobiles  qu'elles  ont  pour  tangentes,  à  l'ori- 
gine, propriété  qu'en  somme  permettait  de  prévoir  la 
condition  d'ortliogonalité  q — |/=o,  fournie  directe- 
ment par  l'équation  (4),  puisque  cette  même  condition, 
pouvant  être  mise  sous  la  forme 

(•24)  A'2D-i-A2D'=  o, 

se  trouve,  d'après  (23),  identiquement  satisfaite. 

Concluons-en  cjue  le  lieu  /)«  n'est  pas  une  pseudo- 
surface quelconque,  mais,  par  définition,  une  pseudo- 
surface mi/zi/7/<7.  G.    Q.    F.    D. 

L'indicatrice  en  M  peut  aussi  servir  à  confirmer  le 
fait;  car  elle  n'est  autre  que  l'hyperbole  é(/iiilaicre 


2  H-  a 


«H-  —  ) 
a  ) 


c.  Passons  aux  lignes  géodésiques.  On  voit  d'abord 
qu'en  ayant  égard  aux  valeurs  de  A  et  A'  ci-dessus,  les 
relations  (17)  se  réduisent  à 

,,dX'  .    dX  ^     dX        ^ 

substituant  dans  (18),  on  trouve 

équation  qui,  intégrée,  donne 

0^    r (iH-a)Xc?p1 ^^ 

J    v/(p2-h  a2)[(p2-+-  a2)i+a_  X2] 

X  désignant  une  première  constante. 


(  68  ) 
Comme  vérification,  pour  a==  o,  on  retombe  exacte- 
ment sur  les  équations  correspondantes  des  lignes  géo- 
désiques  de  l'hélicoïde  H. 

6.  Il  ne  sera  pas  sans  intérêt  de  faire  remarquer,  en 
dernier  lieu,  au  sujet  du  système  (21),  que  si  ses  deux 
premières  équations  ne  sont  pas  intégrables,  du  moins, 
en   multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par 


(cosQ)  ^~^°^,  et  ceux  de  la  seconde  par  (sin9)  *"^°',  ces 
facteurs  intégrants  rendront  les  seconds  membres  diffé- 
rentielles exactes,  si  bien  que  la  surface  résultante  de 
leur  intégration,  savoir 


1  37'  =  (i-h  a)p(cosG)'  + 
(19')  \ 


a 
1 

y  =  (n-a)p(sin  e)ï+â^ 


5'  =  a  6, 

sera,  pour  le  moins,  aussi  étroitement  liée  au  pseudo- 
hélicoïde  5a  que  ne  l'est  l'hélicoïde  H  lui-même. 


m. 


APPLICABILITE  DU  PSEUDO-HELICOIDE  PRECEDENT  SUR  UNE  ALYSSEIDE 
VECTORIELLEMENT  DÉFORMÉE. 

7.  Arrivons  à  ce  que,  dans  le  sens  conventionnel 
du  mot,  on  peut  appeler  V applicabilité  du  pseudo- 
hélicoïde  ^a  sur  telle  ou  telle  pseudo-surface,  ou  même 
surface,  proposées. 

A  cet  effet,  il  convient  de  rappeler  d'abord  qu'une 
surface  de  révolution  quelconque  S  peut  être  définie  par 
le  système  d'équations 

(26)  x=pcosO,         jK  =  ?sinO?         -^  =  ?(p)j 


(  6ç)) 
lequel,  différenlié,  donne 

/   dx  =  —  p  sinO  c^ft  H- cos6  «?p, 
(27)  l  dy  —       pcos6  6/6+ sin6  i/p, 

(  dz  =  o' {p)dp. 

Gela  posé,  considérons  cet  autre  système  analogue 

ildx  =  —  -Ii_sin6rf6-+-c.os0<o,, 

^^    ^  \  dy  =       -?-— coserf6  +  sin6^p,, 

I     -^  i-t-a  '  " 

!   dz  =  9'(p,)6/p,, 

dans  lequel  (abstraction  faite  de  l'indice  qui  aura 
bientôt  son  explication)  les  deux  premières  dilTéren- 
tielles  ne  sont  plus  exactes  et  accusent,  dans  la  surface  S, 
une  déformation  vectorielle  de  même  genre  que  celle 
constatée,  dans  le  paragraphe  précédent,  au  sujet  de  la 
pseudo-surface  /)«.  Quoi  qu'il  en  soit  de  celte  particula- 
rité, on  pourrait  (croire  sans  invraisemblance  qu'il  va 
être,  ici  encore,  question  de  pseudo-surfaces.  Eh  bien  ! 
non.  Chose  étonnante,  le  nouveau  lieu  S^  est  encore  une 
surface . 

En  effet,  si  l'on  pose  m=  9,  w'=  p,,  on  aura  (r3) 

(H-a)2  ^    '  ' 

d'où  l'on  déduit  d'abord 


^^9>  ^S'-=^-^rf62+(i-+-cp'2)^Pf, 


(3o) 


Mais  on  a,  d'autre  part 

P 


^=-77^T^?''         D"  =  o, 


D'=:--^cp",  D".=  o. 

I  -t-  a  * 


1 


(  7o) 
Remontant   à   la  condition   caractéristique   des   sur- 
faces D"=^  D\,  l'on  voit  qu'elle  se  trouve  idenùquement 
vérifiée.  Donc  le  lieu  Sa  est  bien  une  surface,  ainsi  que 


nous  l'avions  annoncé. 


Autre  preuve  :  si  Ton  forme  l'équation  de  ses  lignes 
de  courbure,  on  trouvera,  à  un  facteur  négligeable  près, 

<:/pi  f/8  =  o         ou         ds  ds'  =  o. 

Elles  sont  donc  rectangulaires,  ainsi  que  l'étaient 
naguère,  rappelons-le,  les  lignes  asjniptotiques,  soit 
de  H,  soit  de  goc- 

8.  Ces  généralités  établies,  choisissons,  comme 
exemple,  l'alysséide  A^.  Elle  sera  représentée  par  les 
deux  premières  équations  (28)  jointes  à  celle  de  la  chaî- 
nette méridienne 


(3.)  Pi=^U^"' 


bi( 


ou  Bien 


(3.-)  A  =  iog£i±ME2, 

équations  d'où  l'on  déduit 

dz  ax 

Cela  étant,  posons 

(3'2)  <2i  =  a(i4-a),         pî  —  a']  — a\={i-^  ol'-^o'^. 

Dans  a-,,  on  reconnaît  une  portion  d'arc  (rectifîable) 
de  chaînette,  compté  à  partir  du  point  le  plus  bas  de  la 
courbe.  On  en  conclut  successivement 

pf        =(i-Ha)2(p2+a2), 
pi  f/pj  =  (i  -f-  a)2p  d^. 


(  7'   ) 
Portant   le    tout    dans   la   valeur   (519)  de   l'élément 
linéaire  de  S^,  il  devient  pour  notre  aljsséide  déformée 

(33)  â?S2=(p2_^a2)f/e2-t-(n-a)2^p2, 

expression  identique  à  celle  obtenue  (29)  pour  l'élément 
linéaire  du  pseudo-liélicoïde  5a-  De  là  cette  propriété  : 

L'n/ysséide,  vectoiiellernent  déformée  d'après  une 
certaine  loi,  est  encore  une  vraie  surface.  De  plus, 
elle  est  exactement  applicable  sur  un  liélicoïde  gauche, 
déformé  d'après  u/ie  loi  analogue  à  la  précédente, 
mais  transformé,  lui,  par  cette  opération,  en  pseudo- 
surface. 

9.  Demandons-nous,  à  ce  propos,  si,  en  restant  sur- 
face, l'aljsséide  déformée  A»  reste,  (\\\  outie,  surface 
iinnima? 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  sul'lit  qu(î  son 
indicatiice  soit  une  hyperbole  équilatère.  Or  l'équation 
réduite  de  l'indicatrice  étant 

—  7X2-1- /?'Y2=  ^ 

peut,   à  l'aide  des  délcrminauts  (i5),  se  mettre  sous  la 

foruKî 

A'2DX2h- A2D'Y2  =  A-*A'3, 

et,  conséquemment,  d'après  (•')o),  sous  celle-ci 

(r-f-a)(l-T-'f2)ï5'X2-|-p,'-p"V2=-p,((^'/2)2'. 

Mais,  de  l'écpiation  (3i')  de  la  cliaiiuate,  on  tire 

?  (Pi)=  -T~.,  ?  (?i)  =  — 


Substituant,  il  vient  pour  l'indicatrice  cherchée 


«1 


(  7^  ) 

C'est  une  hyperbole,  mais  qui  n'est  équilatère  que 
si  a  =:  o. 

Doue,  bien  que  l'alyssëide  A  soit  une  surface  minima, 
l'alysséide  déformée  Aa  ne  l'est  pas.  Par  contre,  ou  a 
vu  que  riiélicoïde  H,  devenu  5a>  constituait,  dans  ce 
deuxième  état,  une  fjseiido-siu  face  minima. 

Nous  terminerons  ceci,  en  écrivant  l'équation  diffé- 
rentielle des  lignes  géodésiques  de  l'alysséide  Aa-  Cal- 
culée, à  l'aide  de  la  formule  (i8).  elle  est,  toutes  réduc- 
tions faites, 


(25') 


(?i  — «i)  =  0- 


On  vérifie  que,  eu  égard  aux  relations  (3?.),  elle  coïn- 
cide avec  l'équation  (26)  des  lignes  géodésiques  de  la 
pseudo-surface  ^a  5  ce  à  quoi  l'on  pouvait  d'ailleurs 
s'attendre. 

IV. 

CONSÉQUENCES     ET     GÉNÉRALISATION     DIVERSES. 


Coordonnées   obliques. 

10.  Puisqu'on  ne  saurait  nier  que  la  propriété  qui 
caractérise  toute  surface  consiste  dans  l'orthogonalité  de 
ses  lignes  de  courbure,  nous  sommes  en  dioitde  tirer  de 
tout  ce  qui  précède,  entre  autres  conséquences,  celles-ci  : 

Théohème.  —  H  existe  des  surfaces,  non  susceptibles 
d'être  représentées  par  un  système  de  trois  équations 
FINIES,  de  la  forme 

X  =  0(11,  II'),         y  =z^{u,  u),         z  =  y{u,u'), 


(  7'i  ) 
///,  par  consc</uent ,  /xir  uni',  seule,  (h^  la.  J'ornu^ 

En  t'ilri,   la  condilioii   (jui   caractc'risc   loiiUî  surfaciî 
élaiil  (il*'  \) 

(34)  f,  +  (j'  =  o      <Mi       h"     iv;, 

elle  revient,  explicMlcnu'iil  (iT)),  à 


(:^i') 


(M)  ûV 

On  du' 

1)1/  t)f(' 

iH)"  àV" 

()tt  <ht' 


() 


I»'     ()' 


()' 


Or  celte  coiidilioii  générale  est  sans  doute  vériliée  par 

Ou   ~  au'  Ou    "  Ou'  Ou         Ou' 

ou,   sous  une  aulic  ((Uiue  (16),  |)ar 

S  =  Si,         S=:S', ,         S—  S|, 


condiLions  paît i<'ll('s  (pii  cxpriinenL  ({uc  (-liaeiuu;  des 
équations  fondamentales  (S)  (;st  intéi;ial)l<'.  Mais  e<!ll(! 
niùine  condition  («^4')  ^'sl  vériliée  aussi,  pai-  e\(;niple, 
par 


1    - —    =  1      - —  y  I    -7—7   =  1      —  ;  » 

Ou  Ou  OU  Ou 


Ou         Ou' 


et  c'est  justcinent  le  cas  Av.  l'a!  ysséide  déforuHîc;  A^^  (n"  S). 

Corolldirr  I.  -  -  A  l'instar  des  pseudo-snrfaees,  il 
est  telle  surface  cjui  n'est  (îxprimahNî  (pu:  pai'  trois 
é(pialions  dillérenticdles  de  la  loniie  (S),  I'uik;  d'elles 
au  njoins  étant  sup[)0sée  fiort  itilci^rahia. 


(  74  ) 
Nous  n'en  voulons  d'autres  preuves  que  l'exemple  que 
nous  en  ont  offert  (n°^  7  et  8)  les  surfaces  S^  et,  notam- 
ment, l'aljsséide  A^. 

Corollaire  II.  —  Une  même  forme  de  l'élément 
linéaire  peut  convenir,  à  la  fois,  et  à  une  pseudo-surface, 
et  à  une  surface. 

Ainsi  en  a-t-il  été  en  effet  (22)  et  (33)  pour  le 
pseudo-liélicoïde  5a  ("t  l'aljsséide  A»- 

Corollaire  III.  —  Si  la  connaissance  de  l'élément 
linéaire  d'une  surface  (ordinaire)  suffit  à  la  détermi- 
nation de  ses  lignes  géodésiques,  il  n'en  est  plus  de 
même  quand  il  s'agit  de  pseudo-surfaces. 

On  a  vu  effectivement  (n°  4),  et  la  suite  le  démontrera 
plus  généralement  encore,  qu'outre  les  trois  fonctions 
de  Gauss  E,  F,  G  et  leurs  dérivées,  c'est-à-dire,  d'après 
nos  notations.  A,  A',  B^'  et  les  leurs,  deux  nouvelles 
fonctions  Ao,  A'^  (qui  coïncident,  il  est  vrai,  avec  A,  A' 
dans  le  cas  des  surfaces)  sont  alors  nécessaires.  D'où 
cette  conséquence  imprévue,  savoir  :  que  la  considéra- 
tion de  ce  que  l'on  nomme  le  dS^  ne  saurait  prendre, 
dans  cette  deuxième  théorie,  l'importance  (exagérée,  à 
notre  avis)  qu'on  lui  accorde  dans  la  première.  Ajou- 
tons qu'on  en  peut  dire  autant  des  paramètres  dijjé- 
rentiels  Acp  et  A^'-^  de  Beltrami,  quoique  convenablement 
adaptés  aux  pseudo-surfaces. 

11.  En  présence  de  faits  pareils,  aussi  curieux  que 
gros  de  conséquences,  on  nous  saura  gré  sans  doute  de 
chercher  à  en  élargir  le  plus  possible,  le  domaine.  C'est 
ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  en  reprenant,  à 
grands  traits,  avec  des  coordonnées  obliques  (jusqu'ici 
inutiles)  nos  premières  formules. 

Et  d'abord,  substituons  au  triangle  trirectangle  mobile 


(  75  ) 
dont  il  a  élé  excliisiveineiit  fait  usage  jusqu'à  présent, 
deux  trièdres  bireclangles  supplémentaires,  le  pre- 
mier MXYZ  ou  T,  d'angle  aigu  <^,  le  second  MX|  Y,Z 
ou  T,,  d'angle  obtus  t,  —  $,  ceux-là  mêmes  que  nous 
a\ons  dé\k  mivoduhs  (Nom^elles  brutales,  p.  02;  1900) 
et  qui  nous  ont  fourni  les  deux  syslèmes  corrélatifs 

/   ()a  i    âa  ,  n       .     ■. 

—    —  —   —    =a,r  — «i^sinq», 
\    Os  A    au  •  '  ' 


(35)  i 


as 


-    — —  z=z  a  tix — a'V/i  siii*I>, 
A   ou 


les  cosinus  directeurs  a,  Z>,  c;,  <'/,  . .  .  et  ci^  ^h^^c^.n^^  .  .  . 
étant  liés  entre  eux  et  à  ^1>  par  les  relations 

/   «i  sin<I»  =  a  —  a'cos<I>, 
(30)  '    a\  sin4>  =  a' —  a  cos*I», 

et  les  composantes  n,  r,  //,,  /•,,  par  celles-ci 

'  ^  Os  Os 

Du  système  (35),  notammenl,  on  déduit 

/>  si  11  4»  =  w  I  —  a  i  cos  4>  =       S  à\  -—-  y 
-*  '  ^  Os 

q  sin  *I>  =  q y  —  px  cos  <P  =  —  1  «  .  — -  ; 

et  l'on  a  ensuite  des  valeurs  analogues  pour />' sin  ^,  — 
Or,  par  des  considérations  dont  l'exposé  ne  saurait 
trouver  place  ici,  on  peut  prouver  que,  avec  nos  coor- 
données actuelles,  l'équation  des  lignes  de  courbure  (3) 
devient 

p  1  ds-  -r-  (  q  i -r-  p\)  ds  ds  -^  q\  ds''^  =  Of 


(76  ) 
OU,  équivalemment, 

l  (p  -^  q  cos*)  ds^ 
(38)     I         -i-Kq -{-p  cos^) -h  {p'-^q' cos^)]  ds  ds' 

\  -+- (q'-i- p' cos^)  ds'^      =  o, 

tandis  que  l'équation  des  lignes  asymptotiques  conserve 
sa  première  forme  (4),  savoir 

(Sg)  —qds^--i-{p—  q')  ds  ds' -h p' ds''^  =  o. 

Ceci  posé,  si  l'on  tient  compte  de  ce  que,  présente- 
ment, 


a' 


b" 


bc' — cb'        ca' — ac'        ab' — ba'        sin*ï> 

on  verra  sans  peine  que,  pour  étendre  à  nos  nouvelles 
coordonnées  le  Tableau  (i5),  il  suffit  d'y  remplacer  la 
composante  ^,  dont  il  fournit  la  valeur,  par 

.  „^  A2Â'2— B"2  H2 

q^^-^^  =  q        ^,^,,         =9J^,^ 

Et  comme  la  règle  reste  la  même  pour  les  trois  autres 
composantes  /?',  p^  —  q'j  il  suit  de  leur  groupement  que 
l'on  peut  former  la  suite  de  rapports  égaux 

(  /o^  ml  -    P     -  P  -  —jL  =  _L 

A^  Aj^,         D  Dj  H 

A  A 

laquelle,  remarquons-le,  entraîne,  entre  autres  combi- 
naisons, celle-ci 


pq  —gp   = 


DP  _  D"D'; 


Quoi  qu'il  en  soit,  si  l'on  porte  les  valeurs  (4o)  dans 

B" 
l'équation  (38)  et  qu'on  ait  égard  à  ce  que  cos$  =  y-r-,> 


(77  ) 
les  lignes  de  courbure  de  3"  deviendront 

(38')     ^       _[(A'2D-  k'^\y')-'R"{D"—Y)\)]dudu' 

f  — (A'2D';— B"D')6/w'2  =  o. 

On  aura  de  même  pour  ses  lignes  asymptoliques 

(39')  \ydu'--{-{D"-^ïy\)dudu'-\-X)'da"'  =  o, 

comme  aussi  pour  ses  ombilics 

A2  _  A^  _     i\r 
D  ~  D'  ~  D'-f-  d;* 

12.  Le  cas  particulier  de  u  =  x^  u'z=y^  déjà  signalé 
au  n*^  3,  mérite  d'être  examiné  à  part.  On  a  d'abord,  en 
vue  de  l'expression  de  r/S-,  et  en  convenant  de  poser 
P"=p,  Q"=q, 

(40  A2=n-p2,  A'2=i-t-q-2,  B"=.pq; 

on  trouve  ensuite 

f   D  =  -  >  =  t,  D   =  -!-  =  s,, 

ce  qui  permet,  notons-le,  de  donner  ta  la  suite  de  rap- 
ports égaux  (4o)  ï^  forme  suivante 


(-îo') 


i  +  p^H-qS 


Négligeant  toutefois,  provisoirement,  ce  dernier  ré- 
sultat, et  nous  bornant  à  substituer,  dans  (38'),  les 
valeurs  précédentes  (40^'-  (4^),  il  vient  pour  les  lignes 


(  7»  ) 
de  courbure  de  $" 

I  [(i-f-  p^)s  —  pqr]^:r2 
(38")      {       —  [(i  +  q2)r  — pq(s  — s,)  — (I  +  p2)t]rf^d[x 
(  -  [(i  4-  q2  ) s,  —  pqt]  dy^  =  o. 

On  a  seniblablement  pour  ses  lignes  asymptotiques 

(89")  1- dx--i- (s -h  Si)dx  dy -i- tdy-=  o. 

A  côté  de  ces  formes,  un  peu  prolixes,  il  ne  sera  pas 
superflu  de  signaler  celles,  beaucoup  plus  condensées, 
qui  suivent 

(38'" )  dq{dx  -+-p  dz)  —  dp(dy  -h  qdz)  =  o, 

(  39  "  )  dp  dx  —  d(\  dy  =  o, 

formes  qu'on  établit  aisément  à  l'aide  des  différentielles 
totales  suivantes,  propres  aussi,  remarquons-le,  à  géné- 
raliser la  transformation  de  Legendre  : 

dz  =  \>  dx  -^  (\  dy^       dp  =  y  dx  -\-  s^  dy,        dp  =  ?,  dx  -\-  l  dy. 

Ajoutons,  en  guise  de  corollaire,  que  les  rayons  prin- 
cipaux de  §" ^  en  M,  sont  donnés  par  l'équation  du 
second  degré 

[4rt-(s-l-s,)]R2 

—  4[(i-i-q2)r— pq(s-+-si) 

+  (n-  p2)t]v/i-4-  p2-i-  q2R 

H-4(f +  p--f-q2)2  =  o. 


(R) 


Du  deuxième  terme  de  cette  équation,  on  tire  la  con- 
dition   caractéristique    des    pseudo-surfaces    minima, 

savoir 

(i  +  q2)r  — pq(s-4-  Sj  )  -H  (1  + p2)  t  =  o, 

laquelle  concorde  pleinement  (4o')  avec  ces  autres  formes 
non  moins  utiles 


voire 


—  '/+/>'—(/'  —  q'  )COS^  =  O, 

A'2D  -4-  A2D'—  B"(D"-i-  D'(  )  =  o. 


(  79  ) 
Eiiljii  de  1  égalité  supposée  des  racines  de  la  même 
équation  résultent,  pour  5*",  les  ombilics 

'       _  *  "^  ^1  _       '- 
I  -f-  p'^  '^pq  1  -h  q- 

13.  Aenons  maintenant  à  l'équation  des  lignes  géo- 
désiques  de  notre  pseudo-surface,  et  cela,  dans  le  cas 
général  d'abord,  puis,  dans  le  cas  ])articulier  de  u  =  .r, 
u'  =  y. 

A  cet  effet,  rappelons  que,  sous  la  conditionc5  +  c3'=:<ï>, 
ces  lignes  peuvent  être  représentées  (37)  par  lune  ou 
l'autre  des  équations  éqiiiv^alenles 

do  -h  Ar  (lu  ■+-  A'  r'  du'  =  o, 
d'^'  —  A n  du  —  A' Ai'  du'  =  o, 

et,  conséquemmcnt,  par  leur  combinaison, 

(43)       [do  —  do' -f-  A (  /i  -+-  /•  )  du  -f-  A' (n' -i-  r')  du' =  o. 

Rappelons  aussi  qu'entre  les  angles  C5,  o',  <I>  on  a  les 
relations  tiigonométriques 

\du        A' du'         dS 
sin<p'  sin^  sin*P 

conjointement  avec 

dS^=  AV//f2_u  A'2^/w'2-4-  o. XX' cos<P du  du', 
=  A2  du-^ 4-  A'2  du'^  -4-  2  B"  du  du'. 

Cela  étant,  des  systèmes  (35),  (35')  et  de  leurs  ana- 
logues, on  tire  d'abord 

/i=— lai— -=       Irt'— -!-, 
os  Os 

/•    =  1.(1.    -—,     =  S  rt   i  . 

'  ûs  Os 

En  s'aidant  ensuite  des  formules  (12)  et  (17),  on 
obtient,  par  deux  voies  distinctes  (qui  se  vériQent  mu- 


(  8o) 
tuellemenl),  les  expressions  suivantes 

!d<P  I        /Ao   dA  dX'  ^\ 

du  A  sin4>  \  A    du  du  / 

X'   '       K'    '       ^^  1        /A'o  dA'  dA  \. 

ou  Asiii<J>  \  A    ou  ou  / 

d'où  découlent  celles,   faciles  à   former,   de   A(72  +  /) 
et  A'(  7/ +/•'). 

Que  si,  en  second  lieu,  on  calcule  la  différence 
d'j>  —  dz>'  par  le  même  procédé  qui  nous  a  donné  ^cp, 
au  n''  4,  on  trouvera,  en  réunissant  tous  les  résultats, 
une  équation  finale  que  l'on  peut  écrire  abréviativement 
ainsi 

(  (  A^A'^—B"^)( du  d^u'— du' d^u) 
(45)     .^  ^  ^^  ^ 

(       =  DXLdu^^DL  du^  du'  —  5)V  du  du"-  —  DTC  du'^, 

à  condition  de  poser 

'  d^  dA  d\.' 

1   01L  =  A3A'  — sin«ï>-i-A2Ao-T^  —  Asif^cos* 

I  du  du  du 

(46)     ]    0%  =  A2A'2^sin4»cos<ï>4-rA'2A^  —  A2(A'û  +  A')  ^1  sin2<î> 
\  du  [du  ^  du  j 

r  ^4  ^\'  ~i 

4-  AA'    (2A0+  A)-— ^  —  (A'„  +  2A')  -— -cos«î>    cos<t>. 
L  du  du  J 

Quant  aux  deux  autres  fonctions,  5t.',  Oit',  elles  se 
déduisent  de  <DT^,  D1L,  en  remplaçant  Ao,  A,  A',  w,  u' 
par  Aq,  A',  A,  u\  u  et  'vice  "versa. 

Hàtons-nous  d'ajouter  qu'à  cette  première  forme  il 
pourra  être  pratiquemeni  utile  de  substituer,  à  l'occa- 
sion, cette  autre  qui  implique  B''  et  ses  dérivées,  au 
lieu  de  cos<E>  et  des  siennes, 

du  du  du 

(46')  {    5T;.  =  A'2A1^  -A2(A^-+-A')^ 

*  du  du 

-h  B'\2Ao-!- A)— -;  —  B"-Y~- 

^  ■  du  du 


(8.  ) 

14.  Plaçons  ici  une  remarque  importante.  Les  valeurs 
ci-dessus  de  An  ei  A'/',  ou  mieux,  celles  de  A/'  et  A';*' 
nous  permettent  de  généraliser  ce  que,  dans  la  question 
présente,  on  nomme  communément  le  théorème  de 
Gauss.  On  a  en  effet  {^Noiwelles  Annales,  p.  Sy-,  1900) 


d{Kr)       d{k'r') 


du' 


Ou 


=  XX'ipq'—  qp')  sin*  =  HK". 


Donc,  et  c'est  là  le  point  essentiel,  K'^,  c'est-à-dire, 
par  analogie,  la  courbure  totale  d'une  pseudo-surface, 
peut  s'exprimer,  non  pas  à  l'aide  des  trois  fonctions  qui 
suffisent  à  définir  son  élément  linéaire,  mais  des  cinq 
fonctions  A,  A',  Aq,  A^,  B"  et  de  leurs  dérivées  qu'exige 
(aux  dérivées  près  de  Aq,  AJ,)  l'équation  différentielle 
de  ses  lignes  géodésiques.  Donnons  à  cette  courbure 
totale  sa  meilleure  forme. 

A  cet  effet,  si  nous  remontons  au  n"  11,  nous  y 
verrons  que  l'on  peut  aussi  écrire 

^  =  — lô —  > 

d'où  l'on  conclut,  en  s'aidant  des  formules (i3)  et  sui- 
vantes, 

ZWÏ      IFT     2QT 

SPR      1P2      i:PQ 
2QR      2PQ     2Q2 

SSSi     SPS      2QS 
S  PS,     ZP2       vpQ 


DD' 


D''D;  = 


SQSi     SPQ     SQ2 


D'autre  part,  les  valeurs  (16)  nous  donnent 
()2P  dK        c)S, 


du  du' 

<)2Q 


du' 
dT_ 
du 


du 

d^ 
du' 


du  du' 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  I.  (Février  1901.) 
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Posant  donc,  pour  abréger, 

^  ou  ou         du 

il  vient  finalement 
DD'— D"D'( 


Ao 


C'A 


â 

du 


-—A' 


du 


y 


J 

dB" 

4 

du' 

—  A 

ûu 

A2 

Ao 

du 

àk 
du' 

B" 

dX' 
du 


A' 


dA' 


du 
B" 

A'^ 


a:, 


dX 
du' 
d^J 


^A 

^0  -r-, 
du 

A2 

B" 


,dA^ 
du 

B' 

A'2 


C'est  l'expression  que  nous  voulions  obtenir.  Pour 
qu'elle  convienne  aux  surfaces,  il  suffit  d'y  faire  Aq  =  A, 
A'„=A'. 

15.  Après  cette  digression  et  à  titre  de  développe- 
ment naLurel  du  sujet  qui  nous  occupe,  il  importe  de  se 
demander  :  i*'  si  les  lignes  géodésiques  d'une  pseudo- 
surface ont,  elles  aussi,  en  cliacun  de  leurs  points,  leur 
plan  osculateur  normal  à  cette  môme  pseudo-surface; 
2°  si  elles  mesurent  le  plus  court  chemin  entre  deux 
quelconques  de  leurs  points? 

A  cela,  il  faut  répondre  par  l'affirmative.  En  effet,  au 
moyen  de  considérations  identiques  à  celles  qui  ont 
cours  pour  les  surfaces,  et  le  calcul  des  vai  iations  aidant 
(Serret,  t.  II,  p.  719),  on  peut  s'assurer  que  les  lignes 
géodésiques  de  §"  peuvent  s'écrire  (10) 


(47) 


C^V9    ci 


dz 
dS 


.V'^(^)=o, 


.^■<È)-^^-4% 


En  associant  à  ce  système  les  deux  relations  usuelles 

rfS2        =  dx"^  H-  dj^  -h  dz"^, 

dS  ^2  s  ^  dx  d'-x  -f-  dy  d^y  ~  dzd^z. 


(  »3  ) 
on  en  déduit,  de  deux  manières  dillërenles,  l'équalion 
unique 

^     \  ^<,%>"{dxd^y—dyd^cc)  =  o. 

Mais,  dans  celle  équation,  dxy  dy,  dz  sont  les 
données  mêmes  (8)  du  problème.  Si  donc,  après  en 
avoir  tiré  (16)  les  dilTérentielles  secondes 

d^x=  P  dUi-h  Qd^-u'^  Rdir--\-{S  -\- Si)  du  du' -{-  T  du'^, 
1 

on  substitue  le  tout  dans  l'équation  (4^)?  o'i  obtiendra, 
pour  les  lignes  géodésiques  de  S",  ujie  Ibiine  nouvelle 
(|ui,  développée,  se  trouve  coïncider  parfaitement  avec 
celles  que  nous  connaissons  déjà.  c.   q.    f.   d. 

Bornons-nous  à  vérifier  qu'il  en  est  bien  ainsi  dans 
le  cas  simple  où  ii  =  x^  a  z=z y.  On  a  alors  (n'**  3  et  12) 

dz  =  p  dx  -+-  q  dy , 
et,  par  suite,  (4'^) 

^2 ;;  =  p  d- X  -h  q  d'-y  -f-  r  dx^ -+-  (s  -h  s^)  dx  dy  ■+-  t  dy-. 

Mais,  de  leur  côté,  les  égalités  (10)  se  réduisent  ici  à 

tl>  =  —  p,        A.'  =  —  q,        c-U"  =  I  ; 

d'où,  linalement,  pour  l'équation  cliercliée,  un  résultat 
que  l'on  peut  écrire  (  '  ) 

(  (i-^p--^Q-)(dxd-^y  —  dy  d^x) 

(49) 

(       =  (  p  dy  —  qdx)[r  dx^  -!-(s-i-  9.1)  dx  dy  -i-  l  dy'^  \ . 

(')  De  ce  résultat  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  rapprocher  cet  autre 

f/S  rf-  S  =  (  p  dx  +  q  dy  )  [  r  dx"^  -+-  (  s  H-  s,  )  dx  dy  -\- X,  dy"^  ] , 

que  fournit,  sans  peine,  la  difîérentiation  de  l'élément  linéaire  actuel. 


(  84) 

Que  si,  pour  le  mettre  à  l'épreuve,  on  y  fait  s  =  Si 
on  retombe  très  exactement  sur  une  forme  Lien  connue 
de  l'équation  des  lignes  géodésiques  de  la  surface  définie 
par  l'équation  z  =^  f[x^  y). 

Voyons,  en  second  lieu,  ce  que  vont  nous  donner  nos 
précédentes  méthodes.  Et  d'abord,  en  s'aidant  des  for- 
mules (17),  et  observant,   entre  autres  particularités, 

ou  du  au 

on  passera,  sans  nouveaux  calculs,  de  la  forme  (46') 
obtenue  pour  les  fonctions  OÏL,  <DT1),  à  la  forme  mixte, 
plus  avantageuse,  suivante 

Î01L  =  B"  2PR  — A2  2QR, 
5T;,  =  A'22PR  — A22:Q(S  +  Si) 
4-B"2P(S  4-Si)  — B"2QR. 

De  ces  dernières,  on  déduira  DlV,  X',  en  remplaçant 
partout  P,  Q,  R,  S,  Si,  respectivement,  par  Q,  P,  ï, 

s„s. 

Cela  fait,  le  seul  rapprochement  des  formules  (17) 
et  (42)  nous  montre  que,  dans  le  cas  actuel, 

/SPRr^pr,  2QT=qt,  2QR  =  qr, 

(17')  SQS=qs,  SPSi  =  psi,         2PT=pt, 

(sQSi  =  qsi,         i:PS=ps,  

Portant  ces  valeurs  dans  OU,  <Db,  Oit',  Ob',  pris  sous  la 


Plus  généralement 

rfS  rf2  S  =  A  ^-  du^  H-   A  -^-^    +  -T—  )  du-  du' 
au  \    au  ou } 

H-  (  A'  -; h  -T-7  )  du  du'^-i-  A'  -— r  du'\ 

\      du        du  )  au 

les  deux  couples  de  termes  A^,  AJ,  se  détruisant  (17)  dans  les  termes 
(lu  milieu. 


(85) 
forme  (4^0'  ^^  vient 

(49')     /       =  —  qr  dx^ -h  [pr  —  q{s  -\- s i)]  dx'^dy 

\  — [^I*^  —  p{s-{- Si)]  dxdy^ -h  pi  dy^, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (49)  développée 
et  ordonnée. 

A  peine  est-il  besoin  de  dire  que  ces  diverses  formes 
de  l'équation  des  lignes  géodésiques  de  ^'^  (la  dernière 
exceptée,  évidemment)  peuvent  servir  à  vérifier  la  par- 
faite exactitude  des  équations  (25)  et  (26'),  relatives, 
soit  au  pseudo-hélicoïde  fjon  soit  à  l'aljsséide  A»  (n'*  9). 

16.  Terminons  par  la  propriété  suivante  qui  se 
rattache  à  celle  établie  au  n"  14  : 

Théorème.   —    Toute  pseudo-surface,    représentée 

par  l\î(/ualion 

dz  =  p  dx  -f-  q  dy^ 

et  telle  que  q  =  'f  (p),  est  une  pseudo-surface  à  cour- 
bure TOTALE  NULLE. 

En  effet,  si  l'on  prend  la  différentielle  complète  de 
cette  dernière  condition,  on  aura 

c?q  =  cp'(p)c?p, 
ou  bien  (n°  12) 

sdx  -\-ldy  =  d^' {p)  {r  dx  -\-  Si  dy). 

Et  comme  ceci  est  vrai,  quel  que  soit  le  rapport  -~-y 

ou  en  déduit 

s  =  <p'(p;r,         t  =  cp'(p)s,. 

Eliminant  la  fonction  arbitraire  'f'(p)j  il  reste 
(5o)  rt  —  ssi  =  o, 


(86) 
OU,  ce  qui  revient  au  même  (n*'^  11  et  14), 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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Besançon. 

Analyse. 

Epreuve  écrite.  —  Détermine!'  une  courbe  plane  C 
telle  quej  Ox  étant  une  droite  donnée,  A  uji  point  Jîxe 
pris  sur  la  courbe  C,  M  un  point  i^ariable  pris  sur  cette 
courbe,  T  le  point  oii  la  tangente  en  M  rencontre 
l'axe  Ox,  l'arc  AM  soit  constamment  égal  au  double 
de  la  tangente  MT. 

L'équation  du  problème  est 


s  =    j; f 

y 


en  désignant  l'arc  AM  par  s.  En  diiFérentiant  cette  équa- 
tion, puis  en  remplaçant  ds  par  y  i  -h y''  dx,  on  obtient 
par  rapport  à  j  une  équation  différentielle  du  second 
ordre.  La  courbe  cherchée  est  une  cycloïde. 


(  8?  ) 
Épreuve  pratique.-  —  i*^  Etant  dojinés  les  deux  po- 
lynômes 

\  =  x'*  -T-  "ix-  -Jr  1,  Y  =  .r3 —  I, 

déterminer  deux  j)ol)  nomes  A  et  B,  lun  du  troisième 
degré,  l'autre  du  second  degré ^  tels  que  l'on  ait  iden- 
tiquement 


2"  Calculer  V intégrale 


f 


dx 


(  ^2  -T-    1  )5 


On  obtient  par  la  méthode  des  coenicieiils  indéler- 
minés 

5x^— -jx^-^  \\x  —  ï6  „       — 5^-2-1- 7^7-1- I 

^= Ts '        ^~ Ts  ' 

lintégrale  demandée    peut  s'obtenir   soit  directement, 
soit  par  la  méthode  de  Gauchy,  et  sa  valeur  est  -• 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Exposer  la  transformation  de 
V équation  de  d' Alemhert  qui  donne  V équation  de 
Clair  aut . 

11.  Une  barre  jyesanle  homogène  est  reliée  à  un 
poids  P  sur  la  perpendiculai/e  en  son  milieu  de  sorte 
que  le  centre  de  gravité  du  système  est  en  G. 


B- 


La  barre  repose  en  son  milieu  sur  le  sommet  d'une 
chaînette  renversée  dont  l'axe  est  vertical. 

On  écarte  la  barre  de  sa  position  d'équilibre,  trou- 
ver le  mouvement  de  la  barre  roulant  sur  la  chaînette. 


(  88  ) 
Désignons  par  m  la  masse  totale  du  système  constitué 
par  la  barre  homogène  et  le  poids  P,  par  mk-  le  mo- 
ment d'inertie  de  ce  système  par  rapport  au  point  G, 
par  a  le  paramètre  de  la  chainette,  par  h  la  distance  du 
point  G  à  la  barre.  Prenons  pour  axes  de  coordonnées 
]a  base  et  l'axe  de  la  chaînette,  et  soit  /  l'ordonnée  du 
point  où  la  barre  touche  la  chainette.  Gomme  la  barre 
roule  sans  glisser  sur  la  chaînette,  l'équation  des  forces 
vives  suffit  à  déterminer  le  mouvement.  On  a 

^-^  '    -^     —  C-^imga      -^ 


J^  (  j2  —  «2  )  dt^  °      a~h  h 

C  désignant  une  constante. 

Epreuve  pratique.  —  Dessiner  V engrenage  d^un 
pignon  et  d'ujie  crémaillère,  le  pignon  étant  muni  de 
six  ailes.  On  prendra  12^™  pour  le  diamètre  de  la  cir- 
conférence  primitis^e  du  pignon. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Etablir  la  fonction  S  introduite 
par  Tisserand  dajis  la  théorie  de  la  capture  des  co- 
mètes. 

Application  aux  groupes  de  coînètes  périodiques 
liées  à  Jupiter. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  les  longueurs  de 
deux  rajons  vecteurs  r  et  r'  d'une  comète  parabolique 
et  leuj'  angle  2  a.  Calculer  le  temps  mis  par  la  comète 
pour  décrire  l'arc  de  parabole  que  sous-tend  cet 
angle. 

Dijon. 

Analyse. 

Epreuve  écrite.  —    I.    Exposer  les  points  fonda- 
mentaux de  la  théorie  du  logarithme  népérien. 


(  89) 
Démontrer  laforiîiule 


j  f{x)dx  =  '^■r.i^  f{x\ 


ou  la  fonction  f{x)  est  jnéroniorplie  à  l' intérieur  de 
Vaire  limitée  et  imperforée  s,  olotrope  sur  son  con- 
tour (c),  oÎL  l'intégrale  est  prise  sur  le  contour  par- 
couru une  fois  dans  le  seiis  direct. 

I[.  Former  et  intégrer  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  développables. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  auec  quatre  chiures 
décimaux  exacts  la  racine  quatrième  du  nombre  e, 
base  du  système  des  logarithmes  népériens. 

Mécanique. 

Epreuve  écrite.  —  Attraction  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène à  trois  axes  inégaux  sur  un  point  intérieur  ou 
extérieur. 

Epreuve  pratique.  —  Trouver  les  axes  principaux 
d'inertie  d'un  rectangle  homogène  et  d^ épaisseur  con- 
stante par  rapport  à  un  de  ses  sommets. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Théorie  de  la  lunette  méri- 
dienne. 

Epreuve  pratique.  —  Détermination  du  méridien 
d'un  lieu  par  une  mesure  d'azimut  de  l'étoile  po- 
laii  e. 


(  90  ) 
LiUe. 

« 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Question  de  Cours.    —    On  considère  V intégrale 
indéfinie 

f{x,  y)  clx, 


P 


y(x,j>  )  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y; 
on  suppose,  de  plus,  que  y  est  la  racine  carrée  d' un 
polynôme  du  quatrième  degré  en  x. 

1°  Montrer  comment  cette  intégrale  peut  être  expri- 
mée à  V  aide  des  fonctions  qui  fi  guvent  dans  l'intégra- 
tion des  fractions  rationnelles,  et,  en  outre,  à  V aide  de 
symboles  nouveaux  qui  sont  les  intégrales  elliptiques 
de  première,  de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

2°  Les  intégrales  elliptiques  étant  ainsi  définies, 
faire  "voir  comment  on  peut,  par  une  transformation 
rationnelle,  les  ramener  à  la  forme  normale. 

Problème.  —  Soie/it  f(z)  une  fonction  holomorphe 
dans  une  aire  (S),  lindtée  par  un  contour  simple  (^); 
a^  b^  X  les  affixes  de  points  distincts  intérieurs  à  (S)  ; 
a  et  ,8  des  entiers  positifs,  a  -f-  j3  =  /7. 

Démontrer  que  le  résidu  de  la  fonction 

{x  —  z){z  —  a)^{z  —  b)^' 

au  point  z  •=  a,  est  un  polynôme  entier  en  x  de 
degré  n  —  i . 

En  conclure  la  formule 


fi 


x) -, /    o(z)  dz —  Y(x), 


(  9-  ) 
l'intégrale  étant  prise  dans  le  sejis  positif,  le  long  du 
contour  (5),  et  F(\r)  désigtiant  un  poljnonie  de  degré 
n  —  I . 

Montrer  que  ce  polynôme  F(x)  satisfait  aux  n  con- 
ditions. 

¥{a)=f{a),      V\a)=f\a),      ...,       F;a-i)(a)  =./(«-!)(«), 
¥{b)=f{b),      Y'{b)=f{b),       ...,      F(MX6)=/(?-i'(6). 

Mkcamque  rationnelle. 

I.  Question  de  Cours.  —  i*^  Etablir  les  équations 
de  Resal  par  lesquelles  on  peut  remplacer  celles 
d^Euler,  dans  V étude  du  mou\>enient  d'un  solide 
autour  d'un  point  fixe,  lorsque  deux  des  moments 
principaux  d'inertie  A  et  B  sojit  égaux. 

2°  Trouver,  dans  ce  même  cas,  les  conditions  que 
doit  vérifier  le  couple  résultant  (L,  M,  N)  pour  que  le 
mouvement  se  réduise  à  une  jirécession  uniforme,  sans 
nutation. 

II.  Problème.  —  Etudier  les  mouvemejits  de  deux 
points  matériels  M  et  M,,  des  masses  m  et  m,,  non 
pesants,  s' al  tirant  proportionnellement  à  leur  dis- 
tance, et  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur 
deux  cercles  fixes  égaux  C  et  C,,  placés  de  manière 
que  leurs  plans  soient  tous  deux  perpendiculaires  à  la 
ligne  des  centres  CC, . 

On  supposera  quà  V instant  initial  la  droite  MM, 
est  parallèle  à  CC, . 

Astronomie. 

Epreuve  théorique,  —  Intégrer,  à  V aide  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  deJacobi,  les  équations  du 
mouvement  d\ine  planète  par  rapport  au  Soleil.  Inter- 
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prêter  les  constantes  introduites  en  fonction  des  élé- 
ments de  l'orbite  de  la  planète. 

Quand  la  planète  est  soumise  à  une  force  perturba- 
trice, dire  ce  qu'on  appelle  variables  képlérieivives  ; 
établir  les  équations  qui  donnent  les  dériv^ées  de  ces 
"variables. 

Epreuve  pratique.  —  Résoudre,  par  V emploi  de  la 
méthode  des  moindres  carrés,  les  équations  suivantes, 
fournies  par  des  observations  d' égale  précision 

']ix  H-  85jK  —  29  =  o, 
7837  +  3jKH-  2  =  0, 
i5a7  — 94jK4-39  =  o, 

io3a7 -h  ^ y -^  3  =  0. 

Mécanique  appliquée. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Rôle  utile  du  frottement  dans  la 
traction  mécanique.  Théorie  de  V adhérence.  Calcul  de 
V  effort  maximum  utilisable  à  la  jante  dhine  roue  mo- 
trice. Calcul  du  couple  résistant  maximum  utilisable 
dajis  le  cas  du  freinage  par  le  moteur. 

II.  Voiture  automobile  dont  toutes  les  roues  sont 
motrices.  Calcul  de  l'effort  maximum  de  traction  dis- 
ponible à  la  barre  d'attelage.  Traction  au  démarrage 
et  sur  une  rampe. 

Epreuve  pratique.  —  Epure  du  diagramme  corrigé 
de  V inertie  du  piston  et  de  l'inertie  de  la  bielle  dans 
le  cas  d'une  machine  à  vapeur  fixe  à  grande  vitesse. 

On  suppose  que  l'on  ait  obtenu  à  l'aide  d'un  dia- 
gramme d'indicateur  le  graphique  des  etïorts  moteurs 
évalués  au  bouton  de  la  manivelle. 
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On  demande  d'établir  les  deux  graphiques  qui  donnent 
les  corrections  à  apporter  au  graphique  précédent  lors- 
qu'on tient  compte  séparément  :  i"  de  l'inertie  du 
piston  ;  2"  de  l'inertie  de  la  Lielle. 

Vitesse  :  240  tours  à  la  minute. 

Longueur  de  la  bielle  :  cinq  fois  celle  de  la  manivelle. 

On  choisira  arbitrairement  les  autres  éléments. 

JV.  B.  —  En  admettant  tous  les  résultats  relatifs  aux 
mouvements  plans,  on  retrouvera  très  brièvement  les 
formules  à  employer  et  l'on  indiquera  en  quelques  mots 
la  marche  suivie. 


CORRESPOî\DA\CE. 


M.  d'Ocagne.  —  La  courbe  qui,  dans  le  faisceau  de  courbes 
parallèles  envisagées  par  M.  Gollignon  {Nouvelles  Annales, 
1900,  p.  433),  est  tangente  en  0  à  Ox  (p.  442)  est  celle  dont 
on  trouve  de  nombreuses  propriétés  dans  mon  Etude  sur  les 
coordonnées  axiales  {Nouvelles  Annales,  1884,  p.  ôdj,  et 
Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  48),  ainsi  que  cela 
résulte  d'une  remarque  de  M.  E.  Gesàro  {Nouvelles  Annales, 
1885,  p.  2-37,  et  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  90). 


BIBLIOGRAPHIE. 


Les  philosophes  géom?:tres  de  la  Grèce,  Platon  et 
ses  prédécesseurs  ;  par  G.  Milhaud,  professeur  à  la 
Faculté  des  Lettres  de  Montpellier,  i  vol.  in-8**  de  la 
CollecLion  historique  des  grands  philosophes.  Paris, 
Félix  Alcan,  éditeur.  Prix  :  6^^. 

Quels  sont,  de  Thaïes  à  Platon,  les  rapports  de  la  philosophie 
des  Grecs  avec  la  pensée  mathématique?  Telle  est  la  question 
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à  laquelle  veut  répondre  l'auteur  des  Philosophes  géomètres 
de  la  Grèce. 

Après  une  Introduction  où  il  essaie  de  définir  les  tendances 
générales  que  la  culture  mathématique  peut  imprimer  à  la 
réflexion  du  philosophe,  et  après  avoir  rappelé  les  conclusions 
d'études  antérieures  sur  le  caractère  autochtone  de  la  géo- 
lyiétrie  grecque,  M.  Milhaud  passe  en  revue  la  double  série  des 
travaux  mathématiques  et  des  doctrines,  s'efTorçant  de  mon- 
trer le  lien  étroit  qui  rattache  celles-ci  à  ceux-là.  La  première 
Partie  est  consacrée  aux  prédécesseurs  de  Platon;  la  seconde, 
de  beaucoup  la  plus  importante,  à  Platon  lui-même. 

Dans  cet  Ouvrage  on  retrouve  aisément  l'auteur  de  l'Essai 
sur  la  certitude  logique  et  du  Rationnel.  D'une  part,  les 
traits  caractéristiques  de  sa  pensée,  en  marquant  le  rôle  actif 
et  créateur  de  l'esprit  dans  l'édification  de  la  science  spécula- 
tive, nous  ont  naturellement  préparés  à  ce  genre  d'études,  où 
l'évolution  des  notions  scientifiques  ne  se  sépare  plus  radicale- 
ment des  conceptions  des  philosophes;  d'autre  part,  on  devine, 
à  la  lecture  du  Livre,  et  particulièrement  quand  il  s'agit  de 
Platon,  à  quel  point  l'auteur  se  sent  attiré  par  ses  propres 
doctrines  vers  le  rationalisme  idéaliste  des  penseurs  grecs. 


Leçons  sur  la  Théorie  des  formes  et  la  Géométrie 
ANALYTIQUE  SUPÉRIEURE,  à  l'usagG  dcs  étudiaiîts  des 
Facultés  des  Sciences;  par  M.  H.  Andoyer,  maître  de 
conférences  et  chargé  de  Cours  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  rUniversité  de  Paris.  vn-5o8  pages  gr.  in-S".  Paris, 
Gautliier-Villars,  1900.  Prix  :  i5*''. 

Il  n'existait  pas,  jusqu'à  ce  jour,  dans  la  littérature  mathé- 
matique française,  un  Traité  didactique  de  la  Théorie  des 
formes.  Les  travaux  des  géomètres  français  sur  cette  branche 
importante  des  Mathématiques  sont  épars  dans  divers  Recueils 
que  les  étudiants  ont  souvent  de  la  peine  à  se  procurer.  Chacun 
de  ces  travaux  se  rattache  d'ailleurs  à  une  partie  déterminée 
de  la  Théorie;  de  sorte  que  pour  en  avoir  une  idée  d'ensemble 
il  fallait  soit  se  livrer  à  des  recherches  laborieuses,  soit  recourir 
aux  Ouvrages  étrangers.  L'Ouvrage  de  M.  Andoyer  vient  donc 
combler  une  véritable  lacune. 
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La  Théorie  des  formes  est  intimement  liée  à  la  Théorie  des 
nombres  et  à  la  Géométrie  analytique.  Laissant  de  côté  la 
Théorie  arithmétique  des  formes,  M.  Andoyer  s'est  surtout 
attaché  à  les  étudier  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  analy- 
tique. C'est  ainsi  que  la  Géométrie  dans  un  espace  à  une  dimen- 
sion se  trouve  ramenée  à  la  Théorie  des  formes  binaires,  et  la 
Géométrie  dans  un  espace  à  deux  dimensions  se  trouve  à  sou 
tour  ramenée  à  la  Théorie  des  formes  ternaires. 

L'étendue  de  ce  Recueil  ne  nous  permet  pas  de  suivre  l'Au- 
teur dans  tous  ses  développements.  Nouï»  nous  bornerons  donc 
à  indiquer  rapidement  le  plan  général  de  l'Ouvrage. 

Il  est  divisé  en  deux  Livres  correspondant  respectivement 
à  la  Géométrie  binaire,  c'est  à-dire  à  la  Géométrie  dans  un 
espace  à  une  dimension,  et  à  la  Géométrie  ternaire,  c'est-à-dire 
à  la  Géométrie  dans  un  espace  à  deux  dimensions. 

Le  Livre  f  comprend  la  théorie  générale  des  invariants  des 
systèmes  binaires,  les  formations  invariantes,  les  systèmes 
linéaires,  les  résultants  et  les  discriminants,  et  une  étude 
complète  de  la  forme  bilinéaire,  des  systèmes  quadratiques, 
des  formes  canoniques  et  particulièrement  des  formes  cubique, 
biquadratique  et  quintique;  suit  une  étude  de  la  forme  linéo- 
quadratique,  des  formes  à  deux  séries  de  variables,  et  enfin 
l'application  des  divers  résultats  obtenus  à  la  Géométrie 
binaire. 

Le  Livre  II  se  développe  parallèlement  au  Livre  I.  Voici  les 
titres  principaux  des  Chapitres  : 

Théorie  des  invariants  des  systèmes  ternaires.  —  Les  sys- 
tèmes linéaires.  —  La  forme  bilinéaire  et  l'Homographie.  — 
La  série  quadratique.  —  Le  système  de  deux  formes  quadra- 
tiques. —  La  correspondance  réciproque  entre  deux  espaces 
coïncidents.  —  Le  système  de  deux  formes  bilinéaires  et  la 
correspondance  quadratique  birationnelle.  —  Étude  géomé- 
trique du  réseau  des  séries  quadratiques.  —  La  série  cubique. 
—  La  forme  trilinéraire.  —  La  série  quartique.  —  La  Géo- 
métrie métrique  ternaire  en  général.  —  La  Géométrie  métrique 
ternaire  spéciale. 

Dans  la  pensée  de  son  Auteur,  le  Livre  de  M.  Andoyer 
s'adresse  plus  spécialement,  ainsi  que  son  titre  l'indique  d'ail- 
leurs, aux  étudiants  des  Facultés  des  Sciences.  Il  est  certai- 
nement appelé  à  leur  rendre  de  très  grands  services;  mais  les 
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personnes  qui  s'intéressent  aux  idées  nouvelles  de  la  Géométrie 
supérieure,  et  leur  nombre  devient  de  plus  en  plus  considérable, 
le  liront  avec  le  plus  vif  intérêt.  Je  range  dans  cette  catégorie 
les  professeurs  soucieux  d'acquérir  des  idées  générales  pour  le 
plus  grand  profit  de  leurs  élèves.  Nos  lecteurs  nous  sauront 
donc  gré  de  leur  avoir  présenté  ce  Livre  de  très  grande  valeur 
et  formeront  avec  nous  le  souhait  que  le  distingué  géomètre 
qu'est  l'Auteur  nous  donne  bientôt,  comme  il  l'annonce  dans 
sa  préface,  la  Théorie  des  formes  quaternaires  et  son  applica- 
tion aux  espaces  à  trois  dimensions.  X.  A. 


OllESTIOiVS. 


1910.  On  donne  l'hyperboloïde  à  une  nappe 

On  considère  deux  génératrices  G  et  K  de  même  système  dont 
les  pieds  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  sont  aux  extrémités 
d'un  même  diamètre  : 

i**  Trouver  les  équations  delà  droite  A  perpendiculaire  com- 
mune à  G  et  K  ; 

2°  Trouver  la  surface  lieu  de  A  (conoïde  de  Plucker); 

3"  Trouver  sur  cette  sinface  le  lieu  des  points  tels  que  les 
plans  tangents  fassent  un  angle  donné  6  avec  le  plan  de  l'el- 
lipse de  gorge.  Construire  les  projections  de  ce  lieu  sur  les 
plans  de  coordonnées.  Gn.  Bioche. 


ERRATA. 


3«  série,  Tome  XIX  : 

Page  492,  ligne  2  en  remontant,  deuxième  formule,  dénomina- 
teur; au  lieu  de  jx  —  2,  lisez  jx  +  2. 
Page  582  (Tables);  après  la  ligne  7,  ajoutez  : 

Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures;  concours  de  1900; 
Géométrie  analytique;  Epure;  première  et  deuxième  ses- 
sions      567 


J{  E  L  L  A  \  I  r  I S 
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DEUYIÈ^IE  COIVCOIRS  DES   <  NOUVELLES  ANMLES  > 
POUR  1900. 


Résultat. 

Examen  fait  des  nombreux  Mémoires  envoyés^  dont 
la  plupart  élaienl  excellents,  les  juges  du  Concours  se 
fussent  trouvés  fort  embarrassés,  s'il  n'était  stipulé  qu'à 
mérite  égal,  c'est  l'œuvre  la  plus  concise  qui  doit  avoir 
la  préférence.  Ils  n'ont  donc  pas  hésité  à  se  prononcer 
en  faveur  du  Mémoire  q\ie  nous  publions  dans  le  pré- 
sent numéro.  L'auteur  ayant  manifesté  le  désir  formel 
de  garder  l'anonyme,  nous  devons  nous  y  conformer 
scrupuleusement. 


[M-3h] 

DEUXIÈME  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 
POUR  1900; 

Par  un  Anonyme. 


Sujets 


Les  axes  Ox,  Oy,  Oz  étant  supposés  rectangu- 
laires, on  donne  dans  le  plan yOz  le  cercle  (G)  et  la 
droite  (D)  définis  par  les  équations 

(C)  y'^-\-z'^—c'z  =  o, 

(D)  z  —c     =o, 

Ann .  de  Mathémat.,  l\^  série,  t.  ï.   (Mars  1901.)  7 
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puis  on  considère  une  hypejbole  équilatère  (H)  située 
dans  un  plan  (II)  {Jig-  t)  passant  par  Ox  et  dont  les 

Fie:.  I. 


sommets  réels  A  et  A'  sont  situés,  le  premier  sur  la 
droite  (D),  le  second  sur  le  cercle  (C)  {le  point  A' 
étant  distinct  du  point  O). 

1°  Lorsque  le  plan  H  tourne  autour  de  Ox^  Vhyper- 
bole  (H)  engendre  une  surface  du  troisième  ordre  (S) 
tangente  au  plan  des  xy  tout  le  long  de  V axe  Ox. 

2°  On  considère  une  droite  variable  (A)  assujettie  à 
s^ appuyer  sur  Ox  et  sur  la  droite  (D),  et  le  point  M 
{fis-  -'^)'  '^^'^  ùtué  sur  Ox  ou  sur  (D),  intersection  de 

Fig.  2. 


la  droite  A  et  de  la  surface  cubique  (S). 

Montrer    que    les    coordonnées    du  point   M   s^ex- 
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piiuieiit  rafioimcîlenient  en  foiiclioii  des  deux  coor- 
données variables  du  j)oint  jjl,   trace  de  la  droite   A 
sur  le  plan  z  =iic. 

3°   Quand  le  point  M  décrit   la   section  de  la  sur- 
face  (S)   par   un   plan    (P),    le   point    ]x    décrit    une 
cubique  (F),  et  quand  le  plan  (P)  varie,  la  cubique  (F) 
passe  par  six  points  fixes  qui  sont  les  sommets  d'un 
quadrilatère  complet. 

4**  Trouver  toutes  les  droites  tracées  sur  la  surface. 

5°  Quand  le  point  JM  se  déplace  sur  la  su/ face  (S) 
de  façon  que  le  plan  tangent  en  M  passe  par  un  point 
fixe  de  V espace,  Q,  le  point  ]x  décrit  une  conique. 

Oit  doit  se  trouver  le  point  fixe  pour  que  cette 
conique  se  décompose  en  deux  droites  ou  se  réduise  à 
une  droite  double? 

Que  peut-on  conclure  de  là  pour  le  cône  circonscrit 
à  la  surface  (S)  et  dont  le  sommet  est  le  point  Q? 

6°  Etudier  le  lieu  du  point  ]\1  quand  le  point  |jl 
décrit  une  droite  située  dans  le  plan  ^  =  2C, 

La  surface  dont  J'élude  constitue  Fobjel  du  problème 
proposé  est,  comme  nous  Je  verrons  j)Jus  loin,  une  sui- 
facc  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles.  Nous 
alJons  donc  étudier  d'aJjord  Jes  propriétés  d'une  telle 
surface  :  Ja  solution  de  la  question  en  sera  une  consé- 
quence. Nous  aurons,  pour  cela,  recours  à  wwii  trans- 
foimation  qui  peut  èti e  considérée  comme  une  généra- 
lisation de  la  transformation  plane  du  second  ordre. 

1.  Les  trajisformations  (T).  —  Nous  désignerons 
par  transformations  (T)  les  transformations  ponctuelles 
involutives  qui  associent  entre  eux  deux  points  m  elm', 
dont  les  coordonnées  homogènes 

(x,y,  z,  f)     et     (.r,  y,  z\  t' ) 
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relatives  à  un  même  tétraèdre  de  référence  sont  unies 
par  les  relations 

xx'^k,        yy=B,         zz'=G,         tt'=D. 

On  voit  immédiatement  qu'à  un  sommet  du  tétraèdre 
de  référence  correspondent  tous  les  points  de  la  face 
opposée;  de  même,  à  tout  point  d'une  arête  de  ce 
tétraèdre  correspondent   tous  ceux  de  l'arête  opposée. 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  droite  quelconque  se  trans- 
forme en  une  cubique  gauclie  circonscrite  au  tétraèdre 
de  l'éférence.  On  en  déduit  qu'une  surface  d'ordre  Ji  se 
transforme  généralement  en  une  surface  d'ordre  3/i  : 
cette  dernière  admet  les  sommets  du  tétraèdre  pour 
points  multiples  d'ordre  a/z,  et  ses  arêtes  pour  généra- 
trices d'ordre  n. 

Remarquons  encore  qu'à  un  plan  issu  d'une  arête 
correspond  un  plan  issu  de  la  même  arête.  Ces  plans, 
étant  léciproques,  se  coriespondent  involutivement;  par 
suite,  par  chaque  arête  il  passe  deux  plans  coïncidant 
avec  leurs  homologues.  A  une  droite  s'appuyant  sur 
deux  arêtes  opposées,  c'est-à-dire  commune  à  deux  plans 
issus  de  ces  arêtes,  correspondra  donc  une  droite  ana- 
logue. 

Si  les  deux  plans  considérés  sont  doubles,  il  en  sera 
de  même  de  leur  intersection;  il  y  a  donc  quatre  droites 
doubles  s'appuyant  sur  chaque  couple  d'arêtes  opposées 
du  tétraèdre  fondamental. 

2.  Soit  A  l'une  de  ces  droites  doubles,  s'appuyant  sur 
les  arêtes  opposées  A  et  A' du  tétraèdre  fondamejital,  et 
soient  M  et  M'  deux  droites  homologues  s'appuyant  sur 
ces  mêmes  arêtes  :  nous  aurons  à  envisager  la  transfor- 
mation ponctuelle  (w,  jîî')  qui  associe  les  traces  de  ces 
droites   M  et  M'   sur  un  plan  P  issu  de  A.  Nous  allons 
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montrer  que  celle   transformalion   est   une   homologie 
involutive. 

Soient,  en  elî'el,  a  et  a'  les  points  où  A  coupe  A  et  A'; 
puisque  les  plans  AM  et  AM'  se  correspondent  involuti- 
veuient,  il  en  est  de  même  de  leurs  traces  amet  a///; 
les  droites  cfJ m  et  rt! m'  décrivent  également  des  faisceaux 
involutifs;  d'ailleuis,  dans  ces  deux  involutions  la 
droite  aa'  se  correspond  à  elle-même.  Soient  ato  et  cfJ lo 
les  deux  auties  rayons  doubles  de  ces  involutions,  c'est- 
à-dire  les  conjuguées  harmoniques  de  la  droite  aa'  par 
rapport  aux  angles  mcLni'  et  rncLui'  :  il  est  bien  évident 
que  la  droite  mm'  passe  par  to,  et  que  le  segment  mjn' 
est  divisé  harmoniquement  par  le  point  to  et  la  droite  aa  ; 
riiomologie  annoncée  en  résulte. 

Si  m  coïncide  avec  la  trace  j^  ou  y  d'une  aièle  du 
tétraèdre,  il  est  d'ailleurs  évid(mt  que  m' coïncidera  avec 
la  trace  ,8'  ou  y'  de  l'arête  opposée.  I.e  centre  d'iiomo- 
logie,  (0,  est  donc  le  point  de  concours  des  diagonales  p^' 
el  yy'  du  quadrilatère  complet  olol^^^'^Y  déterminé  sur 
le  plan  V  par  les  traces  des  arêtes  du  tétraèdre  fonda- 
mental. 

3.  Les  surfaces  du  troisième  ordre  à  (juatre  points 
doubles.  —  D'après  les  remarques  faites  plus  haut  (n'*  1), 
une  transformation  (T)  associe  à  un  plan  une  surface 
du  troisième  ordie  passant  par  les  arêtes  du  tétraèdre 
fondamental  et  admettant  ses  sommets  pour  points 
doubles.  La  réciproque  est  immédiate,  car  une  telle 
surface,  S,  a  nécessairement  une  équation  de  la  forme 

a         p         Y        ° 
X       y       z        t 

On  vérifiera  sans  peine  que  le  plan 

X        Y 


(  Ï02  ) 

touche  S  en  tous  les  points  d'une  arête,  et  la  coupe,  par 
suite,  suivant  une  autre  génératrice,  A,  qui  est  aussi 
dans  le  plan 


z 

0 

— 

-V 

— 

—  o. 

ï 

t 

Ainsi,  S  contient  tiois  génératrices  A,  s'a  ppu^' an  t  res- 
pectivement sur  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  et 
contenues  toutes  trois  dans  le  plan 

X         y        z         t 

a         p         Y        û 

Nous  allons  voir  que  ces  droites  et  les  arêtes  du  té- 
traèdre des  points  doubles  sont  les  seules  génératrices  de 
la  surface  S. 

4.  Seclio7is  planes.  —  Par  une  transformation  (T),  à 
tout  point /^i  de  S  correspond  un  point  m'd'un  plan  P.  Con- 
sidérons de  même  un  plan  Q;  la  même  transformation  lui 
associe  une  surface  S  analogue  à  S,  et  à  la  courbe  (Q,  S) 
correspond  la  courbe  (S,  P),  c'est-à-dire  une  cubique,  F, 
qui  passe  par  les  traces  sur  le  plan  P  des  arêtes  du  lé- 
tiaèdre  fondamental^  désignons  par  K  le  quadrilatère 
complet  dont  ces  tiaces  sont  les  sommets;  nous  voyons 
que  : 

Par  une  transformation  (T),  aux  sections  planes 
de  S  correspondent  dans  un  plan  P  des  cubiques  F  cir- 
cojiscrites  au  quadrilatère  complet  K  formé  par  la 
section  du  tétraèdre  des  points  doubles. 

Si  le  plan  Q  passe  par  un  des  points  doubles,  a,  la 
cubique  F  se  décompose  en  la  trace  du  plan  des  autres 
points  doubles  et  en  une  conique  qui  passe  par  les  traces 
des  trois  arêtes  issues  de  a.  Si  le  plan  Q  passait  par  une 
arête  du  tétraèdre,  F  se  décomposerait  en  deux  côtés  du 
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(jiiadrilalère  K  el  en  une  droite  issue  du  point  de  con- 
cours des  trois  autres. 

5.  Il  reste  encore  pour  F  un  autre  mode  de  décompo- 
sition :  elle  peut  être  formée  par  une  diagonale,  aa',  du 
quadrilatère  K,  et  par  une  conicjue  passant  par  les 
quatre  sommets  |B,  ^3',  y,  y'.  Or,  ainsi  que  nous  l'avons 
remarqué  (n°  1),  à  la  droite  aa'  correspond  une  droite 
s'appuyant  sur  A  et  A'  :  c'est  une  des  trois  génératrices  A 
signalées  tout  à  l'heure  (n°  3);  les  deux  autres  corres- 
pondraient aux  diagonales  [jj^'  et  vy'. 

jNous  avons  d'ailleurs  obtenu  tontes  les  génératiices 
de  la  surface,  car  nous  avons  examiné  tous  les  modes  de 
décomposition  de  F. 

6.  Lignes  asytnplofif/iies.  —  En  dehors  de  ces  cas  de 
décomposition,  la  cubique  F  peut  présenter  un  point 
double,  lors(|ue  le  plan  Q  est  tangent  à  S.  Or,  on  sait 
que,  si  une  cubique  circonsciite  à  jin  (juadrilatère  com- 
plet présente  un  point  double,  les  tangentes  en  ce  point 
sont  les  rayons  doubles  de  Finvolution  définie  par  les 
droites  qui  joignent  le  point  double  aux  sommiits  du  qua- 
drilatère :  par  suite,  ces  tangentes  touchent  chacune  une 
des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  et  qui  passent  par 
le  point  double.  De  là  résulte  immédiatement  que  : 

Par  la  LiansjomiaLion  (T),  aux  lignes  asympLo- 
tiques  de  S  conespondeni  dans  le  jilan  P  les  coniques 
inscrites  au  quadrilatère  K. 

7.  Courbes  de  contact,  des  cônes  circonscrits.  — 
Cherchons  maintenant  la  transformée  de  la  courbe  de 
contact  du  cône  de  sommet  o-  circonscrit  à  la  surface  S. 
Puis(]ue  aux  droites  issues  de  7  correspondent  les  eu- 
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biques  gauches  circonscrites  au  tétraèdre  fondamental  et 
passant  par  o-',  la  transformée  en  (juestion  est  le  lieu  des 
points  de  contact  de  celles  de  ces  cubiques  qui  touchent 
le  plan  P. 

Or,  on  sait  (')  que  les  cubiques  gauches  qui  passent 
par  cinq  points  fixes  ont  pour  traces  sur  un  plan  fixe  Pies 
sommets  d'un  triangle  conjugué  à  une  conique  fixe  :  si 
deux  de  ces  sommets  sont  confondus,  ils  sont  donc  sur 
cette  conique,  qui  constitue  le  lieu  cherché.  Elle  est 
d'ailleurs,  comme  on  sait,  conjuguée  aux  traces  de  deux 
droites  joignant  deux  couples  de  points  arbitrairement 
choisis  parmi  les  cinq  points  fixes.  Toutes  les  coniques 
qu'on  obtiendra  diviseront  donc  harmoniquement  les 
segments  aa',  ^^'  ei  yy'.  Ainsi  : 

Paj'  la  trajisforniation  (T),  à  la  courbe  de  contact 
crun  cône  circonscrit  à  S  correspond  dans  le  plan  P 
une  conique  qui  divise  harniojiiquement  les  diagonales 
du  quadrilatère  R. 

On  voit  aisément  que,  si  l'on  considère  trois  de  ces 
coniques,  leur  hessienne  est  la  cubique  F  qui  représente 
la  section  de  S  par  le  plan  des  sommets  des  trois  cônes 
considérés. 

8.  Les  coniques  que  nous  venons  d'obienir,  n'étant 
assujetties  qu'à  deux  conditions  linéaires,  peuvent  se 
décomposer  en  deux  droites,  dont  l'une  arbitraire.  Mais, 
dans  ce  cas,  la  courbe  de  contact  présente  un  point 
double^  et,  par  suite,  a-  est  sur  S.  D'ailleurs,  nous  avons 
indiqué  (n"  1)  qu'à  toute  droite  la  transformation  (T) 


(')    Voir,  par  exemple,  K.  DuroncQ,  Premiers  Principes  de  Géo- 
métrie moderne,  p.  109. 
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associe  une  cubique  gauche  circonscrite  au  tétraèdre  des 
points  doubles.  Par  suite  : 

Le  cône  circonscrit  à  S,  issu  d'un  point  de  cette  sur- 
face,  se  décompose  en  deux  cônes  du  troisième  ordre 
qui  touchent  S  eii  tous  les  points  de  deux  cubiques 
gauches,  passant  par  Les  quatre  points  doubles. 

0.  Autre  représentation  plane  de  S.  —  Soit  P  un 
plan  issu  de  celle  des  trois  génératrices  A  qui  s'appuie 
sur  les  arêtes  A  et  A^  Toute  droite  M  s'appuyant  sur 
ces  arêtes  coupe  S  et  P  en  deux  points  p.  et  m,  et  il  est 
facile  de  voir  que  les  coordonnées  de  [Ji  s'expriment  ra- 
lionnellenient  en  fonction  de  celles  de  m.  On  peut  donc 
envisager  ce  nouveau  mode  de  représentation  plane. 

Or,  il  existe  une  transformation  (T)  qui  associe  entre 
eux  le  plan  P  et  la  surface  S^  cai-,  si  leurs  équations 
sonl 

/  j  a        3        Y        S 


X        y        z        t 


il  suffit  de  prendre 


A  =  -,  B  =  Ç,  C=  -'-,  D  =  -,. 

(t  b  c  a 

La  génératrice  A  se  correspondra  d'ailleurs  évidem- 
ment à  elle-même.  Soit  M'  la  droite  que  cette  transfor- 
mation associe  à  iM,  et  i.'/,  m  les  points  où  elle  coupe  S 
et  P.  Nous  avons  vu  précédemment  (n"  2)  que  la  trans- 
formation (m,  m')  est  une  liomologie.  J^a  transforma- 
tion (a,  m),  égale  au  produit  des  transformations  ({i.,  m') 
et  (m',  m),  c'est-à-dire  de  la  transformation  (T)  et 
d'une  liomologie,  jouit  donc  des  propriétés  projectives 
énoncées  pour  la  transformation  (T)  :  il  suffit  de  se  rap- 
peler que  (n°  2)  le  quadrilatère  complet  (K)  se  trans- 
forme en  lui-même  par  l'homologie  (///,  m'). 


(    -06  ) 
10.    Application   au   cas    particulier   de    l'énoncé. 
—  On  trouve  sans  difficulté  que  la  surface   envisagée 
dans  l'énoncé  a  pour  équation 

X'^Z  =  {Z  —  c)(jk2-+--32_  c'z). 

Reiuarquons  que  si  le  plan  II  passe  par  l'un  ou  l'autre 
des  points  communs  à  la  droite  (D)  et  au  cercle  (C), 
l'hyperbole  (H)  se  réduit  à  deux  droites,  et  il  est  bien 
évident  que  les  deux  couples  de  droites  ainsi  obtenus 
coupent  Ox  aux  mêmes  points.  Ces  quatre  droites 
forment  donc  avec  Ox  et  (D)  six  arêtes  d'un  tétraèdre, 
contenues  sur  la  surface. 

Obseivons  enfin  que  la  surface  passe  par  la  droite 
à  l'infini  du  plan  z  =.  2C^  cette  droite  joue  donc  le 
rôle  de  la  droite  A  envisagée  dans  le  numéro  précé- 
dent, et  tous  l(;s  résultats  énoncés  deviennent  ainsi  une 
conséquence  immédiate  de  ceux  que  nous  venons  d'ex- 
poser. 


[L'-15c] 

SllR   LA   OUESTIO^   DU   PREMIER  CONCOURS 

DES  «  IVOPELLES  A\MLES  »  POLR  1900; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I.  On  connaît  les  faits  suivants.  Étant  données  deux 
tangentes  à  une  quadrique,  les  tangentes  à  la  quadrique 
qui  rencontrent  les  deux  tangentes  données  forment 
deux  systèmes  distincts  ;  le  lieu  des  points  de  contact  se 
compose  de  deux  coniques  dont  les  plans  passent  par  la 
corde  des   conlacts  des  deux  tangentes  données,  et  for- 
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nient  un  faisceau  harmonique  avec  les  plans  qui  pas- 
sent par  cette  corde  et  par  les  deux  tangentes  fixes.  Si 
l'on  prend  deux  tangentes  du  même  système,  elles  for- 
ment, avec  les  deux  premières,  un  contour  quadj  angu- 
laire circonscrit  de  première  espèce,  les  cjuatre  points 
de  contact  étant  dans  un  même  plan;  deux  tangentes  de 
systèmes  différents  donnent  des  contours  de  seconde 
espèce,  le  plan  de  trois  quelconques  des  points  de  con- 
tact rencontrant  le  dernier  côté  en  un  point  dont  le 
conjugué  harmonique  par  rapport  aux  cxtiémités  de  ce 
<ôlé  est  le  point  de  contact  situé  sur  ce  coté*,  le  théo- 
rème de  Carnot  donne  naturellement  ces  deux  espèces 
de  (juadrilatères  (Cf.  Painvi:\,  Géométrie  analytique 
de  l'espace,  li^  Partie,  p.  i49î  Mamvheim,  Bull,  delà 
Soc.  math.,  géométriquement,  p.  78^  ï^97)- 

Il  faut  ajouter  un  fait,  qui  n'a  peut-être  pas  été  re- 
marqué, et  pour  lequel  nous  désignerons  un  contour 
quadrangulaire  par  la  notation  (M,  IN)  (M',  IN')  qui 
indi(jue  les  deux  couples  de  sommets  o[)posés  :  Lors- 
(piun  contour  quadrangulaire  (INI,  IN)  (M',  N')  est 
circonscrit  à  une  quadrir/ue,  si  Von  considère,  par 
exemple,  les  deux  cônes  de  sommets  M  et  N  circon- 
scrits à  la  quadrique  et  les  deux  coniques  suivant  les- 
quelles se  coupent  ces  deux  cônes,  les  points  M'  et  N' 
sont  sur  une  même  de  ces  deux  coniques  (juand  le  con- 
tour est  de  première  espèce^  tandis  que  le  point  W  est 
sur  C une  de  ces  coniques  et  le  point  N'  sur  l'autre 
quand  le  contour  est  de  seconde  espèce  ;  on  le  voit  en 
rapportant  la  quadrique  au  tétraèdre  MNM'N'. 

Cela  posé,  si  l'on  se  donne  une  quadrique  S  et  un 
terne  de  points  x\,  B,  C,  on  peut  chercher  un  terne 
de  points  A',  \V ^  C  tels  que  les  /ze/t/*  droites  joignant 
un  point  non  accentué  à  un  point  accentué  soient  tan- 
gentes à  la  (juadrique.   Les  cônes  de  sommets  A,  H,  C 
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circonscrits   à  la  quadrique  se  coupent  en  huit  points 
dont  trois  seront  les  point  A',  B',  C'^  les  équations  des 
trois  cônes 

S-+-a2=:o,         S-{-!î2=o,         S  +  Y^^o 

montrent  que  les  huit  points  d'intersection  sont  deux  à 
deux  sur  quatre  droites  Oa,  O^,  Oc,  0<i  données  par 
les  équations 

et  le  point  O,  intersection  des  plans  polaires  des  points 
A,  B,  G,  est  le  pôle  du  plan  ABC.  Il  y  a  lieu  de  re- 
chercher l'influence  du  choix  des  trois  points  A',  B',  G' 
sur  la  nature  des  contours  quadrangulaires  de  la  figure; 
ces  contours  sont  au  nombre  de  neuf,  deux  sommets 
opposés  pouvant  être  (B,  G),  (G,  A),  (A,  B),  en  même 
temps  que  les  deux  autres  pevivent  être(B',  G'),  (G',  A^), 
(A',  B'). 

1°  Si  l'on  suppose  d'abord  que  deux  des  trois  points 
A',  B^,  G'  ne  sont  pas  sur  une  même  droite  issue  de  O, 
ou  peut  prendre  ces  points  respectivement  sur  les  trois 
premières  droites^  alors,  des  deux  coniques  d'intersec- 
tion des  cônes  B  et  G,  par  exeuiple,  coniques  situées 
dans  les  plans  ^  =  —  y,  jB  =  y,  ou  ^Oc  et  dOa^  la 
première  passe  par  les  points  B'  et  G',  la  seconde  passe 
en  A',  de  sorte  que  le  contour  désigné  par  la  notation 
(B,  G)  (B',  G')  est  de  première  espèce,  tandis  que  les 
contours  (B,  G)(B',A')  et  (B,  G)(G',A')  sont  de  se- 
conde espèce;  les  trois  points  A',  B',  G' ('orrespondent 
donc  un  à  uu  aux  points  A,  B,  G,  les  trois  tangentes 
A  A',  BB',  CG'  jouent  un  rôle  à  part,  et  chacun  des  trois 
contours  (B,  G)  (IV,  G'),  (G,  A)  (G',  A'),  (A,  B)  (A',  B') 
est  de  première  espèce,  les  six  autres  étant  d(?  seconde 
espèce. 
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2°  Si  1  on  suppose,  en  second  lieu,  que  les  deux 
points  A'  et  B'  sont  sur  O^,  le  point  C  étant  sur  Oc,  il 
arrive  ceci  :  des  deux  coniques  d'intersection  des  cônes 
A  et  B,  celle  qui  est  dans  le  plan  a=  [3  ou  dOc  con- 
tient les  trois  points  A^  B',  C'^  des  deux  coniques  d'in- 
tersection des  cônes  C  et  A,  ou  C  et  B,  celle  qui  est  dans 
le  plan  ^O^  ou  dOa  contient  les  points  A'  et  B',  l'autre 
contenant  le  point  C.  Dans  ces  conditions,  les  cinq  con- 
tours dont  deux  sommets  opposés  sont  (A,B)  ou(A',  B^) 
sont  de  première  espèce,  les  quatre  autres  étant  de  se- 
conde espèce,  c'est-à-dire  que  les  sommets  C  et  C  jouent 
un  rôle  à  part;  en  somme,  les  points  de  contact  i,  2, 
3,  4  tles  côtés  du  contour  (A,B)(A',  B)  sont  dans  un 
même  plan,  et,  de  plus,  les  droites  12  et  34  coupant  AB 
en  S,  les  droites  i4  et  23  coupant  A'IV  en  S',  la  corde 
des  contacts  pour  C'A  et  G'B  coupe  AB  en  S,  ce  qui 
donne  encore  deux  contours  (A,  B)(C,  A')  et  (A,  B)(G',  B') 
de  première  espèce,  la  corde  des  contacts  pour  CA'  et 
CB'  coupe  A'B'  en  S',  ce  qui  donne  les  deux  derniers 
contours  (A',  B')  (C,  A)  et  (A',  B')(C,  B)  de  première 
espèce. 

II.  La  figure  dépend  de  18  paramètres.  Si  l'on  se 
donne,  pour  le  premier  des  deux  cas  indiqués,  la  qua- 
dri(jue  S  et  les  trois  tangentes  A  A',  BB',  CC  qui  jouent 
un  rôle  à  part,  on  cherche  à  obtenir  un  contour  hexa- 
gonal AB'GA'BC'A  ayant  ses  six  côtés  tangents  à  la 
(juadrique,  et  tel  que  les  deux  tangentes  AB'  et  A'B, 
par  exemple,  appartiennent  à  un  même  système  ;  ce  pro- 
blème, qui  semble  déterminé,  est  en  réalité  impossible 
ou  indéterminé. 

Soit  A  un  point  quelconque  sur  AA'^  on  en  déduit 
un  seul  point  B',  un  seul  point  C,  un  seul  point  A', 
en  choisissant   chaque  fois  l'une  des  deux  correspon- 
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danccs  honiograplnqiK.'s  ([ui  se  proscutenl:  comme, 
d'après  l'hypothèse  faite,  les  trois  correspondances 
suivantes  (A',  B),  (B,  C),  (C,  Ai)  sont  identiques  aux 
trois  premières,  la  relation  entre  A'  et  A,  est  iden- 
tique à  celle  qui  a  lieu  entre  A  et  A';  pour  que  A, 
puisse  se  confondre  avec  A,  sans  que  A^  se  confonde 
avec  A,  ce  qui  donnerait  une  solution  parasite,  il  faut 
que  cette  relation  homographique  entie  A  et  A'  ad- 
mette un  couple  de  points  distincts  échangeables,  au- 
quel cas  la  relation  est  involutive  et  le  contour  hexa- 
gonal se  ferme  de  lui-même,  quel  que  soit  le  point  de 
départ  A.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  quand  les  trois 
tangentes  A  A',  BB',  CC^  concourent  en  un  point  R; 
car,  en  désignant  par  a,  p,  y  les  points  de  contact  de 
ces  tangentes,  si  l'on  met  A  en  a,  on  a  le  contour  hexa- 
gonal aRyRjSRa;  mais  les  trois  tangentes  vérifient  ici 
trois  conditions,  alors  qu'une  condition  suffit. 

Pour  le  second  des  deux  cas  indiqués,  on  peut  se 
donner  la  quadrique  et  le  contour  (  A,  B)  (A',  B')  de 
première  espèce;  on  prend  le  point  G'  sur  celle  des 
deux  coniques  d'intersection  des  cônes  circonscrits  A 
et  B  qui  contient  les  points  A'  et  B',  et  l'on  déter- 
mine le  point  G  sur  celle  des  deux  coniques  d'inter- 
section des  cônes  ciiconscrits  A'  et  B'  qui  contient  les 
points  A  et  B;  pour  cela,  on  coupe  cette  conique  par 
le  cône  circonscrit  G',  et  comme  A  et  B  sont  deux 
points  de  l'intersection,  on  a  le  choix  entre  deux  posi- 
tions du  point  G. 

Si  Ton  se  donne  arbitrairement  les  six  points  A,  B,  G, 
A',  B',  G',  les  seules  quadriques  tangentes  aux  neuf 
droites  sont-elles  des  quadrifjues  évanouissantes  réduites 
à  des  coniques  passant  par  les  points  A,  B,  G  ou  par 
les  points  A/,  B',  G'?  Ou  bien  existe-t-il  généralement 
des  quadriques  véritables  tangentes    aux   neuf  droites. 


I 
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les  coiitacls  remplissant  les  condilions  du  premier  cas? 
En  existe-l-il  avec  les  conditions  du  second  cas?  Ces 
questions  dépendent  du  problème  général  des  qua- 
driqiies  tangentes  à  neuf  droites,  problème  sur  lequel 
la  question  posée  avait  pour  but  d'altirer  l'attention  ; 
j'avoue  n'avoir  pu  les  résoudre. 

Le  cas  où  les  trois  droites  AA',  BB',  Q£J  sont  con- 
courantes est  facile  à  traiter.  Si  l'on  considère  une  qua- 
dritjue  tangente  à  ces  trois  droites  et  aux  cinq  pre- 
miers côtés  du  contour  hexagonal  AB'CA'BC'A,  cette 
quadrique  louche  le  sixième  côté  du  contour  :  elle 
donne  lieu,  en  ellét,  à  une  infinité  simple  de  contours 
hexagonaux  A,  B,  G|  .  .  .  C,  A, ,  dont  les  six  côtés  lui 
sont  tangents,  et  celui  de  ces  contours  qui  commence 
en  A  se  confond  avec  le  contour  AB'G.  .  .C'A,  puisque 
ces  deux  contours  ont  cinq  cotés  communs. 

Note.  —  J'indique  en  terminant  les  faits  suivants, 
dont  le  premier  concerne  une  quadrique  tangente  à 
neuf  droites  : 

Étant  donnés  cinq  plans  <7,  /:>,  c,  d,  e^  qui  se  cou- 
pent deux  à  deux  suivant  dix  droites,  si  l'on  néglige 
la  droite  (d^  e),  il  existe  une  seule  quadrique  tangente 
aux  neuf  droites  restantes  ;  le  plan  polaire  du  point 
(rt,  />>,  c)  par  rapport  à  cette  quadrique  est  le  plan  po- 
laire du  même  point  par  rapport  au  système  des  deux 
j flans  d  et  e. 

H  est  impossible  que  les  dix  droites  dUntersection 
de  cinq  plans  (ou  les  dix  droites  de  jonction  de  cinq 
points)  soient  tangentes  à  une  quadrique  de  discrimi- 
nant noji  nul. 
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SUR  LA  SIMILITUDE  DIRECTE  DANS  LE  PLAN, 
APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DES  ÉOllIPOLLENCES; 

Par  m.  R.  BRIGARD. 


1 .  Considérons  un  plan  rapporté  à  deux  axes  rec- 
tangulaires Ojc,  Oy.  On  sait  que  la  méthode  des  équi- 
pollejices  (Caucliy,  Bellavitis)  est  un  procédé  de  calcul 
géométrique  dont  voici  le  principe  :  Tout  vecteur  AB 
est  représenté  par  la  quantité  complexe  x  -\-  yi^  x  et  y 
étant  les  projections  de  ce  vecteur,  respectivement 
sur  Ox  et  sur  Oy.  Réciproquement,  à  toute  imagi- 
naire X  -\-  yi  correspond  un  vecteur  défini  en  grandeur 
et  en  direction,  mais  non  en  position. 

On  a 

AB^  — BA. 

Trois  points  quelconques  A,  B,  C  donnent  lieu  à 
l'identité  entre  vecteurs 

AB  +  BG-f-GA  =  o. 

Enfin,  la  similitude  directe  de  deux  triangles  AA'A^'', 
BB'B'^  s'exprime  par  l'égalité 

AA'        BB' 


A  A"       mV 

2.  Ces  principes  étant  rappelés,  considérons  deux 
triangles  directement  semblables  AA'A'',  BB'B"  et  po- 
sons 

vecteur     OA  =x^  OB  =y, 

»       o\.'  =  x',      0B'=y, 

»  OM'=x\         OB"=y". 


On  a  la  rclalioii 

qui  peut  s'écrire 

(I) 
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AA/  _  BB ' 

x' —  ./•        v' —  y 


X  —X        y  —y 


Si  l'on  considère  (.r,jK)i  {^'^  y')-)  {j^''\  J'")  comme  les 
coordonnées  cartésiennes  de  trois  points  (imaginaires), 
l'égalité  précédente  exprime  que  ces  trois  points  sont  en 
ligne  droite. 

Ainsi,  à  tout  système  de  deux  tiian^les  directement 
semblables,  on  peut  faire  correspondre  un  système  de 
trois  points  en  ligne  droite,  et  récip/'0(/ueine/it. 

Ce  principe  extrêmement  simple  piîrnict  de  trans- 
former les  propriétés  relatives  à  des  systèmes  de  poinls 
(imaginaires)  en  ligne  droite,  en  propriétés  relatives  à 
des  ligures  semblables  réelles.  iSous  donnerons  deux 
exemples  de  cette  méthode  de  transformation. 

Remarquons  auparavant  qu(*  la  valeur  commune  des 
rapports  figurant  dans  l'égalité  (i)  est  le  rapport  de  di- 
>  ision  du  segment  joignant  les  points  (x',  y')  et  (x^',  JK^Oî 
par  le  point  (x,  y).  Interprété  au  point  de  vue  des 
équipollences,  ce  rapport  de  division  devient  le  rapport 

.     .  ,  AA' 

géométrique  des  vecteurs  yT"* 

Si  donc,  dans  l'énoncé  de  la  propriété  à  transformer, 
figurent  des  relations  entre  rapports  de  division  de  seg- 
ments par  des  points,  on  en  déduira  des  rc^lations  entre 
rapports  grométriques  de  vecteurs. 

3.  Considérons  en  premier  lieu  un  triangle  imagi- 
naire 7.7.' 7." ,  et  soient,  sur  les  côtés  de  ce  triangle,  trois 
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points  X,  )/,  X",  tels  que  Ton  ait 

la'   Va."   l"oL 
^'^^  loi"   l'y.    l"a'  "'■ 

On  sait,  par  le  théorème  classique  de  Ménélaiis,  que 
les  trois  points  X,  )/,  \"  sont  en  ligne  dioite. 

Pour  transformer  ce  théorème,  traçons  à  partir  d'un 
point  O  deux  vecteurs,  dont  l'un  repiésente  l'abscisse, 
l'autre  l'ordonnée,  imaginaires,  du  point  a.  Nous  obte- 
nons ainsi  deux  points  réels  A  et  B.  Cliaque  point  de  la 
figure  primitive  donne  ainsi  naissance  à  deux  points 
réels,  d'après  le  tableau 


a, 

A 

et 

B; 

h 

L 

et 

M; 

«', 

A' 

et 

B'; 

1', 

V 

et 

M'; 

a". 

A" 

et 

B": 

1", 

U 

et 

M". 

Les  points  X,  a'  et  ol"  étant  en  ligne  droite,  les 
triangles  LA'A^^  et  MB'B''  sont  directement  semblables. 
On  a  de  même  les  couples  de  triangles  semblables 

L'A'A     et     M'B'B,         L"AA'     et     M"BB'. 

En  outre,  la  relation  (2)  donne  réquipollence 

LA/  VX^  UA^  _ 
^^  LA"   L'A    L"A'  "*' 

dont  voici  la  signification  géométrique  :  Menons  du 
point  O  deux  vecteurs  OC  et  OC",  équipol lents  respec- 
tivement à  LA'  et  LA'',  et  un  troisième  vecteur  OC, 
déterminé  par  la  condition 

OC"  _  L\y 

oc   ~  L"A'' 

L'équipollence  (3)  peut  s'écrire 

OC  OC  L^\  _ 

OG^   OC"  L'^  ~  '  ' 


d'où 
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oc  _  Vk 
OC  ~  vy 


AutiLMucnt  dii  :  l.es  triangles  LA'A%  L'A"A,  1/AA' 
sont  respectivcineiit  semblables  aux  triangles  OC'C", 
OC'C,  OGC,  formés  en  joignant  le  point  O  aux  som- 
mets du  triangle  CC'C'^ 

Réciproquement,  le  triangle  CGC"  étant  quelconque, 
et  les  points  L,  L',  L"  éiant  déterminés  par  les  relations 
de  similitude  que  nous  venons  d'indiquer,  l'équipol- 
lence  (3)  est  satisfaite. 

Enfin,  la  conclusion  du  théorème  de  Ménélaûs  se 
transforme  en  la  suivante  :  les  tjinnf^les  LI/L"  et 
MM'M"  sont  directement  semblables. 

Nous  parvenons  finalement  à  l'énoncé  suivant  : 

Soient  donnés  dans  un  plan  deux  triangles  quel- 
conques \k'M\  131VIV',  et  d'autre  part,  un  triangle  CCC" 
et  un  point  O.  Sur  les  côtes  du  triangle  A  A' A"  con- 
struisons trois  triangles  LA'A",  L'A"z\,  L" W  directe- 
ment send)lables  aux  triangles  OC'C",  OC"C,  OCC, 
respectivement,  on  obtient  ainsi  trois  points  j^,  L',  L"; 
au  moyen  du  triangle  BIVIV  déterminons  de  la  même 
manière  trois  points  M,  M',  M";  las  triangles  LL'L"  et 
MM'M''  sont  directement  semblables. 

Ou,  plus  brièvement  : 

Soient  donnés,  dans  un  plan,  un  triangle  CC^C" 
et  un  point  O.  Sur  les  côtés  ditn  triangle  quel- 
conque A  A' A",  consti  idsons  trois  triangles  LA' A", 
L'A"A,  L"AA',  directement  semblables  aux  triangles 
OC'C",  OC'C,  OCC,  respectivement.  La  forme  du 
triangle  LL'L"  est  indépendante  de  celle  du  triangle 
K  h' K!'  et  dépend  seulement  de  la  forme  de  la  fi- 
gure OCC  C 


(  >'«) 

4.  La  seconde  application  est  rclaLive  à  un  problème 
posé  autiefois  par  Laguerre  ('),  et  dont  la  solution  n'a 
pas  été  donnée,  à  ma  connaissance.  Voici  l'énoncé  de  ce 
problème  : 

Déterminer  dans  un  plan  deux  systèmes  de  neuf 
points  conjugués 

U\j       «2i        •  •  •  ?       <^8'        ^9- 
bi,        bi,        .-.,        ^8,        ^9, 

jouissant  de  la  propriété  qu'étant  pris  au  hasard  deux 
couples  de  points  correspondants  ai  et  hi^  aj  et  b  j^  il 
existe  toujours  un  autre  couple  de  points  correspon- 
dants a^et  hjfetunseulj  tel  que  les  deux  triangles  aia^a^ 
et  bibjb),  soient  semblables. 

Nous  admettrons  que  toutes  les  similitudes  dont  il  est 
question  dans  cet  énoncé  sont  directes  :  autrement,  il 
pourrait  se  présenter  un  très  grand  nombre  de  cas  dont 
l'examen  successif  serait  interminable. 

En  appliquant  à  la  figure  qu'il  s'agit  de  former  notre 
méthode  de  transformation,  on  obtiendra  une  figure 
composée  de  neuf  points,  telle  que  toute  droite  conte- 
nant deux  de  ces  points  en  contient  un  troisième. 

Or,  cette  dernière  configuration  est  bien  connue  : 
c'est  celle  que  forment  les  neuf  points  d'inflexion  d'une 
cubique  sans  point  double.  Rappelons  brièvement  les 
relations  auxquelles  ces  points  donnent  lieu. 

Ils  sont  disposés  trois  par  trois  sur  douze  lignes 
droites  (il  y  aura  donc  douze  couples  de  triangles  sem- 
blables dans  la  figure  que  nous  cherchons  à  former)  et  on 
les  construit  de  la  façon  suivante  :  Soit  abc  un  triangle 
quelconque-,  marquons  sur  bc  trois  points  i,  2,  3,  sur  ca 
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trois  points  4?  ^>  6  et  sur  ah  trois  points  7,  8,  9,  les  rap- 
ports de  division  des  côtés  du  triangle  «^c  par  ces  divers 
points  étant  indiqués  dans  le  tableau  suivant  : 


(4) 


I  c 

.  76 


=  A', 
=  A", 


ib           , 

—  =  10  A-, 

3^          ,, 
— -  =  wVr, 

IC 

3  c 

3C 

—  =  wA  , 

5  a 

ba 

— -  =  tO  A   , 
86 

9* 

A-,  A'  et  A"  étant  trois  nombres  quelconques  (réels  ou 
non)  satisfaisant  à  la  relation 

AA'A^=i, 

et  Cl)  désignant  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 
On  voit  immédiatement  que  chacune  des  douze  triades 

suivantes 

I  ■->■  3,  '   î  7^  1^9,  168, 

(5)  I  1  ')  (i,  '2  5  8,  -2  (;  7,  ■}.  4  9, 

(789,  •>  6  9.  348,  357 

est  constituée  de  points  en  ligne  droite. 

Cette  cunstruction  est  aussi  générale  que  possible. 

5.  11  est  aisé  de  transformer  cette  figure  et  de  ré- 
soudre ainsi  le  problème  de  Laguerre.  Pour  plus  de 
commodité,  j'énoncerai  tout  d'abord  la  construction  à 
laquelle  on  parvient. 

On    commence    par   construire  la    figure   suivante  : 


?" 


0,3,   Oy^  0(ii'  sont  trois  vecteurs  de  même  langueur, 
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faisant  en  Lie  eux  des  angles  de  120";  de  même  Oy, 
Oy'  et  Oy".  De  plus  les  sens  de  rotation  [^  3' ^"  et  yyY' 
sont  opposés,  ce  dernier  étant  pris  pour  sens  positif. 
Enfin  le  vecteur  Oa  est  quelconcpje  de  longueur  et  de 
direction,  par  rapport  aux  premiers. 

Cela  fait,  on  se  donne  arbitrairement  deux  triangles 
ABC,  A'B'C,  et  sur  leurs  cotés  on  construit  neuf  couples 
de  triangles,  conformément  aux  indications  du  tableau 
suivant  : 

Bai  G  et  B'biC     directement  semblables  à      P  O  Y' 

13  «2  G  et  B'biC  »  h'Ot'» 

Ba^C  et  B'b.C  »  ^"Of, 

G  a4  A  et  G' 64  A'  »  -^  O  oc, 

G  «5  A  et  G' 63  A'  »  v'Oa, 

Ca^A  et  G'^(;A'  »  Y"Oa, 

Aa-jB  et  A'^>7B'  »  «  O  (i, 

Aa^B  et  A'^gB'  »  a  O  P', 

AagB  et  A'^>ç,B'  »  a  O  [î". 

Les  systèmes  a^a.^-  .  .'79  el  h^b.^.  .  .h^  satisfont  aux 
conditions  du  problème  ;  les  douze  couples  de  tiiangles 
semblables  s^ obtiennent  par  les  combinaisons  d'indices 
portées  dans  le  tableau  (o);  enfin  la  construction  est 
aussi  générale  que  possible. 

Il  suffit  de  quelques  mots  pour  légitimer  cette  con- 
struction. 

Aux  couples  de  points  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C)  fai- 
sons correspondre,  par  notre  transformation,  trois 
points  a,  b,  c.  Soit  de  même  i  le  point  qui  correspond 
au  couple  («/,  bf). 

11  résulte  de  la  construction  (|ue  les  points  1,  2,  .  .  . ,  9 
sont  répartis  trois  par  trois  sur  les  curés  du  triangle  abc^ 


(   ■>9) 
les  rapports  de  division  étant  donnés  par  le  tablean  sui- 
vant : 


)4c_0y  ôc^Oy;        t>ç^of 

1  4«  ~  Oa'  5rt         Oa  '  (W/         Oa 

i  y  a        Oa  8a         Oa  9a_0a 

Mais  si  l'on  pose 

OP  _z  Oï  _/'  ^*  _  /" 

on  a  d'ahoid 

X/vT  =-  i: 

on  a  de  plus,  en  se  reportant  à  la  tii^uie, 

'—O'i  ,  O'i" 

Oa 

=  (d-a:  . 


op' 

= 

e 

3 

0; 

or 

2 
e 

"3~ 

0-,' 

Oï' 
Oa 

= 

to  A' 

1 

Oa 

^ 

OJÂ" 

0[i'  '  0[i" 

Ainsi,  les  seeonds  ni(.'nibres  des  neuf  égalités  figurant 
dans  le  tableau  (6)  sont  idenliques  à  ceux  des  égalités 
figurant  dans  le  tableau  (4);  les  points  1,2,  .  .  • ,  9  sont 
donc  répartis  par  tiiades  sur  douze  lignes  droites,  et 
leur  système  est,  on  le  \oit,  aussi   général  que  possible. 

L'exactitude  et  la  généralité  de  notre  construction  se 
trouvent  donc  établies. 

Note.  —  J'avais  rédigé  l'article  précédent  quand  j'ai 
appris,  par  le  Tableau  de  correspondance  des  f/uestions 
et  des  solutions  annexé  au  numéro  de  février  des  Nou- 
y^elles   Annales,   (\ue   la  question   n""   793   de   Laguerre 
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avait  déjà  reçu  une  réponse  (i8g3,  p.  lo*).  M.  ,luel, 
auteur  de  cette  réponse,  indique  en  quelques  mots  le 
principe  de  la  soluiion  développée  ci-dessus,  mais  sans 
entrer  dans  le  détail  delà  construction.  Il  n'est  d'ailleurs 
pas  douteux  que  ce  même  principe  (à  deux  triangles 
semblables  on  peut  faire  correspondre  trois  points  en 
ligne  droite,  et  inversement)  n'ait  été  connu  de  Laguerre 
et  ne  lui  ait  inspiré  la  question  793. 

C'est  dire  que  mon  article  ne  saurait  prétendre  à  jine^ 
complète  originalité.  J'ai  cru  cependant  devoir  le  publier, 
d'abord  parce  que  j'y  ai  poussé  jusqu'au  bout,  si  je  ne 
me  trompe,  la  solution  du  curieux  problème  de  La- 
guerre, ensuite  parce  que  les  détails  où  je  suis  entré 
peuvent  attirer  l'attention  du  géomètre  sur  une  méthode 
de  transformation  qui  doit  conduire  à  d'intéressants  ré- 
sultats. R.  B. 
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m\  Li:S  CAllSTIOlIES  PAU  IlÉFLEXIO\; 

Par  m.  Georges  MONNET, 
Élève  à  l'École  Centrale. 


Dans  ce  qui  suit  nous  ne  considérerons  que  des  rayons 
lumineux  situés  dans  un  même  plan. 

Théorîîme  de  INIalus. 

Les  rayons  normaux  à  une  courbe  G  et  réfléchis 
par  uTie  courbe  ^  ont  pour  anticausiiquejta  courbe  E 
telle  que  IM'=  IM. 

En  effet  :  Si  une  droite  réiléchissanie  tourne  autour 
d'un  de  s(;s  points  l'image  d'une  courbe  donnée  C  tourne 
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aussi  autour  de  ce  point  :  c'est  une  conséquence  immé- 
diate de  la  symétrie  de  G  et  de  son  image. 

Soit  donc  une  pareille  droite  roulant  sur  une  courbe  S, 
l'image  réllécliie  se  déplace  aussi  et  son  centre  instan- 
tané de  rotation  est  à  chaque  instant  le  même  que  celui 
de  la  droite^  c'est-à-dire  le  point  de  contact  I. 

Un  rayon  incident  normal  à  G  de  M  {fi g-  i)  se  réflé- 


Fig.  I 


chit  suivant  YSV  normal  à  G/  eu  INl',  par  symétrie  ;  I  étant 
le  centre  instantané  il  en  résulte,  d'après  un  théorème 
connu,  que  iNF  est  un  j)oint  de  l'enveloppe  de  G'.  Or  IJNF 
normale  à  G'  est  aussi  normale  à  son  enveloppe  E  qui 
devient  ainsi  l'anticaustique  cherchée,  et  l'on  a  bien 

IM  =  lAl'. 

Roulette  coukespoivdajvt  au   déplacement 
DE  l'image  C'. 

Le  lieu  du  centre  instantané  étant  la  courbe  S  cette 
courbe  est  la  base. 

Cherchons  la  roulette  :  Soient  R'son  rayon  de  courbure 
en  I,  R  celui  de  S.  Lorsque  le  miroir  tourne  de  l'angle  dy, 
on  sait  que  l'image  tourne  de  icLol.  Le  miroir  roulant 
sur  S,  on  peut  lui  appliquer  la  formule  de  Savary  et  écrire 

dy.  =  ds  —1 
K 
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de  même  pour  l'image 


2C?a  =  ds 


Tî-^Rr 


donc  R  =  R',  et  d  après  le  sens  dans  lequel  doivent  être 
comptés  ces  rayons  de  courbuie  {fig-  2),  celte  égalité 


montre  que  la  roulette  est  la  symétrique  de  la  base  rela- 
tivement à  une  tangente  quelconque. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  sans  formules  de  la 
façon  suivante  :  Soient  B  la  base,  R  la  roulette;  le  mou- 
vement de  l'image  peut  être  regardé  comme  produit 
par  B  roulant  sur  sa  tangente  qui  elle-même  roulerait 
sur  la  base  de  façon  que  les  deux  points  de  contact 
coïncident  toujours;  dans  ces  conditions  si  nous  rendons 
mobile  le  plan  de  la  figure  de  façon  que  la  tangente 
reste  fixe,  les  mouvements  relatifs  n'étant  pas  changés, 
R  et  B  rouleront  simultanément  sur  la  tangente;  or  les 
courbes  G  et  G'  entraînées  par  B  et  R  étant  toujours  sj- 
métriques  par  rapport  à  la  tangente  il  faut  aussi  que  R 
et  B  le  soient. 


Gentre  de  courbure  de  l'anticaustique. 

Soil  to  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  G  en  M; 
son  symétrique  lu'  est  le  centre  en  M' de  la  courbe  G^ 


(     .23) 

En  désignant  par  O  le  centre  de  courbure  de  l'anti- 
caustique  E,  on  a  d'après  la  formule  de  Savary 


I 


)'0—  w'I 


(I) 


I 


I 

a 

-+- 

T 

sin  o 

R 

I 

I 

(R=:Iû), 


10  sin?  ^ 


Cette  formule  suppose  les  segments  l'o)  et  10  comptés 
positivement  à  partir  de  I  et  dans  deux  sens  opposés 
{fig.  3);  de  même  pour  R,  mais  les  deux  centres  de  B 


Fis.  3. 


et  R  étant  toujours  symétriques  le  deuxième  membre  est 
toujours  positif. 

Conservant  Torigine  I,  prenons  un  sens  unique  sur  la 
droite  Oo;  il  vient,  en  supposant  10  positif, 


ÏO 


I  2 


Jw'         sincp  R 


(  >24  ) 

et  si  nous  projetons  le  segment  IQ  =  R  en  ID 


I  I 


10         Ico'         ID 

Envisagée  au   point  de  vue  métrique  cette  formule 
nous  donne,  en  posant 

Ia)'  =  Ico  =  «,         10  =  b,  ID'=ID  =  ^, 

2 
III 

Soit  I oj^^  =  I o)' =  lo)  en  valeur  absolue,  on  a 

"û?=  -Ï17, 
donc 

(3)  .  ,  . 


10  \io"         ID 

et  qui  montre  que  I  et  D  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  O  et  0J'^ 

Considérons  les  points  P  et  Q  de  la  normale  NIN'  qui 
se  projetteraient  en  O  et  lo" ,  on  a 

ÎÔ  =  ÏPsinçp, 

I  to'  =  —  I  co"  =  —  IQ  sin  cp. 

en  portant  dans  la  formule  de  Savary 

IP         JQ         U2 

Donc  P  et  Q  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port au  point  d'incidence  I  et  au  centre  de  courbure  ù. 

Application  aux  miroirs   sphériques. 

Rayons  issus  d'un  point  lumineux .  —  Dans  ce  cas 
la  surface  caustique  étant  de  révolution  il  sutiit  de  con- 
sidérer une  section  plane. 


(     125    ) 

Point  lumineux  à  distajice  finie.  —  Les  courbes  C 
et  C  se  réduisent  à  des  points  PP'  et  l'anticaustique 
sera  engendrée  par  le  point  P'  ^fig'  4)  entraîné  par  le 


Fig.  4. 


cercle  Q'  roulant  sur  son  égal  Q. 

Les  points  P  et  P'  étant  toujours  symétriques  par 
rap[)ort  à  la  tangente  commune  aux  deux  cercles  on  en 
conclut  d'après  un  théorème  connu  cjue  P'  décrit  un 
limaçon  de  Pascal.  En  lin  la  formule  (2)  donne  la  rela- 
tion classique 

I  I     _     I 

Fm  "^  ÂÎG  ~  MN" 

Point  lumineux  à  l'infini.  —  Supposons  le  point  à 
TinOni   sur  l'axe  xx  {Jig-    5)  les  rayons  peuvent  être 

FiK.  5. 


considérés  comme  normaux  à  la  droite  y  perpendicu- 
laire à  l'axe  et  l'anlicaustique  correspondante  sera  l'en- 
veloppe de  la  droite  j'  quand  le  cercle  12'  roulera  sur  U. 
On  sait  que  cette  enveloppe  est  l'épicycloïde  décrite 
par  un  cercle  to  de  rayon  moitié  de  celui  de  Ci  et  roulant 
sur  l'extérieur  de  ce  cercle. 


(  ,26) 

D'après  un  théorème  connu  la  caustique  qui  est  la 
développée  de  cette  épicycloïde  est  une  courbe  du  même 
genre.  Ce  théorème  peut  s'établir  géométriquement  de 
la  façon  suivante  : 

Soit  le  cercle  to  de  rayon  r  roulant  sur  le  cercle  O 
de  rayon  R,  le  point  M  du  cercle  w  décrit  une  épicy- 
cloïde ayant  pour  normale  en  M  la  droite  MT.  Consi- 
dérons sur  01  le  point  i  tel  qu^on  ait 


(I) 


91 

01 


\i 


ir 


=  x, 


et  soient  les  cercles  de  diamètre  \i  et  de  rayon  O/; 
la  droite  MI  rencontre  le  cercle  \i  au  point  ni\  nous 
allons  démontrer  que  si  ce  cercle  roule  sur  le  cercle  01 
en  e/itrainant  m  les  t?  ois  points  M,  I,  ?n  sont  toujours 
en  ligne  droite. 

En  effet,  soit  le  rayon  li  venu  en  V i'  {fig.  6),  M  vient 

Fig.  6. 


en  M',  m  en  ni  -^  ramenons  la  figure  à  sa  position  ini- 
tiale par  une  simple  rotation  autour  de  O,  M'  vient  en  Mi 


(   127  ) 
cl  ///  on  r?ii  el  l'on  a 

arcMMi  =  arcll',         arcmmi  =  arcù' 
Mais  comme 

il  en  résulte 


arcir    =  X  arctï', 
arc]MÎMi=  X  arcm/??j 


Or,  les  cercles  to  et  li  d'après  la  condition  (i)  sont 
liomotliéliques  et  de  rapport  X  par  rapport  au  point  I  ;  il 
en  résulte  que  m'  est  bien  sur  la  droite  MI;  ceci  étant 
vrai  pour  la  position  lî  est  vrai  pour  la  position  Vi'. 
D'autre  part  Irn  et  itn  dans  le  cercle  1/  sont  perpendi- 
culaires, m/étant  normale  à  l'épicycloïde  décrite  par  m^ 
Mmi  lui  est  tangente,  ce  (jui  démontre  le  théorème. 

Application  des  formules  a  la  détermination 

DE    certains    rayons    DE   COURBURE. 

Les  formules  précédentes  qui  lient  les  trois  rayons  de 
courbure  de  la  courbe  C,  de  la  courbe  S  el  de  l'anti- 
caustique  R  [)ermetlent  de  déterminer  l'un  d'eux  con- 
naissant les  autres. 

Soient  un   [)oint  F  et  une  courbe  E  { /ig-  7);  consi- 

Fig.  7. 

M 


déroiis  la  <  ourbe  1'  telle  qu'on  ait 

MF:^  MQ  =  arcOQ-4-const. 


(  '28) 
La  méthode  des  tangentes  de  Roberval  permet  de  voir 
immédiatement  que  la  tangente  est  bissectrice  des  rayons 
vecteurs  et  que  par  conséquent  un  rayon  issu  de  F,  par 
exemple  FM,  se  réfléchira  suivant  MQ.  La  courbe  E  est 
donc  la  caustique  et  si  nous  menons  la  perpendiculaire 
à  FM  en  F,  à  MQ  en  Q,  elles  rencontrent  la  normale 
en  1  en  deux  points  P'  et  Q'  tels  que  le  centre  de  cour- 
bure Q  de  2  est  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport 
à  ces  points. 

Ellipse  ou  hyperbole.  —  L'ellipse  est  un  cas  parti- 
culier du  précédent  où  E  se  réduit  à  un  point;  P'  et  Q' 
se  projettent  au  foyer  et  le  centre  de  courbure  est  con- 
jugué harmonique  de  M  par  rapport  à  ces  points.  Ce  cas 
a  été  étudié  par  M.  Mannheim. 

Parabole.  —  L'anticaustique  du  foyer  est  la  direc- 
trice. 

Soit  SM  un  rayon  réfléchi  \  soit  S'  le  symétrique  de  S 
relativement  à  M;  soit  D  la  projection  du  rayon  de 
courbure  de  la  parabole  {fig^  8). 

Fig.  8. 


Le  rayon  de  courbure  de  l'anticaustique  qui  est  ici 
une  droite  est  infini;  or  la  formule  (3)  nous  apprend 
que  S'  est  conjugué  harmonique  de  ce  point  par  rapport 


J 


(    '-''9  ) 
à  M  et  D  ;  tlonc  S'  est  milieu  de  MD  et  Ton  a 

]MD'=  2MS. 

Prolongeons  iMQ  jusqu'à  sa  rencontre  w  avec  la  direc- 
trice ;  puisque 

MD  =  2lMS 

on  a 

Mû  =  2  M 10, 

qui  est  un  théorème  connu. 


[05a] 

SLR  LES  SOLIDES  DO\T  LE  YOLIIIIE  S'EXPRIME  AU  m\m 
DE  DEl\  FORMILES  ÉLÉIIEMAIRES; 

Par    m.    a.    «k    SAINT-GERMAIN. 


Quand  l'aire  de  section  faite  dans  un  solide  S  par  un 
plan  quelconque  parallèle  à  un  plan  fixe  P  est  une 
fonction  entière  du  second  ou  du  troisième  degré  de  sa 
distance  z  au  plan  P,  on  connaît  la  formule  sinq^lc 
qui  donne  le  volume  d'un  segment  de  S  conij)ris  entre 
deux  plans  parallèles  à  P  :  existe-t-il  d'autres  solides 
pour  lesquels  la  formule  soit  applicable  quand  on  prend 
arbilrairemetjt  les  distances  des  bases  du  segment  au 
j)lan  P?  J'ai  répondu  négativemcuit  dans  le  numéro  de 
juillet  189J,  mais  en  particularisant  la  forme  de  la 
fonction  o(s)  qui  exprime  l'aire  d'une  section  :  il  est 
facile  de  lever  toute  restriction  sur  la  forme  de  o(z). 
On  doit  avoir,  quels  que  soient  x  et  j', 

.X'  -f-  y 

(I)       f         oiz)dz  =  Z[r^{x  -\-y)  +  o(x—y)^  ^o(x)]', 
Ann.  de  Mathémat.,  4*"  série,  t.  I.  (Mars  1901.)  9 


(    .30  )     . 
différen liant  deux  fois  par  rapport  à  x^  ou  a 

^^^  (      -f  [?"(^  +  Jk)  +  t"(^-7)  +  4?"(^)L 

Différentiant  au  contraire  (i)deux  fois  par  rapport  àjK> 
après  avoir  d'abord  multiplié  par  3,  on  trouve,  avec  de 
simples  réductions, 

i\x -\- y)  —  ^\x  —  y)  =  y{i' {x -\- y) -^  ^"  {x  —  y)\ 

La  comparaison  avec  (2)  donne  l'équation  fonctionnelle 
de  forme  connue 

cp"(a7+jK)  +  i'ix  —y)  =  i^"{x)\ 

d'ailleurs,  si  on  la  ditférentie  par  rapport  à  y,  on  voit 
que  (J'\x -Ar y)  doit  être  égal  à  f:J" {^x — y^  :  c'est  dire 
que  ^d'" i^z)  doit  être  constant  et  cp(z)  un  polynôme  du 
troisième  degré. 

Si  l'on  fait  varier  seulement  la  hauteur  du  segment 
considéré,  en  laissant  fixe  la  section  movenne  dont  on 
peut  supposer  le  z  nul,  on  trouve  que  o{z)  doit  être  un 
trinôme  du  second  degré  augmenté  d'une  fonction  im- 
paire quelconque  de  z. 

Lorsque  S  est  un  cône,  le  volume  du  segment  ou 
tronc  est  donné  par  une  formule  encore  plus  élémentaire  ^ 
cette  foriiiule  est-elle  applicable  à  des  segments  de  so- 
lides pour  lesquels  o[z)  n'aurait  pas  la  forme  simple 
A-[z  — c)-  qui  convient  au  cône?  Non  encore.  Rem- 
plaçant 'f(^)  par  F-(z),  on  devrait  avoir,  quels  que 
soient  x  et  j^, 


/ 


'  Y^-[z)dz=  ■y-:^\Y-^{x)-^¥^y)-^Y{x)¥{y)l 


Multiplions  par  3   et  diiierentions  par  rappoit  à  y  :  le 


(  ''^'  ) 

résultai  peut  s'écrire 

2F2(jK)  _  F(:r)  F(jk)  —  F^^) 

=  {y -a:)  [-i  Fiy)  -f-  F{x)]  F'(  j)  ; 

on  peut  diviser  par  2  F(  î)  4-  F(x),  et  il  reste 
F(y)-F{x)  =  (y-x)F'iy). 

La  difTérentiatiou  relative  à  x  eût  donné  de  même 

F{x)-F(y)  =  {x-y)F'{x). 

F'(jc)  etF'(jK)  doivent  doue  être  égaux,  donc  constants; 
F(z)  est  de  la  forme  A(z  —  c)  et  cp(z),  A-(z  —  c)-, 
comme  dans  le  cône. 
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MÉCANIQUE. 


Eprf.lve  écrite.  —  Une  sphère  homogène  et  pe- 
sante, de  diamètre  égal  à  i"\  se  meut  dans  un  fluide 
incompressible,  homogène,  j)esa/it,  indèjijii,  en  repos 
à  l'infini.  La  densité  de  la  sphère  est  égale  à  2,  celle 
du  Jl aide  est  égale  à  \ .  A  V instant  initial,  le  centre  A 
de  la  sphère  est  animé  d'une  vitesse  horizontale  AgVo 
de  2'"  par  seconde,  et  la  sphère  est  animée  d'un  mou- 
vement de  rotation  qui  lui  fait  faire  3o  tours  par  mi- 
nute dans  le  sens  direct  autour  de  la  zénithale  pas- 
sant par  Ao  ;  il  ny  a  pas  de  tourbillon  dans  le  fluide. 


(  '3.  ) 

A  quel  instant  le  centre  A  de  la  sphère  se  sera-t  il 
abaissé  de  io"\  2  ?  Quelle  est  la  position  de  A  par  rap- 
port à  Âq  à  cet  inslajit  ?  Quel  est  Vêtat  des  vitesses  du 
solide  et  du  fluide  à  cet  instant? 

Epreuve  pratique.  —  Sur  l'une  des  bases  d'un  cy- 
lindre droit  à  base  circulaire  est  soudé  par  sa  grande 
base  un  tronc  de  cône;  sur  Vautre  base  du  cylindre  est 
soudé  par  sa  section  équatoriale  un  demi-ellipsoïde  de 
révolution,  les  trois  corps  sont  homogènes.  La  hauteur 
du  cylindie  est  égale  au  diamètre  de  ses  bases;  sa 
masse  est  de  1^^^  et  sa  densité  de  7,7;  lu  hauteur  du 
tronc  de  cône  est  égale  aux  |  du  diamètre  de  sa 
grande  base,  sa  masse  est  de  3^^^,  9  et  sa  densité  de  ^,  5  ; 
le  demi-axe  de  V ellipsoïde,  de  révolution  dirigé  sui- 
vant le  prolongement  de  Vaxe  du  cylindre  est  égal  à 
la  hauteur  du  tronc  de  cône  et  sa  masse  est  de  5'^*'. 

Evaluer  le  moment  d'inertie  du  solide  total  par 
rapport  à  une  génératrice  du  tronc  de  cône, 

GÉOMÉTRIE   supérieure. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Etant  donnés  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires  Ox^  ^y-i  Oz,  on  considère  dans 
le  plan  xOj  la  parabole  (P)  définie  par  l'équation 

y-=  ip{x  —  h). 

i^  Former  V  équation  de  la  surface  (E)  enveloppe 
d'une  sphère  variable  (S)  passant  par  l'origine  et  dont 
le  centre  décrit  la  parabole  (P).  Etudier  la  section 
de  (E)  par  le  plan  xOy.,  et  la  surface  inverse  de  (E) 
en  prenant  pour  centre  d'inversion  l'origine  et  pour 
module  le  carré  du  paramètre  de  (P). 

2®  Soit  (S)  une  sphère  tangente  à  l'origine  au 
plan  xOy\  démontrer  que  le  cercle  suivant  lequel  (2) 


I 


(  -33  ) 
touche  (E)  est  orthogonal  à  (S),  et  que  (E)  et  (S)  se 
coupent  ortJiogonnlenient  en  tous  les  points  de  leur  in- 
tersection. Lignes  de  courbure  de  la  surface  (E). 

Z^  Dans  quel  cas  les  deux  familles  de  lignes  de 
courbure  de  (E)  se  composent-elles  de  cercles  ?  Déter- 
miner la  deuxième  famille  de  sphères  dont  (E)  est 
l^ enveloppe,  et  trousser  le  lieu  des  centres  de  ces  sphères. 

II.  On  considère  la  surface  engendrée  par  une 
droite  G  s'appujant  sur  deux  droites  rectangulaires 
non  concourantes  et  faisant  un  angle  constant  avec 
l'une  d^ elles;  déterminer  les  trajectoires  orthogonales 
des  génératrices  G. 

Epreuve  pratique.  —  1J[.  On  donne  une  para- 
bole.{V)  dans  un  plan  horizontal;  un  cône  de  léuolu- 
tion  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  de  45"  se  dé- 
place de  façon  que  son  axe  reste  ifertical  et  que  son 
sommet  décrive  la  parabole  (P).  Déterminer  l'enve- 
loppe de  ce  cône,  ainsi  que  l  arête  de  rebroussement  et 
les  lignes  de  cou?  bure  de  cette  enveloppe.  Construire 
la  projection  horizontale  de  la  section  de  la  surface 
enveloppe  ainsi  définie  par  un  plan  parallèle  au  plan 
de  la  parabole  (P)  et  dont  la  distance  à  ce  plan  est 
égale  au  double  du  paramètre  de  la  parabole. 

\.   La  surface  (E)  a  pour  équalioii 

elle  est  anallaginatique;  son  inverse  esl  un  cylindre  et 
sa  section  ])ar  le  plan  des  xy  est  la  podaire  de  la  para- 
bole (P);  ses  lignes  de  courbure  sont  les  cercles  carac- 
téristiques et  les  courbes  suivant  lesquelles  elle  est  cou- 
pée par  les  sphères  (S);  elle  est  une  cyclicle  de  Dupin 


(   .34  ) 

si  rorigiiie  est  foyer  de  la  parabole  (P);  le  lieu  des 
centres  des  sphères  de  la  deuxième  famille  inscrites  dans 
la  surface  est  la  parabole  focale  de  la  première. 

II.  Si  l'on  prend  comme  axe  des  z  la  droite  avec  la- 
quelle G  fait  un  angle  constant,  et  si  3  =  o,  a:  =  o  sont 
les  équations  de  l'autre  droite,  la  projection  d'une  tra- 
jectoire orthogonale  des  dioites  G  sur  le  plan  des  xy  a 

pour  équation 

a  cos2  a 

p  et  B  étant  les  coordonnées  polaires  d'un  point,  a  l'angle 
constant  donné,  c  une  constante  arbitraire. 

m.  L'enveloppe  est  une  surface  développable  dont  les 
génératrices  font  4 5°  avec  le  plan  horizontal  cl  se  pro- 
jettent suivant  les  normales  à  la  parabole  (P).  Les 
lignes  de  couiburc  sont  les  génératrices  et  les  lignes  de 
niveau. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  \.  Expliquer  comment  on. dé- 
termine les  quatre  éléments  qui  définissent  le  plan,  la 
forme  et  V orientation  de  V ellipse  décrite  par  la  Lune 
autour  de  la  Terre. 

IL  Soient  O,  A,  A'  trois  points  matériels  de  masses  /, 
/?z,  m!  ^  s^  attirant  suivant  la  loi  de  Newton',  les  données 
initiales  sont  telles  que  les  mouvements  non  troublés 
de  A  et  de  Ps!  par  rapport  à  O  soient  les  mouvements 
elliptiques i  on  désignera  par  r/,  a' ,  e,  e\  ny,  to',  «,  n' 
les  demi-grands  axes,  les  excentricités,  les  longitudes 
des  périhélies  et  les  moyens  mouvements  de  A  et  de  A' 
dans  ces  mouvements  non.  troublés,  à  t  =  o. 

On  sait  que,  en  négligeant  les  carrés  des  masses  m. 
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/;/'  et.  les  produits  de  ces  masses  par  les  cariés  des 
excentricités  e  et  e'  et  des  inclinaisons,  V excentricité  et 
du  monuement  elliptique  auquel  le  mouvement  troublé 
de  A  est  tancent  à  Vinstant  t  peut  être  représentée, 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  f ,  par  la  for- 
mule 

et^  e  -r-  ane' niCt  sin(Tîj  —  tu'), 

oii  C  désigne  une  fonction  symétrique  de  a  et  a' . 

Ceci  posé,  on  demande  d^ évaluer  une  limite  supé- 
rieure que  ne  peut  atteindre  e^  pendant  le  temps 
dans  lequel  on  peut  envisager  la  formule  précédente 
comme  exacte,  et  d'effectuer  les  calculs  numériques  en 
prenant  pour  les  constantes  relatiy^es  à  A  et  A', 
pour  f  =  o,  les  valeurs  four/iies  par  /'Annuaire  du 
Bureau  des  Longitudes  pour  Jupiter  et  Mars. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATIIÉMATIQUES  SPÉCLVLES 
PROPOSÉE  E\  1900  Al  COXCOIRS  D'AGUÉGATIO\  DES 
SCIENCES  MATIIÉ^IATIQUES; 

Par  m.  Ernest  DUPORGQ. 


1°  On  sait  (jue,  pour  qu'il  existe  au  moins  une  cjua- 
dri(jue  indécomposable  passant  par  une  droite  et  une 
conique,  il  faut  et  suffit  que  la  droite  coupe  la  conicjue 
sans  être  dans  son  j)lan;  corrélativenjent,  pour  qu'il 
existe  au  moins  une  quadrique  indécomposable  passant 
par  une  droite  D  et  insciite  à  un  cône  G,  il  faut  et  il 
suffit  que  I)  touche  G  sans  passer  par  son  sommet.  Par 
suite,  dans  le  cas  actuel,  D  devra  être  contenue  dans 
l'un  des  plans  xOy  ou  xOz^  sans  passer  par  O. 

2"  D  étant  ainsi  choisie,  par  exemple,  dans  le  plan 
xOy,  toutes  les  quadriques  S  qui  répondent  à  la  qiies- 
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tion  formenl  un  réseau  taugeiitiu],  et  le  lieji  de  leurs 
centres  doit  bien  être  un  plan  P.  Il  est  facile  à  détermi- 
ner :  soit,  en  efïet,  R  le  plan  tangent  au  cône  C,  qu'on 
peut,  outre  xOy^  mener  parallèlement  à  D;  toutes  les 
quadriques  S  touchent  ce  plan,  et  aussi,  bien  évidem- 
ment, le  plan  parallèle  issu  de  D  :  leurs  centres  sont 
donc  dans  le  plan  P,  parallèle  à  R  et  équidistant  de  ce 
plan  et  de  la  droite  D. 

3"  Le  plan  P  étant  ainsi  parallèle  à  un  plan  R  tan- 
gent au  cône  C,  s'il  est  assujetti  à  contenir  un  point  fixe 
A,  il  enveloppera  évidemment  le  cône  Lomotliétique  à  G 
et  dont  A  est  le  sommet.  Quant  à  la  droite  D,  soit  D' 
sa  SYmétri(jue  par  rapport  au  point  A;  elle  est  dans  le 
plan  U,  symétrique  de  xOy  relativement  à  A,  et  elle 
est  aussi,  d'après  la  seconde  partie,  dans  le  plan  R  tan- 
gent à  G  :  l'enveloppe  de  D'  est  donc  la  section  de  G  par 
le  plan  U,  c'est-à-dire  une  parabole  Q',  dont  la  symé- 
trique Q,  par  rapport  à  A,  constitue  l'enveloppe  de  D. 

4°  Il  n'existe  qu'un  plan  U,  parallèle  à  xOy^  et  tel 
que  la  parabole  Q',  suivant  laquelle  il  coupe  G,  ait  un 
paramètre  donné  :  il  en  résulte  que,  pour  que  Q  ad- 
mette ce  paramètre  fixe,  A  doit  se  trouver  dans  le  plan 
équidistant  des  plans  U  et  xOy. 

5'*  Soit  n  un  plan  tangent  à  une  quadrique  S  inscrite 
à  G  et  contenant  D;  ce  plan  contient  une  génératrice  A 
de  S,  qui  s'appuie  sur  D;  or,  cette  génératrice  doit 
aussi  toucher  G  :  c'est  donc  la  trace  sur  le  plan  II  du 
plan  langent  à  G,  autre  que  ocOy^  qu'on  peut  mener 
par  le  point  où  D  perce  le  plan  W.  Getie  droite  A  est 
donc  commune  à  toutes  les  quadriques  S  qui  touchent 
le  plan  II. 

Si  n  se  déplace  arbitrairement,  la  congruence  des 
droites  A  est  formée  des  tangentes  au  cône  G  qui  s'ap- 
puient sur  D.   Il  en   passe  évidemment  deux   par  tout 
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point  de  l'espace  :  elles  reiieonlrenl  D  dans  les  plans 
langeais  à  G  issus  de  ce  point. 

Enfin  si  A  reste  dans  un  plan  fixe  issu  de  D,  elle 
touelie  la  section  de  G  par  ce  plan,  et  c'est  évidemment 
celte  conique  cjui  constitue  alors  l'enveloppe  du  plan  II. 


COURESPO^DAXCE. 


M.  E.-M.  Lémeray.  —  Au  sujet  des  /onctions  sin^,  cos^ 
de  M.  laggi.  —  Voici  une  remarque,  qui  paraît  intéressante 
et  utile,  sur  les  fonctions  de  M.  laggi  : 

Soient  un  cercle  G  de  rayon  i,  et  une  ellipse  concentrique  E 

d'axes  i   et  j;  (  A^-h //^  =  i).  Soit  G  la  courbe  dont  le  rayon 
A' 


vecteur  est  moyen  proportionnel  entre  ceux  du  cercle  et  de 
relli[)se;  si  j'appelle  x  le  double  de  l'aire  ombrée,  on  aura  : 


Ordonnées  de  G  =  snx       | 
Abscisses   de  E   =  coScX    ) 

En  elTet  G  a  pour  équation  Çi  =^  r 

GE^  =  sino  =  siriam^r  =  sn^ 

1 

on  trouve  ensuite 


est  la  moitié  de  x 


\/ 1  —  k'^  sin^cp 

C  « 

=    1  — •  Donc 

.A     i/i  —  k'^  sin'^o 


Fonctions  laggi. 

>  l'aire  ombrée 


EQ  = 


V  t  —  sin- 
v/i  —  k'  sin'^ci 


? 
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donc 

„^       ,   /    I  —  sn^x 

on  voit  immédiatement  les  dégénérescences  pour  /».'=:  i. 

M.  E.  laggi.  —  Au  sujet  des  fonctions  sin^,  cosg.  —  La 
remarque  de  M.  Lémeray  sur  les  fonctions 

Ux  =  sin^^  =  sna7,         t^o:  =  cos^ic  =  sn  (k  -+-  x), 

que  vous  avez  bien  voulu  me  communiquer,  est  intéressante  par 
elle-même,  et  pourrait  devenir  utile  pour  l'édification  d'une 
théorie  élémentaire  des  fonctions  elliptiques;  car,  non  seule- 
ment elle  donne  une  représentation  géométrique  simple  de  ces 
fonctions,  mais  encore  elle  fournit,  au  moins  dans  le  cas  des 
variables  réelles,  une  démonstration  simple  de  ce  fait  que  les 
fonctions  u,i,  ^'n-,  sont  uniformes.  Cette  démonstration  n'obli- 
gerait pas,  comme  celles  qui  reposent  sur  l'équation  différen- 
tielle 

à  recourir  aux  notions  les  plus  élevées  de  la  Science. 

M.  H.  Brocard.  —  Gomme  addition  à  la  référence  biblio- 
graphique donnée  page  gS  (1901)  par  M.  d'Ocagne,  je  signa- 
lerai, dans  le  Volume  cité  de  1884,  p.  438-440,  l^  solution 
complète,  par  M.  E.  Fauquembergue,  de  la  question  1360  pro- 
posée en  i88i,  par  M.  P.  Barbarin  : 

Trouver  les  trajectoires  ortJiogonales  d'une  droite  de 
longueur  constante  mobile  entre  deux  axes  rectangu- 
laires. 

C'est  précisément  le  problème  étudié  par  M.  E.  Collignon 
(1900,  p.  433-4^2). 

Les  courbes  considérées  dans  cette  Note  sont  des  épicy- 
cloïdes  ou  des  hypocycloïdcs  et  leurs  courbes  parallèles. 

J'ai  indiqué  (1885,  p.  i44-i47)  plusieurs  articles  à  leur  sujet, 
et  aujourd'hui  il  y  a  lieu  d'y  ajouter  : 

E.  Collignon.  —  Sur  la  cubature  des  solides  de  révolu- 
tion (A. F. A. S.  Congrès  d'Alger,  i88i,  p.  196 -2*25;  voir 
p.  219). 

E.  CksÀro.  —  Remarques  sur  un  article  de  M.  d'Ocagne 
(1885,  p.   '.50-264)  (cité  par  !M.  d'Ocagne,  p.  93  ;  1901). 
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M.  Ph.  du  Plessis.  —  «...  Un  signe  mal  interprété  à  côté 
d'un  croquis  grossier  jeté  sur  le  brouillon  de  la  solution  du 
problème  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1900  m'a  fait 
commettre  dans  la  mise  au  net  que  je  vous  ai  communiquée 
pour  l'insertion  dans  les  Nouvelles  Annales  (3^  série,  t.  XJX, 
p.  3'2o)  un  lapsus  qui  s'est  traduit  par  une  erreur  sur  la 
fig.  1  bis. 

A  la  page  332,  septième  iigne,  ou  lieu  de  «  nécessairement 
parallèles  aux  asymptotes  »,  il  faut  «  nécessairement  dis- 
tinctes des  parallèles  aux  asymptotes  »,  ce  qui  est  d'ailleurs 
évident  pour  une  raison  donnée  à  la  page  précédente,  et  la 
Jlg.  1  bis  doit  être  modifiée  en  conséquence.  .  .    » 


BIBIJOGUAIMllE. 


Histoire  abrégée  de  l'Astronomie;  par  M.  Ernest 
Lehon,  Agiégé  de  l'Univcisilc,  Professeur  de  îMatliéiua- 
liques  au  Lyeée  Charlemagne.  Un  volume  petit  iii-8, 
caractères  elzévirs,  avec  i()  portraits  et  une  Carte  cé- 
leste-, litre  eu  deux  couleurs.  (iaiuliier-Villars,  1899. 
Prix  :  8  fr. 

En  signalant,  l'un  des  premiers,  VHistoire  abrégée  de  VAs- 
tronouiie,  par  M.  E.  Lebox,  dans  notre  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques  élémentaires  (Paris,  i5  juillet 
1899),  nous  avons  fait  remarquer  que  «  ce  Livre,  écrit  dans  un 
style  simple,  toujours  clair,  même  dans  l'exposition  des  tra- 
vaux d'Astronomie  mathématique,  est  le  résultat  de  recherches 
minutieuses  faites  dans  les  Ouvrages  originaux,  qu'il  sera  lu 
avec  plaisir  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  progrès  des 
Sciences  et  sera  un  très  utile  complément  du  Cours  de  Cosmo- 
graphie (ou  d'Astronomie  élémentaire)  dans  les  classes  de  Rhé- 
torique, de  Mathématiques  élémentaires,  de  Seconde  et  de 
Première  modernes  ».  Après  notre  article,  plus  de  trente  ana- 
lyses élogieuses,  parues  dans  des  journaux  français  et  étran- 
gers, ont  aussi  contribué  à  faire  connaître  le  consciencieux 
travail  de  M.  E,  Lebon.  Aussi  pensons-nous  qu'au  lieu  de 
donner  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  une 
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appréciation  personnelle  de  cette  Histoire,  il  sera  plus  intéres- 
sant pour  le  lecteur  et  plus  avantageux  pour  le  Livre  de  pré- 
senter des  extraits  des  principales  analyses  parues  jusqu'ici. 

Puisons  d'abord  dans  deux  des  articles  qui  indiquent  le  plus 
complètement  le  plan,  le  but  et  l'utilité  du  Livre  de  M.  E. 
Lebon  : 

«  Cet  ouvrage  est  construit  d'après  un  plan  original  qui  le 
distingue  des  ouvrages  précédents  sur  la  matière,  publiés  en 
France  tout  au  moins. .  .  . 

«  Dans  son  livre,  au  contraire,  M.  E.  Lebon  s'est  proposé 
surtout  de  donner  les  biographies  des  principaux  astronomes 
et  géodésiens,  depuis  l'antiquité  jusqu'à  nos  jours.  Les  biogra- 
phies sont  assez  complètes  et  énumèrent  les  principaux  détails 
de  leur  vie,  les  circonstances  qui  les  ont  engagés  dans  leurs 
recherches  scientifiques,  et  enfin  un  résumé  succinct  de  leurs 
travaux  les  plus  importants.  .  . . 

))  L'ordre  chronologique  des  naissances  règle  la  succession 
des  biographies.  Cependant  cet  ordre  suivi  strictement  aurait 
entraîné  la  confusion,  surtout  pour  les  astronomes  de  notre 
époque,  qui  en  général,  dans  cette  science  spéciale  qui  est 
l'Astronomie,  ont  une  spécialité,  c'est-à-dire  une  branche  par- 
ticulière à  laquelle  ils  s'adonnent  exclusivement.  Très  sagement 
l'auteur  a  divisé  son  domaine  en  trois  grandes  parties  :  pé- 
riode ancienne,  période  moderne,  période  contemporaine,  et 
ensuite  chaque  période  en  plusieurs  Chapitres  qui  corres- 
pondent aux  diverses  branches  de  l'Astronomie,  le  nombre 
des  Chapitres  étant  le  plus  grand  dans  la  période  contempo- 
raine. Or  l'ordre  chronologique  des  naissances  est  sui\i  seu- 
lement dans  chaque  Chapitre.  Le  lecteur,  pour  chaque  branche 
de  l'Astronomie,  peut  donc  mesurer  la  part  exacte  de  chaque 
astronome  dans  le  résultat  et  en  même  temps  suivre  les  progrès 
successifs  plus  ou  moins  rapides  de  cette  branche,  pendant  un 
long  espace  de  temps.  D'ailleurs,  au  commencement  de  plu- 
sieurs Chapitres,  l'auteur  ajoute  un  résumé  bref  de  la  question 
et  de  ses  préliminaires,  et  prépare  le  lecteur  à  la  nomenclature 
des  résultats  obtenus  par  les  astronomes  successifs  qui  Font 
étudiée. 

»  Ce  livre  peut  donc,  à  juste  titre,  être  appelé  une  Histoire 
de  l'Astronomie.  Il  est  heureusement  complété  par  une  Table 
alphabétique  des  auteurs  cités  dans  l'Ouvrage,  avec  l'indication 
des  pages  qui  les  concernent,  et  avec  l'addition  de  nombreux 
détails  non  insérés  dans  la  biograpiiie  elle-même. 
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»  ...  11  fournit  des  renseignements  fort  utiles  et  très  com- 
modes à  trouver.  Jl  doit  être  recommandé  à  tous  ceux  qui 
veulent  faire  un  voyage,  complet  ou  restreint,  dans  le  domaine 
de  l'Astronomie.  »  (H.  Deslandues,  Astronome  titulaire  à 
l'Observatoire  physique  de  Meudon.  Bulletin  astronomique, 
|)ublié  par  l'Observatoire  de  Paris,  décembre  1900.) 

...  «  La  période  ancienne  se  trouve  rapidement  traitée  et 
l'exposition  s'attache  davantage  à  la  découverte  de  la  vitesse  de 
la  lumière,  à  la  théorie  des  tourbillons,  à  la  forme  de  la  Terre, 
à  l'attraction  universelle,  à  la  Mécanique  céleste,  à  l'Astro- 
nomie physique,  à  la  Géodésie  et  à  la  Météorologie.  Tous  les 
grands  problèmes  de  l'univers  sont  exposés  d'une  façon  lumi- 
neuse, en  citant  les  diverses  étapes  créées  par  les  diflerents 
savants;  ceux  qui  vivent  ont,  comme  les  autres,  leur  biogra- 
phie, et  l'on  peut  se  renseigner  immédiatement  dans  le  livre, 
bien  illustré,  et  dans  des  Tables,  fort  bien  faites,  sur  les 
préoccupations  astronomiques  passées,  les  perfectionnements 
et  les  besoins  de  la  Science  actuelle.  »  (Jean  INIascaut,  Aide- 
Astronome  à  l'Observatoire  de  Faris.  Bévue  encyclopédique, 
29  décembre  1900.) 

Citons  encore  quelques  lignes  tirées  d'autres  articles  écrits 
dans  le  même  ordre  d'idées  : 

...  «  Son  livre  donne  l'exposé  méthodique,  siècle  par  siècle, 
génération  par  génération,  des  progrès  de  l'A-stronomie  depuis 
sa  naissance. . . . 

»  Le  livre  de  INL  E.  Lebon  suit  ce  progrès  pas  à  pas.  Il  ne 
peut  tout  dire  dans  la  forme  résumée  qu'il  a  choisie,  mais  il 
dit  tout  l'essentiel.  »  (E.  Durand-Gréville,  Journal  de  Saint- 
Pétersbourg.  12  août  1899.) 

...  «  L'ouvrage  s'adresse  donc  aux  professeurs  et  aux 
élèves  des  Cours  d'Astronomie,  et  aux  personnes  qui  s'inté- 
ressent aux  progrès  de  la  plus  belle  et  de  la  plus  attrayante 
des  Sciences. 

»...  L'auteur  s'attache  surtout  à  la  Période  moderne,  qu'il 
fait  dater  de  Copernic  et  qu'il  i)rolonge  jusqu'au  milieu  du 
xix"'  siècle,  et  à  la  Période  contemporaine  :  Ces  deux  parties, 
qui  occupent  l'ouvrage  presque  tout  entier,  sont  intéressantes 
et  généralement  bien  renseignées.  »  (J.T.,  Revue  bibliogra- 
phique belge^  3i  août  1899.) 

...  «  Non  seulement  les  personnes  versées  dans  l'Astro- 
nomie devraient  accueillir  ce  livre  avec  empressement  dans 
leur  bibliothèque,  mais  aussi  ceux  qui  s'intéressent  au  progrès 
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de  cette  Science,  la  plus  ancienne  des  Sciences,  parcourront 
ces  pages  avec  profit.  »  {Nature,  London,  5  octobre  1899.) 

«  Cet  ouvrage  est  le  résumé  d'une  dizaine  d'années  de 
recherclies.  Il  rendra  service  à  tous  ceux  qui  ont  à  enseigner 
la  Cosmographie  ou  à  perfectionner  leurs  connaissances  astro- 
nomiques. . . . 

»  On  ne  peut  que  savoir  gré  à  l'Auteur  d'avoir  mis  entre  les 
mains  de  tous  un  livre  utile  dont  la  lecture  ne  présente  pas 
plus  de  difficultés  que  celle  d'une  histoire  quelconque.  »  {Le 
Cosmos^  14  octobre  1899.) 

«  En  ce  livre  dégagé  de  tout  calcul  et  de  toutes  théories, 
l'auteur,  en  un  langage  accessible  à  tous,  donne  un  exposé 
des  plus  complets  des  grandes  découvertes  et  des  travaux  im- 
portants accomplis  en  Astronomie  depuis  les  temps  anciens 
jusqu'à  nos  jours. 

»  ...  Cette  Histoire  constitue  donc  un  livre  du  plus  haut 
intérêt  et  qui  a  sa  place  indiquée  dans  toutes  les  biblio- 
thèques. ))  (Georges  Vitoux,  Le  Rappel  et  le  AI  A"  Siècle, 
26  novembre  1899. j 

«  L'Astronomie  moderne,  la  Mécanique  céleste,  la  Géodésie 
et  la  Météorologie  sont  traitées  abondamment  en  200  pages.. . . 
L'exposition  est  précise  et  intéressante.  Des  Tables  de  ma- 
tières détaillées,  faites  à  divers  points  de  vue,  augmentent 
l'utilité  de  l'Ouvrage.  »  (L.  Litterarlsches  Centralblatt, 
n"  31,  Leipzig,  août  1900.) 

Les  extraits  suivants  de  trois  autres  analyses  montrent  que 
l'Ouvrage  de  M.  E.  Lebon  a  de  solides  qualités  de  style  et 
qu'il  est  remarquable  au  point  de  vue  typographique  : 

«  Voici  un  livre  qui  n'est  pas  banal  et  auquel  son  intérêt, 
mis  encore  en  relief  par  une  forme  littéraire  élégante,  vaudra, 
nous  n'en  doutons  pas,  un  légitime  succès.  Il  est  composé  avec 
compétence.  »  (R.  Guimarâes.  Membre  de  l'Académie  Royale 
des  Sciences  de  Lisbonne.  Enseignenient  mathématique, 
Paris,  i5  juillet  1900.) 

«  D'abord  ce  livre  est  beau.  Non  seulement  il  ne  fatigue  pas 
les  yeux,  mais  encore  il  les  régale,  grâce  au  papier,  aux  illus- 
trations, aux  ornements  typographiques  distribués  avec  goût.... 

»  Le  livre  de  M.  E.  Lebon,  malgré  son  titre  modeste,  est 
aussi  un  bon  livre;  il  est  clair,  sobre  et  précis.  C'est  le  fruit 
de  recherches  minutieuses,  faites  aux  sources.  »  (A.  Rebière, 
Agrégé  de  Mathématiques. /?e(7/e  générale  des  Sciences  pures 
et  appliquées,  Paris,  3r  décembre  1899.) 
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«  C'est  un  excellent  pelit  Ouvrage  qui  unit  ù  son  impression 
soignée  en  caractères  elzéviriens  beaucoup  d'attrait  et  d'intérêt, 
non  seulement  pour  les  personnes  qui  s'occupent  spécialement 
de  la  belle  Science  dont  il  traite,  mais  aussi  pour  beaucoup 
d'autres,  grâce  au  style  agréable  et  clair  avec  lequel  il  est 
écrit.  »  {Memorias  y  Revista  de  la  Societad  cientijica 
Antonio  Alzate;  n"*  Il  et  \%  1898-1899.) 

On  voit  donc  que  cette  Histoire  a  été  l'objet  de  bien  des 
appréciations  flatteuses  et  qu'elle  a  été  chaudement  recom- 
mandée par  des  astronomes,  des  professeurs  et  des  publi- 
cistes  aux  jeunes  étudiants  et  aux  gens  du  monde.  Nous  ne 
voudrions  pas  terminer  notre  compte  rendu  sans  dire  que  ce 
Livre  a  attiré  l'attention  de  plusieurs  corps  savants  :  ainsi,  il 
a  été  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  par  un  de 
ses  membres,  M.  G.  Wolf:  apprécié  devant  la  Société  Astro- 
nomique de  France  par  son  Secrétaire  général,  M.  G.  Flam- 
marion; signalé  à  la  Société  Royale  Astronomique  de  Londres 
par  son  Président,  M.  G. -H.  Darwin;  et  sans  faire  remarquer 
qu'il  a  été  inscrit  sur  les  Galalogues  des  livres  de  biblio- 
thèques et  de  prix  et  honoré  de  souscriptions  du  Ministère 
de  l'Instruction  publique  et  de  la  Ville  de  Paris. 

L.  Gkrari), 

Docteur  es  Scicnres, 
Professeur  au  Lycée  Chariciiiagne. 


La    RECENTE    GeOMETUIA     DEL    THlANGOLO,   pcr   il    Prof. 

Cristoforo   Alasia.     Lapi,    Cilla    di    CaslelJo;     iç)0(). 
Prix  :  3  Jire. 

Ge  Livre  est  le  premier  Ouvrage  qui  soit  consacré  uniquement 
à  la  Géométrie  du  triangle;  il  ré|)ond  à  un  véritable  besoin, 
car  il  était  difficile  d'arriver  à  connaître  l'ensemble  des  résul- 
tats acquis  depuis  la  création  de  ce  nouveau  rameau  de  la 
^Mathématique,  puisque  depuis  1878,  époque  où  il  a  pris  nais- 
sance, et  notamment  depuis  que  son  autonomie  s'est  affirmée, 
ces  résultats  étaient  éparpillés  dans  les  périodiques  mathéma- 
tiques de  tous  les  pays,  à  part  quelques  résumés  fort  intéres- 
sants, mais  nécessairement  incomplets. 

L'exposition,  faite  d'une  façon  élémentaire,  est  claire;  ce 
texte  est  compris  aisénient  même  par  un  lecteur  qui  n'est 
nullement  familiarisé  avec  la  langue  italienne.  Le  titre  du  Livre 
suffit  pour  que  les  mathématiciens  sachent  les  sujets  qu'ils  v 
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trouveront  développés  dans  (l'analyse  desquels  il  est  impossible 
d'entrer  ici);  nous  approuvons  l'auteur  d'y  avoir  introduit  des 
notions  de  Géométrographie;  si  cette  science  n'est  pas  à  pro- 
prement parler  du  domaine  spécial  de  la  Géométrie  du  triangle, 
elle  y  trouve  tant  d'applications  qu'on  doit  l'exposer  en  même 
temps. 

Il  est  curieux  que  l'Italie,  pays  où  la  Géométrie  du  triangle 
a  donné  lieu  à  moins  de  travaux  créateurs  que  les  autres,  soit 
précisément  celui  qui  en  présente  le  premier  Traité  didactique. 
L'éditeur  nous  l'explique  un  peu  en  mettant  en  tête  du  Livre 
une  carte  du  regretté  Beltrami  dans  laquelle  ce  dernier  l'en- 
gage à  publier  un  Ouvrage  sur  cette  nouvelle  et  intéressante 
matière.  C.-A.  L. 


OUESTIONS. 


1911.  Étant  donnés  un  tétraèdre  P1P2P3P4  et  un  point  P 
dans  l'espace,  on  mène  par  ce  point  un  rayon  g  que  l'on  pro- 
jette orthogonalement  sur  les  faces  du  tétraèdre.  Montrer  que 
le  lieu  de  la  droite  g^  telle  que  ses  quatre  projections  appar- 
tiennent à  une  congruence  linéaire  singulière,  c'est-à-dire 
admettent  une  transversale  unique,  à  savoir  le  rayon  g  lui- 
même,  est  un  cône  du  quatrième  ordre  contenant  les  vingt 
droites  suivantes  : 

i"  Les  rayons  qui  vont  du  point  P  aux  sommets  du  tétraèdre; 

2"  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  les  faces; 

3"  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  les  arêtes; 

4"  Les  intersections  des  plans  menés  par  le  point  P,  d'une 
part  perpendiculairement  à  une  arête  et  d'autre  part  par 
l'arête  opposée. 

Quand  le  point  P  se  déplace  dans  l'espace,  les  génératrices 
du  cône  correspondant  engendrent  un  complexe  du  quatrième 
ordre  qu'on  pourrait,  suivant  la  proposition  de  ]M.  Neuberg, 
appeler  complexe  de  Simson.  (J.  Franel.) 


ERRATA  AUX  TARLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCHROIV. 
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AVIS  HELAIIF  Al\  COXCOllRS  DES  «  XOIIVELLES  A\^ALES 
COXCOIIIS  DE  mi. 


L'expérience  des  concours,  que  les  Nouvel/es  yJn- 
nales  ont  Iciilée  depuis  i  8()G,  a  donné  d'Iieuicnx  résul- 
tats. Mais  elle  a  en  niènu;  temps  lévélé  la  nécessité 
d'une  niodiliealion  (|ue  nons  rJ'sunions  d'un  mot,  eu 
disant  (jue  désormais  il  y  aura  chaque  année  u^  con- 
couis  au  lieu  de  deux.  La  cause  essentieIK;  de  cette 
niodiliealion  est  l'ahondance  des  matériaux  C[ue  reçoit 
la  Rédaction.  L'obligation  de  publii'r  [>resi|U(;  à  date 
(ixe  deux  Alémoires  chatjne  année,  INL-moircs  souvent 
assez  longs,  nous  oblige  à  faire  attendre  Irop  longtemps 
l'insertion  d  arlicles  intéressanls.  Cela  nous  emj)èclie 
aussi  de  donner  aux  quiîslions  et  solulions  la  place  que 
noiinalemenl  elles  de\ l'aient  occu[)ei'. 

D'autre  pari,  les  collaborateurs  di^s  Noii\'(dlcs  An- 
nales sont  pour  la  plupart  absoibés  par  des  obligations 
proressioinielles  ;  et  plusieurs  nous  ont  souvent  exprimé 
le  désir  d'avoii-  un  plus  long  délai,  en  ce  (pli  conceine 
l(;s  concours. 

M.  (]aulllier-^  illais,  notre  éditcui,  a  [)arlagé  l'avis 
de  la  liédaclion.  iMais  il  a  tenu  à  reporlei"  sui*  le  con- 
cours nni(]U(î  l'avantage  (ju'il  consentait  poui*  Kîs  deux 
concours  réunis.  Le  Mémoire  récompensé  donneia  donc 
droit  à  un  crédit  de  dkux  ckjnts  fiivincs  d'Ouvrages 
(au  li(;u  de  loo  francs)  à  clioisii*  dans  le  catalogue  de 
AL  Gautliier-Villai's. 

Les  autres  conditions  du  concouis  restent  d'ailleurs 
les  nièiTies. 

Lu  ce  qui  concci'ne  le  premier  i;oneours  [)our  1901, 

Ann.  (le   }f(it luntirit .,  4'  série,  t.  I.   (.\\ril   fijïn.)  iO 
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dont  le  suj(?t  a  été  public  (1900,  p.  48 1),  il  de\ient 
applicable  à  raniicc  1901  entière.  Eu  conséqucuce,  la 
date  limite  d'envoi  des  manuscrits,  fixée  au  i5  mai  pro- 
cliain,  est  prorogée,  et  reportée  au  i^'"  novembre  1901. 
D'ici  quelques  mois,  nous  espérons  pouvoir  publier 
le  sujet  du  concours  de  içjoa. 


[D5d] 

SUR  LES  ^OTiO!VS  DE  FO\€TIOX  COMPLÈTE 
ET  DE  FONCTION  PÉRiODIQUi:; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


1.  Pour  étudier  une  fonctiou  Y  d'une  variable  X,  on 
a  coutume  de  clioisir,  parmi  les  valeurs  de  Y  détermi- 
nées par  une  valeur  x  de  X,  une  certaine  valeur  j^'^  dont 
on  suit  les  variations  lorsque  x  varie;  on  obtient  ainsi 
des  fonctions  uniformes  que  l'on  peut  classer  immédia- 
tement en  deux  catégories  distinctes  : 

1°  Les  fonctions  uniformes  sans  points  critiques^  qui 
n'ont  pas  d'autres  singularités  que  des  singularités  essen- 
tielles (il  u^y  a  pas  lieu  de  distinguer  ici  les  pôles  d'une 
manière  spéciale);  c'est  le  cas  où  la  fonction  Y  est  uni- 
i>oque. 

2°  Les  fonctions  uniformes  qui  ont  des  points  cri- 
tiques, c'est-à-dire  qui  ne  sont  réellement  uniformes 
que  sur  une  surface  de  Riemann  convenablement  choi- 
sie; car  si  l'on  fait  varier  x  dans  un  même  plan,  d'un 
point  Xq  quelconque  à  un  point  x^  quelconque  (non 
singuliers  essentiels),  la  variation  correspondante  de j^ 
n'est  pas  univoque,  mais  dépend  du  chemin  suivi,  de  Xq 
à  xi^  par  la  variable  x-^  c'est  le  cas  où  la  fonction  Y  a 
plusieurs  valeurs. 
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Riemaiiim'a  d'ailleurs  inventé  ses  surfaces  à  feuillets 
que  dans  le  but  d'appliquer  aux  diirérentcs  valeurs 
d'une  fonction  nmltifoiine  les  procédés  d'étude  em- 
ployés à  l'égard  des  fonctions  uniformes  sans  points 
critiques. 

Or,  il  est  quelquefois  utile,  nécessaiie  même,  d'envi- 
sager, non  pas  Tune  des  valeurs  d'une  fonction  multi- 
forme Y  de  .r,  répondant  à  une  valeur  de  x,  mais  Yen- 
semble  de  toutes  ces  valeurs. 

2.   Soit 

Dx(Y) 

l'ensemhle  des  points  y  correspondant  à  une  valeur 
donnée  x  de  la  variable.  Nous  dirons  que  Dj.(Y)  est  la 
déteimi/Kttiofi,  pour  la  valeur  données  de  la  variable, 
de  la  fonction  complète  Y  de  X. 

Les  différents  points  y,  variables  avec  or,  dont  l'en- 
semble constitue  la  détermination  l)j:(Y),  sont  fonc- 
tions de  .r;  mais  chacune  de  ces  fonctions  n'est  quune 
partie  de  la  fonction  complète\  :  nous  désignerons  ces 
fonctions  par  le  nom  (Xv  fonctions  partielles. 

Plusieurs  de  ces  fonctions  partielles  j^,  paities  d'une 
même  fonction  complète  Y,  deviennent  égales  en  cer- 
tains points  x\  ces  points  sont,  .t  l'égard  des  fonctions 
partielles  qui  j  deviennent  égales,  des  points  critiques  : 
si  X  passe  par  un  de  ces  points,  l'une  des  fonctions  par- 
tielles, jv'i  par  exemple,  pourra  être  continuée  par  l'une 
quelconque  des  fonctions  partielles  y^-^  J3,  ...,  qui 
deviennent  égales  à  j  ,  en  ce  point-,  si  x  décrit  un  con- 
tour fermé  enfermant  un  de  ces  points,  les  fonctions 
partielles  qui  sont  égales  en  ce  poinl  se  permutent  entre 
elles,  mais  l'ensemble  n'a  pas  changé  :  la  détermina- 
lion  Dx(Y)  de  la  fonction  complète  Y  n'a  pas  varié. 

Les  points  critiques  des  fondions  partielles  r  ne  sont 
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donc  pas  des  points  critiques  à  l'éi^ard  de  la  fonction 
complète  :  ce  sont  des  points  multiples ^  en  ce  sens  que 
le  nombre  des  valeurs  distinctes  y  de  Y  est  moindre  en 
ces  points  qu'en  des  points  ordinaires,  points  doubles 
si  deux  des  valeurs  de  Y  y  sont  égales,  points  triples  si 
trois  des  valeurs  de  \  y  sont  égales,  etc. 

Ces  points  sont  encore  remarquables  à  d'autres 
égards  :  supposons  que  Ji  des  fonctions  partielles  j'  dont 
se  compose  Y  prennent  la  valeur  [j  loisque  x  est  en  un 
point  critique  a  de  ces  7i  fonctions  :  si  x  est  infiniment 
voisin  de  a,  les  valeurs  correspondantes 

yi,  r-2,    •.-,  yn 

des  71  fonctions  partielles  considérées  seiont  iiijiniment 
voisines  de  [3,  et,  par  suite,  infiniment  voisines  entre 
elles.  (Nous  supposons,  bien  entendu,  que  la  fonction 
complète  Y,  c'esl-à-dire  chacune  des  fonctions  partielles 
dont  elle  se  compose,  est  continue.) 

Ajoutons  enfin  qu'on  pourra  considérer  Ji  des  fonc- 
tions partielles  qui  composent  la  fonction  complète  \ 
comme  formant  une  fonction  paitielle  niultifornie. 
Cette  considération  est  particulièrement  utile  lorsque 
ces  n  fonctions,  à  rexclusioji  des  autres,  deviennent 
égales  en  a. 

]'2claircissons  tout  ceci  par  des  exemples. 

Considérons  d'abord  la  fonction  complète 

qui  a  trois  valeurs  et  que  nous  écrirons  ainsi 

où  A,,  Ào»  A3  sont  les  racines  cubiques  de  l'unité,  et  \/x 
l'une  quelconque  des  trois  valeurs  de  Y. 

E,n  dehors  du  poiril  niulliplc  zéro,  \  se  décompose  en 
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liois  fonctions  parlicllos  uniToriues 

pour  lesquelles  le  point  zéro  est  un  point  critique. 
Considérons  maintenant  la  fonction  complète 

que  nous  écrirons  ainsi 

V  =  (Xi,  À2,  À3)v^^^«  -<-  (i^i,  ;a2i  ;^3,  i-tv,  \i-~^)yx  —  b, 

où  les  )x  sont  les  racines  cubiques  de  l'unité  et  les  ia  les 
racines  cinquièmes  de  l'unité.  Cette  fonction  complète, 
dont  la  déteiinination  comprend  quinze  points,  st;  dé- 
compose, en  dehors  de  ses  points  multiples  a  et  h^  en 
quinze  fonctions  partielles  unifoinies 

y'ij  =  X,-  yx  —  a-^  IX  j  yx—b 
{i=  i,  v>,  3,  y  =  i,>.,  3,  \,  3). 

Le  point  multiple  a  est,  pour  ^  ,  un  point  tri])le;  Itî 
point  multiple  b  est  un  point  quintuple. 

La  fonction  Y  peut  également  être  décomposée  en 
trois  fonctions  paitielles  multiformes  ayant  cliacun(; 
cinq  valeurs 

Uj=  (X,,  X,,  l^)^x  —  a  H-  [xjy/x  ~  b         {j  =  r,  2,  3,  i,  5), 

ou  en  cinq  fonctions  partielles  multiformes  ayant  cha- 
cune trois  valeurs 

Vi  =  li  yx  —  a  -\-  (  y., ,  [x,,  1x3,  ;j.^,  [x^,  )y x  —  h         f  «  =  r ,  2,  3  ). 

Le  point  a  est  un  point  multiple  (triple)  pour  les 
fonctions  partielles  z^yetun  point  critique  pour  les  fonc- 
tions paitielles  Vi\  le  point  h  est  un  point  critique  pour 
les  fonctions  partielles  Uj  et  un  point  multiple  (quin- 
tuple) pour  les  fonctions  partielles  v»/  :  les  fonctions  «y 
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se  permutent  entre  elles  lorsque  x  décrit  un  contour 
fermé  autour  du  point  h  et  reprennent  la  même  déter- 
mination lorsque  x  décrit  un  contour  fermé  autour  du 
point  a  ;  les  fonctions  ^i  se  permutent  entre  elles  lorsque 
X  décrit  un  contour  fermé  autour  de  a  et  reprennent  la 
même  déteriuinalion  lorsque  x  décrit  un  contour  fermé 
autour  de  b. 

3.  Nous  devons  encore  faire  la  remarque  suivante, 
qui  précisera  la  nature  d'une  fonction  complète  : 

Soit  )',  une  fonction  partielle  uniforme,  partie  d'une 
fonction  complète  Y. 

En  faisant  suivre  à  x  différents  contours  fermés,  y^ 
prend  différentes  valeurs 

^2,       JK3,        ... 

lorsque  x  est  revenu  à  sou  point  de  départ.  Si  Ton  con- 
sidère tous  les  contours  fermés  possibles  dont  le  point 
de  départ  est  un  point  ordinaire  x^^  et  si 

7l,     Jï,       ..-,      Jn,       ... 

sont  toutes  les  fonctions  partielles  obtenues,  l'ensemble 
de  ces  fonctions  formera  une  fonction  complète  Y<,  car 
cette  fonction  Y,  reprendra  la  même  détermination 
lorsque  X  reviendra  en  Xq  après  avoir  parcouru  un  che- 
min quelconque. 

Si  alors  cette  fonction  complète  Y^  n'est  pas  iden- 
tique à  la  fonction  complète  Y,  d'où  nous  avons  ùréy^^ 
la  fonction  Y  est  décomposable  en  au  moins  deux  fonc- 
tions complètes  dont  l'une  est  Y, . 

Il  est  d'ailleurs  évident  qu'on  pourra  considérer,  dans 
quelques  problèmes,  l'ensemble  de  plusieurs  fojictions 
complètes  ;  mais,  dans  ce  (!as,  nous  dirons  que  la  fonc- 
lion  considérée  est  une  fonction  composée,  et  nous  ré- 
serverons 1*  nom  (le  fonctions  complètes  aux  fonctions 
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indécomposables  en  d'autres  fonctions  n'ayant  pas  de 
points  critiques  ou  n'ayant  que  des  points  multiples. 
Ainsi,  par  exemple,  la  fonction 

est  une  fonction  cofjiposée ;  eWe  se  décompose  (dans  tout 
le  plan)  en  deux  fonctions 

-h /x  —  <7,      — '\/x  —  a. 

(chacune  de  ces  deux  fonctions  est  une  fonction  com- 
plète qui  ne  se  décompose  qu'en  fonctions  partielles 
(au  nombre  de  trois)  qui  ont  un  point  critique  jr  =  n. 

En  résumé  : 

Une  fon(;tion  partielle  a  toujours  des  points  critiques; 
elle  a  aussi  des  points  multiples  si  elle  est  multiforme, 
c'est-à-dire  si  elle  a  plusieurs  valeurs. 

Une  fonction  complète  n'a  pas  de  [)oints  criti(]ues;  si 
elle  a  plus  d'une  valeur,  elle  a  des  points  multiples, 
c'est-à-dire  des  points  où  certaines  des  fonctions  par- 
tielles en  lesquelles  elle  se  décompose  deviennent  égales. 
Lorsque  x  décrit  un  contour  fermé  autour  d'un  de  ces 
points,  les  fonctions  partielles  se  permutent  entre  elles 
et  la  fonction  complète  reprend  la  même  valeur.  Une 
fonction  complète  est  indécomposable  en  deux  ou  plu- 
sieurs fonctions  complètes. 

Une  fonction  composée  est  un  ensemble  de  fonctions 
complètes. 

En  particulier,  une  fonction  uniforme  qui  a  des  points 
critiques  est  une  fonction  partielle  uniforme  et  une 
fonction  uniforme  qui  n'a  pas  de  points  critiques  est 
une  fonction  complète  uniforme  ;  les  polynômes,  les 
fractions  rationnelles  sont  des  fonctions  complètes  uni- 
formes. Nous  avons  ainsi  caractérisé  la  distinction  que 
nous  avons  établie,  au  commencement  de  cette  Note, 
entre  deux  catégories  de  fonctions  uniformes. 
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4.  Les  considérations  qni  précèdent  permettent 
d'aborder  l'étude  générale  des  fonctions  qui  restent 
invariables  lorscjn'on  fait  à  jc  certaines  substitutions. 

Considérons  une  fonction  complète  multiforme  Y 
de  X  se  décom])osant,  en  deliors  de  ses  points  multiples, 
en  fonctions  partielles  uniformes,  et  soient 

yi,      J'2;      J3,        ••• 

les  valeurs  de  ces  fonctions  partielles  en  un  point  ordi- 
naire; .r, .  Considérons  maintenant  la  fonction  X  de  Y, 
inverse  de  la  précédente,  et  supposons  (|ue  cette  fonc- 
tion soit  multiforme.  Si  nous  donnons  à  la  variable  in- 
dépendante Y  la  valeur  j^, ,  prise  dans  1(îs  précédentes, 
nous  obtenons  pour  X  une  détermination 

formée  de  points  x  parmi  lesquels  se  trouve  la  valeur  a;,, 
piécédemment  clioisie. 

De  même,  les  valeurs  jo,  l's,  . . .  j^récédentes  donnent 
pour  X  les  déterminations  respectives 

t).v.(X),     D,,(X),     ..., 

qui  comprennent  cbacune  le  point  J[•^.  Or  il  peut 
arriver  que  toutes  ces  déterminations  de  X  aient  encore 
d'autres  points  communs  .^o,  x^^  ...  (nous  en  verrons 
des  exemples)  :  il  s'ensuit  que,  pour  tous  ces  points 
communs  x,,  oTo,  Xa,  . .  .  ,  la  détermination  de  \  est  la 
même  : 

r>..,(Y)  =  D.,(Y)  =  D..,(  Y)  =j-.,  j2,73,  .... 

Or,  lorsqu'on  se  donne  .r,,  les  points  .r^,  X;),  . . .  sont 
déterminés  d'a[)rès  ce  qui  précède;  x-^^  a';),  x, ,  ...  sont 
donc  des  fonctions  de  Xi  : 
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et  ces  fondions  sont  telles  que,  subsliluées  à  la  va- 
riable a?i,  Injonction  Y  reste  identiquement  la  même, 
ou,  si  l'on  vi'Ul,  posant  Y  =  F(.r),  ou  aura 
F(:r)  =  F[5,(^)l  =  F[^,(^)]  =.... 

Pour  abréger  le  langage,  nous  a[)pe]lerons  substitu- 
tions d'in^'ariabilité  rle\\  ou  simplement  substitutions 
de  Y,  les  fonctions  s.2{x')^  S;^{x),  . . .  elles-mêmes. 

Posons 

11  airive  (jnelcpiefois  cjne  la  quantité  pi[x),  déter- 
minée par  ei'tt(i  égalité,  est  constante*  :  clans  ce  cas  par- 
ticulier, on  l'a  désignée  par  le  nom  de;  pé/iode. 

Ayant  i(;i  à  envisager  des  cpiantilés  analogues,  mais 
en  général  variabh^s,  nous  désignerons  par  le  nom  de 
période  toute  quantité  telle  cpie 

Piix)  ^  Siix)  —  X, 

c'est-à-dire  toute  quantité,  constante  ou  fonction  de  j", 
(pu,  ajoutée  à  x^  ne  change  pas  la  valeur  de  la  fonc- 
tion \  ■=■¥ [x).  Cette  fonction  sera  alors  a[)pelée  une 
fonction  périodique. 

Ainsi,  dans  la  fonction  sinz'  nous  envisagerons  les 
périodes  constantes 

imiz         (//i  =  lii  I,  zh  2,  dz  3.  .  .  .)j 

et  les  pci  iodes  variables 

{'>.ni  -^i)-  —  -ix     (  '  ), 

(')  On  a  coutume,  dans  la  théorie  des  fonctions  cllipti(|iies,  de 
n'attacher  d'importance  qu'aux  deux  périodes  constantes  ou  aux 
substitutions  de  la  forme  2//io> -j- 2 //(o'-f- x.  Los  périodes  variables, 
ou  les  subslitulions  de  la  forme 

2  ni  hi  +   .'.  Il  0>'  —  X  ou  (  2  ni  -h  1  )  OJ  H-  2  /i  (.)'  —  X, 

ont  autant  diniporlancc  que  les  proniièrcs  pour  rcxislence  des  fonc- 
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qui  oui  autant  (l'importance  que  les  premières  pour 
l'existence  de  sin^c. 

Nous  étudierons  d'ailleurs  des  fonctions  périodiques 
qui  n'ont  aucune  période  constante. 

De  l'élude  précédente  il  résulte  : 

i"  Qu'une  fonction  multiforme  n'admet  pas  généra- 
lement de  substitutions  d'invariabilité,  ou,  selon  notre 
définition,  n'est  pas  généralement  périodique^  car,  pour 
qu'elle  soit  périodique,  il  est  nécessaire  et  d'ailleurs  suf- 
fisant que  les  déterminations  D^^(X),  D^.^(X),  ...  de  la 
fonction  inverse,  comprennent  plusieurs  points  com- 
muns 

a7j,       ^2?       ^3)        •  •  •  5 

y»?  y '2^  J'sj  •  •  •  étant  tous  les  points  de  la  déterniinaiion 
de  Y: 

En  particulier,  toute  fonction  complèle  multiforme 
Y  de  X,  inverse  d'une  fonction  complète  uniforme  X 
de  Y  nest  pas  périodique,  car  la  détermination  de  X, 
lorsqu'on  se  donne  une  valeur  de  Y,  ne  comprend  qu'u/i 
point. 


lions  elliptiques,  car  on  peut  démontrer  qu'il  n'y  a  que  la  fonction 
exponentielle  qui  ait  seulement  des  substitutions  de  la  forme 

X  -h  const., 

c'est-à-dire  qui  ait  seulement  des  périodes  constantes. 

Quant  à  l'usage  que  nous  faisons  ici  des  expressions  àe périodes  et 
de.  fonctions  périodiques,  il  n'est  destiné  qu'à  abréger  le  langage  et 
non  à  soulever  une  question  de  doctrine.  II  est  d'ailleurs  justifié  en 
ce  sens  que,  dans  le  langage  ordinaire  et  même  dans  les  théories 
astronomiques,  on  appelle  phénomènes  périodiques  des  phénomènes 
qui,  on  l'a  reconnu  depuis  longtemps,  n'ont  pas  de  périodes  con- 
stantes, de  sorte  que  les  fonctions  qui  représenteraient  exactement 
ces  phénomènes  ne  pourraient  être  que  des  fonctions  périodiques  à 
périodes  variables,  fonctions  évidemment  de  la  variable  indépen- 
dante. 
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a'*  Toute  fonction  complète  uniforme  Y  de  X,  autre 
qu'une  fonction  linéaire,  est  une  fonction  périodique 
de  X,  car  tous  les  points 

a^i,     x-i,     x^j 

de  la  détermination  de  X  obtenue  par  un  point  jKi  sont 

tels  que 

Da-,(Y)=D.,(Y)  =  D,,(Y)=...  =  7,. 

En  particulier,  un  polynôme  ou  une  fraction  ration- 
nelle de  degré  7i  est  une  fonction  périodique  qui  a  Ai  —  i 
substitutions,  car  la  fonction  inverse  a  u  valcuis. 

Il  est  facile  de  construire  des  fonctions  multiformes 
|)ériodiques  de  la  manièrt?  suivante  :  Soit  P(j^)  une 
fonction  complèle  uniforme,  par  exemj)le  une  fonction 
rationnelle  de  degré  n  vX  soit  ^{x)  la  fonction  inverse 
d'une  autre  fonction  complète  uniforme,  par  exemple 
aresinj:*,  la  fonction 

¥{x)  =  4»[P(>)]  =  arc  sin  V{x) 

admet  les  n  —  i  substitutions  de  P(x)  et  n'admet  que 
celles-là,  car  la  fonction  4>(x)  =  arc  sin.r  n'est  pas 
périodique.  La  fonction  4>[P(x)]  est  donc  une  fonc- 
tion complète  multiforme  périodique. 

Les  fon(!tions  mulliformes  périodirpies,  obtenues  par 
ce  procédé,  sont  telles  que  les  fonctions  partielles  j^i, 
y'2y}'3i  '•'•,  ti'i  lesquelles  elles  se  décomposent,  sonte//<?5- 
inênies  périodiques  et  ont,  toutes,  les  mêmes  substitu- 
tions. 

Mais  il  est  évident  que  d'autres  cas  peuvent  se  pré- 
senter, où  certaines  substitutions,  au  moins,  de  la 
fonction  complète   Y    ne   laissent   pas  invariables    les 

fonctions  partielles  JKi  ,  JK2  O  3  »  •  •  •  5  "^^^^  ^^^  P^**'~ 
niulenl. 

o.   Nous  appellerons  groupe  de  substitutions  d'une 
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lonclioli  complète  périodique  Y  =  F(.r),  niullifornie  ou 
uniforme,  rensemble  des  subslitulions  s(.x)  qui  laissent 
invaiiable  celte  fonction  complète,  et  parmi  les  fonc- 
tions multiformes  périodiques  nous  considérerons  parti- 
culièrement celles  pour  lesquelles  les  déterminations  s  (x) 
forment,  avec  j:,  tous  les  points  de  la  substitution  Dv(X) 
de  la  fonction  inverse  [ce  qui  ai^rive  toujours  dans  le  cas 
des  fonctions  F(^)  complètes  uniformes].  Pour  toutes 
ces  fonctions,  on  pourra  diie  que  le  groupe  des  substi- 
tutions, auxquelles  on  adjoint  .r,  n'est  autie  que  la 
détermination  D^(X)  de  ]&  fonction  inverse  dont  tous 
/es  points  sont  considérés  comme  fonction  de  l'un  quel- 
conque d^ entre  eux. 

Les  points  multiples  de  la  fonction  multiforme  X 
de  Y,  inverse  de  la  fonction  Y  de  X,  sont  des  points  j^  où 
plusieurs  des  fonctions  paitielles  X  deviennent  égales. 
Soit  J' =  fi  un  de  ces  points,  et  soit  ;r  ==  a  la  valeur 
commune,  en  ce  point,  des  fonctions  paitielles  qui  y 
deviennent  égales^  si  ces  fonctions  partielles,  consi- 
dérées comme  fonctions  de  la  première,  sont 

5i(.r),     s-iix),     s-i{x)^     ..., 

on  aura 

.Vi(a)  =  ^.(a)  =  A-3(a  )  =  .  .  .=  a. 

Les  points  a  ainsi  déterminés  sont  donc  lels  que  plu- 
sieurs substitutions  du  groupe  y  deviennent  égales*  ces 
valeurs  de  x  seront  appelées  les  points  multiples  du 
grouj^e;  ce  qui  précède  monlrcî  que  ces  points  sont  les 
valeuis  a  de  la  fonction  muki forme  X  de  Y  qui  sont 
déterminées  par  les  points  multiples  ,3  de  la  fonction  X 
de  Y,  inveis(î  de  la  fonction  péiiodique  Y  considérée. 

L(,'s  fonctions  niultiformes  que  l'on  a  étudiées  jus- 
qu'ici en  IMatliématiques  sont  telles  (jue  leur  détei- 
minalion  r),,(Y\   [)our  un   point  x  de    la   vaiiable,  ne 


(  '^>-  ) 

coniprciul,  sauf  pour  des  points  x  particuliers,  (jue  des 
points  isolés  séparés  les  uns  des  autres  par  des  inter- 
valles lion  inliniiuent  petits.  Si  donc  nous  considérons 
une  fonction  périodique  Y  de  X,  doni  Tinverse  jouit  de 
la  piopriélé  précédente,   les  points 

de  la  détermination  Dj(X)  forineionl  un  ensemble 
discontinu,  sauf  pour  certaines  valeurs  particulières  de 
Y  qui  sont,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment,  les 
points  multiples  de  la  lonction  X  de  Y.  Mais  ces  points  x 
ne  sont  autres  que 

X,     S{{x),     s-iix) 

Dans  le  cas  considéré,  le  groupe  d(;  la  fonction  [)é- 
riodique  Y  sera  donc  discontinu,  sauf  en  certains  points 
(jue  l'étude  [)récédiMite  fait  connaître  :  lorsque  x  sera 
infiniment  voisin  d'un  point  multi[)le  a  du  groupe,  les 
points  .$,  (.r),  ^^(x),  ...  seront  également  infiniment 
voisins  de  a,  et  par  conséqu(Mit  infiniment  voisins  de  x 
(nous  supposons,  bien  entendu,  que  la  fonction  X  de  Y 
est  continue  dans  le  domaine  de  ces  points).  Il  s'ensuit 
que  les  périodes 

Siix)  —  X  =  pi(x), 

relatives  auv  substitutions  .v/  qui  s'égalent  en  un  point 
multiple  a,  sont  injînitésinialcs  dans  le  domaine  de  ce 
point.  Si  l'on  remarque  que  toul(i  fonction  complète 
multiforme  X  de  Y  a  nécessairement  des  points  mul- 
tiples a  (ce  qui  revient  à  dire  que  toutt*  fonction  par- 
tielle a  nécessaircMnent  des  points  critiques),  on  voit 
que  tout  groupe  a  des  points  multiples,  et,  par  consé- 
quent,  que  tout  grou/}e  discontinu  pour  des  points  x 
quelconques  cesse  d'être  discontinu  dans  le  domaine 
de  cej  tains  points  x  qui  ne  sont  autres  que  des  poiiits 
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iiiultiplcs.  Le  raisonnement  précédent  suppose  que  le 
point  multiple  a  est  à  distance  finie,  et  tombe  lorsque 
ce  point  est  rejeté  à  l'infini.  Les  substitutions,  en  groupe 
discontinu  de  la  fonction  sino?,  donnent  un  exemple 
simple  de  l'un  et  l'autre  cas  :  la  substitution 

(  -2  m  -r-  I  )  TT  —  X  (  m  =  O,  ±  1  ,  it  2,    .  .  .  ) 

est  infiniment  voisine  de  a?,  lorscjue  xditïère  infiniment 
peu  de  ^ —  ou,  si  1  on  veut,  la  période 

(2  W  H-  l)7r  —  2  37 

est  iniinitesimale  dans  Je  voisinage  du  point j 

qui  est  un  point  multiple  où  les  deux  substitutions 

[2(m  +p)  -m]  71  —  O^,       2/?  71  4- 37        (/>  =  O,  d=  F,  ifc  2,    .  .  .) 

deviennent  égales.  Les  substitutions 

2m7r  +  37, 

qui,  d'ailleurs,  forment  le  groupe  des  substitutions  de 
la  fonction  e^v  «^  n  ont  pas  de  points  multiples  à  dis- 
tance finie,  et  l'on  voit  qu'aucune  des  périodes  de  ce 
groupe  n'est  infinitésimale  pour  aucune  valeur  de  x. 

Dans  certains  des  cas  particuliers  étudiés  jusqu'ici, 
on  a  appelé  (^  )  groupe  proprement  discontinu  \x\\  groupe 
discontinu  dans  lequel  aucune  période  n'est  infinitési- 
male pour  une  valeur  de  x^  et  groupe  improprement 
discontinu  un  groupe  discontinu  dans  lequel  certaines 
périodes  au  moins  sont  intinilésimales  dans  le  do- 
maine de  certains  points  particulieis.  Ce  qui  précède 
montre  que  tout  groupe  proprement  discontinu  n'a  pas 

(')  M.  PoiNCARK,   TJtéorie  des  groupes  fuchsiens  et  kleinéens. 
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de   point    multiple    à   distance    Unie,    c'esi-à-dire   que 

Téqualion 

Si{x)  =^  X        ou        pii^x)  =  o 

n*a  aucune  solution  finie,  quelle  que  soit  la  substitu- 
tion Sii^x)  du  groupe;  toutes  les  substitutions  du  groupe 
sont  alors  de  la  forme 

X  H-  const.  ; 

il  n'y  a  donc  pas  d'autre  groupe  proprement  discontinu 
que  celui  de  la  fonction  exponentielle  e^^  \  il  n'y  a 
donc  pas  lieu  de  faire  la  distinction  précédente  entre 
les  divers  groupes  discontinus,  puisque  l'une  des  deux 
catégories  qu'elb*  distingue  se  réduit  a  un  groupe  parti- 
culier. 

6.  Mais,  à  l'égard  des  grou[)es  continus,  il  y  a  lieu 
de  faire  une  distinction  analogue  beaucoup  plus  im- 
portante. On  appelle  groupe  continu  tout  groupe  qui 
contient  des  périodes  qui  sont  iniinitésimales  quel  que 
soit  X.  Nous  allons  d'abord  montrer  qu'il  existe  des 
fonctions  périodi(jues  ayant  des  groupes  continus  de 
substitutions. 

Considérons  la  fonction  complète  multiforme 

y  =  x"\ 

OÙ  m  est  un  nombie  réel  et  incommensurable.  On  re- 
connaît facilement  que  cette  fonction  complète  a  pour 
détermination  D^(j')  une  infinité  de  points  infiniment 
voisins  les  uns  des  autres  sur  une  circonférence  ayant 
Torigine  pour  centre,  et  qu'il  n'existe  aucun  arc  fini 
de  cette  circonférence  sur  lequel  ne  se  trouvent  une 
infinité  de  points  y.  Cependant  il  y  a  des  points  de  la 
circonférence  qui  n'appartiennent  pas  à  la  déiermina- 
tion  Dj.(r),  car  s'il  n'en  existait  pas,  la  détermination 
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(le  a""  cl  celle  de  .x*  sciaicnl  itb  iiLkjucs  poui"  \x  |  =  I7 
rni-  elles  s(;  composeraient  tonlcs  deux  de  lous  les  j)oiMls 
de   la  ciiconrerence  de   rayon   iiii^    et   alors  les  raeincîs 

— ^^^^<  ^'l   — ï  nT^  ^^^  lunilé  seraient    identiques:  cela  est 

impossible,  car  l'équation  )/"=:  i   admet,  outre  les  ra- 

cines  de  l'ccpiation   A"'=i,  toutes  celles  de  l'équation 

)v'"  =  —  1 .  On  ne  peut  donc  pas  dire  que  la  déteimina- 
lion  Dj.(j')  se  composer  d'une  suite  continue  de  points, 
au  sens  ])ropi*e  du  mot;  toutefois,  nous  pouvons  dire 
que  cet  ensemble  de  points  est  iinprop renient  continu 
sur  la  circonférence  de  rayon  |  :r'"  |,  entendant  par  ciitte 
expression  que  sui-  celte  circonférence  existent  une  infi- 
nité de  points  y  inlinimcnt  voisins  les  uns  des  autres, 
que  sur  tout  arc  fini,  si  petit  soit-il,  se  trouvent  des 
points  j)/,  sans  d'ailleurs  que  les  points  y  constituent  la 
ligne  continue  qu'est  la  circonféience,  ni  même  aucun 
aie  continu  au  sens  géométi  iqtie,  de  lieu  d' un  point  en 
inouvement  continu. 

Nous  ne  connaissons  aucune  fonction  dojit  la  déter- 
mination D.c(j/)  se  conq)Ose,  quel  que  soit  .r,  de  lignes 
au  sens  géométrique  du  mot;  s'il  en  existait,  on  pour- 
rait les  appeler  des  îoncûons  proprement  linéales,  leur 
détermination  étant  proprement  continue,  c'est-à-dire 
une  ligne  géomélricpie.  Dans  tous  les  cas,  on  pourra 
appeler/b/ic^fo/iç  improprement  linéales  des  fonctions, 
tiîlles  que  la  précédente,  dont  la  détermination  est, 
quel  (pie  soit  x  (sauf  aux  [)oints  multiples),  impropre- 
ment continue  sur  une  ligne  continue. 

Les  fonctions 


^'''>  =^  (  TZrl  )     '  r.,^[{T~a)"-^b\ 
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où  J7i  est  inconimeiisurable  et//  commensiirable,  sont, 
comme  la  précédente,  des  fonctions  improprement  li- 
néales.  La  détermination  Dj(jki)  de  la  première  se 
compose  d'niie  infinité  de  points  infiniment  voisins  sur 
nne  circonféience,  pour  tout(î  valeur  de  x  autre  que  a 

ou  h.  Si  11^=^1  la  détermination  Dr(i'>)  de  la  seconde 

/^       .         .  .        .     .    . 

se  compose  d'une  infinité  de  points  infiniment  voisins 

sur  q  circonférences  de   centre  c.   Si,   dans  cette  d«M- 

nière,  on  su[)pose  n   incommensurable   et  m  commen- 

surable    =  —  »    la   fonction   est   encore    improprement 

linéale ;  les  points  y  en  suite  itnproprement  continue, 
sont  situés  sur  une  courbe  sinueuse  qui  oscille  entre  les 
deux  circonfér<mces  de  centre  c  et  de  rayons 

mod  [inoil(ar  —  a)"±  inod  />]'", 

lorsque  mod(x  — '^O"^  modZ». 

Lorsque 

mod  (  :r  —  a  )"  <  mod  b, 

la  courbe  précédente  est  remplacée  par  q  ovales  égaux, 
disposés  régulièrement  dans  la  couronne  précédente. 

Les  inverses  des  trois  fonctions  considérées  sont  éga- 
lement des  fonctions  improprement  linéaies.  On  voit 
facilement  que  chacune  des  fonctions  j-,  j', ,  y.,  admet 
des  substitutions;  leurs  groupes  seront  donc  impropre- 
ment continus;  en  particulier,  le  groupe  de  la  fonc- 
tion j',  est  un  groupe  linéaire  continu  (improprement). 

jNous  appellerons  fonctions  ponctales  les  fonctions, 
telles  qu'on  les  a  considérées  jusqu'ici,  dont  la  déter- 
mination est  un  ensemble  discontinu  de  points  (sauf 
dans  le  domaine  d'un  point  multiple).  On  voit  que  les 
fonctions  ponctales  X  de  Y  donnent  lieu  à  des  fonctions 
périodiques  Y  de  X  dont  les  groupes  sont  discontinus, 
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et  que  les  foiiclions  improprement  linéales  X  dcî  Y  tlon- 
iieiit  lieu   à  des   fonctions  périodiques  Y  de  X  dout  les 
groupes  sont  improprement  continus   (sur  une  ligne). 

7.  Considérons  la  fonction  y 2  de  l'exemple  précé- 
dent, mais  en  supposant  maintenant  que  m  et  ti  soient 
tous  deux  incommensurables.  On  voit  facilement  que 
la  détermination  \)x{y-2)  de  cette  fonction  se  compose, 
quel  que  soit  x  (sauf  les  j)oints  multiples),  d'une  doubh; 
infinité  de  points yo  situés  dans  la  couronne  du  centre  c 
dont  il  a  été  question  tout  à  l'heure,  tels  que  tout  pointj^o 
est  entouré,  dans  une  inlinité  de  directions,  d'une  infi- 
nité de  points  analogues  infiniment  voisins,  et  que  toute 
aire  finie,  si  petite  soit-elle,  prise  dans  la  couronne, 
contient  une  infinité  de  ces  points  jo?  sans  que  cepen- 
dant tous  les  points  que  l'on  peut  prendre  dans  la  cou- 
ronne fassent  partie  de  0.^(^2)- 

Sans  préjuger  l'existence  de  Jonctions  dont  la  déter- 
mination T>x{y-2)  serait,  (juelque  soit  x  (sauf  certains 
points),  une  aire  au  sens  géométrique  du  mol,  et  qu'on 
pourrait  appeler,  poui-  cette  raison,  des  fonctions  y^/o- 
premefiL  aréales,  nous  dirons  que  la  fonction  précé- 
dente, dont  la  détermination  ï)x{y-i)  t3st  un  ensemble 
de  points  doublement  continu  (improprement)  dans 
une  aire,  est  une  fo/iclio/i  improprement  aréale. 

La  fonction  inverse  de  JK2  est  encore  une  fonction 
aiéale;  on  voit  que  des  fonctions  Xde  Y,  improprement 
aréales,  donnent  lieu  à  des  fonctions  périodiques  Y 
de  X  dont  les  groupes  sont  improprement  continus 
(dans  une  aire).  On  peut  dire,  si  l'on  veut,  que  la  con- 
tinuité de  ces  groupes  est  double,  taudis  que  la  conti- 
nuité des  groupes  engendrés  par  les  fonctions  impro- 
jirement  linéales  est  sinq^le. 

Si  Ton  considère  une  (onction  péiiodiquc quelconque 
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F(x),  toutes  les  substitutions  .ç(jr)de  son  groupe  satis- 
font à  l'équation 

F{s)  =  ¥(x). 

De  celte  équation  on  peut  tirer  toutes  les  propriétés 
générales  des  groupes  quelconques^  discontinus  ou  im- 
proprement continus. 

Cette  étude  sera  sans  doute  l'objet  d'une  nouvelle 
Note. 


[Hll]  [111] 

SUR   LES  FO\CriO\S  MMÉRIOIIES 
ET  LA  SYMÉTRIE  ABÉLIE\^'E; 

Par    m.    E.-M.    LKMERAY. 


Etant  donnés  une  fonction  /  et  un  c/Uier 

m  =  p'^  (/[^ /'"{ .  .  . , 

on  sait  que,  si  l'on  définit  une  fonction  F(///)  pni'  la 
relation 


^'On)=^fid\ 


oïL  la  somme  s'étend  à  tous  les  diviseurs  de  m,  on  a 
inversement 


■"  (         - [2/(7) -i:/(^.) -•■■]• 

Il  est  possible  de  généraliser  ce  théorème  quand  on 
délinit  ¥{m)  non  plus  par  une  somme,  mais  par  une 
fonction  des  f(d)  possédant  la  symétrie  abéliennc.  Par 
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défiiiiuon,  une  fonclion  Wj^rii^  a^)  possède  la  symétrie 
abélienne  lorsque  : 

(A)  Elle  ne  change  pas  quand  on  permute  a,  et  «o? 

(B)  Wolfi-i^  ^^.yi^f-i-,  ^3)]-,  ((^i<^  nous  désignerons  par 
W^(a^^  a.2,  a-i),  ne  change  pas  quand  on  permute  «,,  r/o 
vX  a-i. 

En  continuant  ainsi  l'on  forme  une  suite  de  fonctions 
par  la  loi 

Chacune  des  fonctions  est  symétrique  par  rapport  aux 
2,  3,  ...,  À  variables  dont  elle  dépend.  D'autre  pari, 
représentons  par 

la  résolution  de  l'équation 

par  rapport  à  c.  Le  théorème  que  nous  nous  proposons 
de  démontrer  peut  alors  sY^noncer  ainsi  : 

Si  d ^ ,  cl 2,  .  •  . ,  d\  sont  les  dî^iseius  de  in^  et  si  l'on 
définit  ^{ni)  par  la  relation 

(2)  ¥{m)  =  W^,\f{d,),  f{d,\  .  .  .,  f^ch)l 

on  aura  inversement 

(3)  f{m)  =  il{G,\\), 

Les  indices  [x  et  v,  t/ui  indiquent  le  nombre  des 
variables  dojit  dépendent  respectivement  G  et  11.  sont      j 
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égaux  :  le  premier  à  V unité  augnieiitée  du  nombre  des 
diviseurs  de  m  qui  contiennent  un  nombre  pair  de 
facteurs  premiejs  distincts  ;  le  second  au  nombre  des 
diviseurs  de  m  qui  en  contiennent  un  nombre  impair; 
a  et  V  seront  égaux  y  comme  on  sait. 

Pour  détnoiUrer  celte  proposition,  rappelons  que, 
d'apiès  x\l)el,  les  conditions  (A)  et  (B)  sont  nécessaires 
et  sutlisantes  pour  qu'il  existe  une  fonction  <ï>  admet- 
tant U^'2  pour  tliéorèine  d'addition,  c'est-à-dire  telle  que, 
si  Ton  pose 

(5)  rt/='I>(^,), 

on  a 

Alors,  en  général,  on  aura 

*  (  j"i  H-  .r-i  H-  ...  -I-  ./•>,  )  =  U'x  ('  rt , ,  rz-j ,  .  . . ,  a\  ). 

IJeplus,  si  l'on  postî 

y  =  H\J  «,  v)  =  <h{xj),         a  =  't»(:r/,), 

la  fonction 

('  =  12 (  y,  a) 
n'est  autre  que 

Entin,  si  Ton  représente  ])ar  <!>_,  la  fonction  inverse 
de  <P,  de  l'équation  (5),  on  lire 

Il  résulte  de  là  que,  en  faisant  ai=  /(di)^  en  intro- 
duisant dans  (2)  et  (4)  la  fonction  <!>  au  lieu  des  fonc- 
tions W  et  en  substituant  dans  (3),  on  est  ramené  à 
démontrer  que,  si  l'on  définit  F(///)  par  la  relation 
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on  aura  inversenient 


(7) 


(7') 


i       -i:-.W7)]"i:-K^)]- 

La  démonstration  est  inaint(3nant  ininiédiate,  car  les 
équations  (6)  et  [n)  peuvent  s'écrire 

(G')  *_aF(m)]=2*_,  [/(«?), 

i  -2-- [-(7)]-- 

de  sorte  cjue^  si  l'on  pose; 

'i>_,[F(;;Oj  =  F'(m),  *-i[/(''OJ  =/'(/'0, 

on  est  ramené  à  une  relation  de  même  forme  que  (1). 

11  faut  remarcjuer  que  W.,  ^t,  Q  peuvent  avoir  plu- 
sieurs déterminations;  nous  supposons,  bien  entendu, 
que  lorsqu'on  a  choisi  une  détermination  de  ^'o,  celle 
qu'il  convient  de  prendre  pour  Q  est  par  là  même  déter- 
minée. 

Exemple.  —  Soit  la  fonction  symétrique 

Wi{a^,  «2)  =  <^i  /i  H-  «^'i  -^  «2  /i  -^  ct\     C/î 
on  ti'ouve 

^Yiia^,  «2?  «3  )  =  «i«2«3  +  ^«i  \/ i-T-  ct\  y/i  -f-  ci'i-, 

symétrique  en  rz,,  <7o,  ^73;  W2  possède  donc  la  symétrie 


(')  Elle  représente  le  théorème  d'addition  de  la  fonction  hyper- 
bolique Slix,  qui  ninlervicnt  pas  d'ailleurs  dans  le  calcul. 
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abôlieinie;  on  liouve  ensuite 

\(ai,  «2,  «3,  «4)  =  \<^i<72<73  y/i  -+-  «f -+-^r/i  v^'  -+-  «|  /n-  «I  /i  -+-  «I, 

Prenons  pour  f{fn)  la  fonction  nunïérique  fonda- 
menlale  '-^{m)  et  sup[)OSQns  /7i  =  (3=2.3.  S(^s  divi- 
seui'S  sont  i,  2,   3,  6  et  Ion  a 

0(lj=[,  cp('2)=:l,  'f(3)   =  '2,  g(G)   =   2. 

En    remplaçant   les   a   pai-   les    '^{(1)    et    tenant  coniple 
de  (2),  on  a 

En  tenant  compte  des  équations  (4),  (>>»  «i  ensuite 
G  3.  n'.,  r F  (  (3  ),     F [^\  1  =  63      -I-  >o  /T7), 

D'autre  part,  d(î 


on  tire 

V  =  t>(7,  II)  =y  yA  -f-  u^  -  a  si \  ^ y- , 

et  Ton  véiifie  que 

0(6)  =  Q(G,II)  =  G  v/mï^— II  A^rG2= .,. 
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[M^5b] 

SIU  L'IIYPOCYCLOÏDE  A  TROIS  REBR0USSEME1\TS; 

Par  m.  Ernest  DUPORGQ. 


1 .  Ou  sait  que  toute  courbe  de  troisième  classe  hitan- 
genle  à  la  droite  de  V infini  aux  points  cycliciues  est 
une  hypocycloïde  à  trois  rehroussements. 

Je  nie  propose,  dans  cette  Noie,  de  donner  de  cette 
propriété  une  démonstration  des  plus  simples  par  la 
transformation  du  second  ordre.  Les  transfoimations 
quadratiques  élant  l'objet  d'une  des  leçons  indiquées  par 
le  piogramme  d'Agrégation,  cette  démonstration  pourra 
fournir  un  intéressant  exemple  de  leur  application. 
J'indiquerai  ensuite  quelques  conséquences. 

2.  Nous  cousidérerous  ici  la  transformation  du  second 
ordre  qui  associe  entre  eux  les  foyers  des  coniques  in- 
scrites à  un  tiiangle  fixe  ahc^  tiansformation  qu'on 
désigne  souvent  sous  le  nom  à^ inversion  par  rapport  au 
triangle. 

Gomme  on  le  sait  (^  ),  à  la  droite  de  l'infini  correspond 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  abc^  et  les  points 
cycliques  se  transforment  l'un  en  l'aulre;  enfin  une 
quartique  admettant  pour  points  doubles  les  sommets 
du  triangle  abc  correspond  à  une  conique,  qui  est  in- 
sciite  à  ce  triangle  lorsque  les  points  doubles  sont  de 
rebroussement.  En  particulier,  si  le  triangle  abc  est  un 
triangle   équilatéral   formé   par  les    points  de  rebrous- 


(')    Voii\  par   exemple,   mes    Premiers  principes   de   Géométrie 
tu  ode  me.  p.   i;)3-i'|2- 
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semenl  d'une  liypocycloïde  triangulaire,  celle-ci  corres- 
pond au  cercle  inscrit  au  triangle  abc. 

Ces  résultats  rappelés,  considérons  une  courbe  de 
troisième  classe  bitangente  à  la  droite  de  l'infini  aux 
points  cvcliques  :  puisqu'elle  a  une  tangente  double, 
elle  est  nécessairement  du  quairiènie  ordre  et  admet 
trois  points  de  rebroussement,  <7,  h  et  c.  Faisons  main- 
tenant une  inversion  par  rapport  au  triangle  ahc\  la 
courbe  considérée  a  pour  transformée  une  conique  in- 
scrite au  triangle  abc^  mais  cette  conique  doit  toucher 
aux  points  cycliques  la  transformée  delà  droite  de  l'in- 
fini, c'est-à-dire  le  cercle  circonscrit  au  triangle  abc  : 
elle  doit  donc  être  un  cercle  concentrique.  Le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  abc  devant  ainsi  être  équi- 
distant  des  côtés,  ce  triangle  est  donc  é(|uilatéral,  et  la 
courbe  considérée  est  l'inverse  par  rapport  à  ce  triangle 
de  son  cercle  inscrit,  c'est-à-dire  une  bypocycloïde  à 
trois  rebroussenients.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

3.  Comme  application,  transformons  par  dualité 
la  propriété  suivante,  bien  connue  :  le  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  d'un  [)oint  fixe  à  des  co- 
ni(pies  homofocaies  est  une  strophoïde  ayant  pour  point 
double  le  point  fixe,  et  dont  les  tangentes  en  ce  point 
sont  conjuguées  au  faisceau  des  coni(jues  homofocaies. 

Faisons  une  transformation  corrélativ(î  qui,  à  ces  tan- 
gentes au  point  double,  fasse  correspondre  les  poinls 
cycli(]ues;  au  faisceau  des  coniques  homofocaies  corres- 
pond un  faisceau  ponctuel  de  coni(jues  conjuguées  aux 
poinls  cycliques,  c'est-à-dire  un  faisceau  d'hyperboles 
équilalères,  et,  comme  la  droite  de  l'infini  est  la  trans- 
formée du  point  fixe  d'où  l'on  menait  les  tangentes  aux 
coniques  homofocaies,  la  transformée  de  la  strophoïde 
constitue  l'enveloppe  des  asymptotes  de  ces  hyperboles 
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équilalèies;  or,  celle  transformée  est  de  iroisième  classe, 
et  elle  touche  la  droite  de  rinfirii   aux  points  cycliques. 
Par  suite  : 

L^ enveloppe  des  asymptotes  des  hyperboles  éqid- 
latbres  circonscrites  ci  un  tricuigle  est  une  hypocycloïde 
triangulaire. 

4.  Désignons  ce  triangle  par  abc,  et  considérons  le 
triangle  dégénéré  T  dont  deux  côtés  sont  formés  par  la 
droite  de  l'infini,  le  troisième  côté  étant  une  asym- 
ptote (A)  d'une  des  hyperboles  envisagées,  etlesommet 
opposé  à  ce  côté  étant  le  point  à  l'infini  de  l'autre 
asymptote.  Ce  tiiangle  et  le  triangle  abc  sont  inscrits  à 
une  même  conique  :  ils  sont  donc  égahîment  circonscrits 
et  conjugués  à  une  même  conique.  Or,  une  conique 
ciiconscrite  au  triangle  dégénéré  T  est  évidemment  une 
parabole  ayant  A  pour  tangente  au  sommet^  une  conique 
conjuguée  à  ce  même  triangle  est,  au  contraire,  une 
parabole  d'axe  A.  Par  suite  : 

Les  asymptotes  des  hyperboles  équilatères  circon- 
scrites  à  un  triangle,  les  tangentes  au  sommet  des  para- 
boles inscrites  et  les  axes  des  paraboles  conjuguées  à 
ce  même  triangle  ont  pour  ciweloppe  commune  une 
hypocycloïde  triangulcdre . 

Les  paraboles  conjuguées  à  un  tiiangle  sont  d'ailleurs 
évidemment  inscrites  au  tiiangle  ayant  pour  sommets 
les  milieux  des  côtés  du  premier;  par  suite  : 

L  axe  d^une  parabole  inscrite  à  un  triangle  abc  est 
une  droite  de  Simson  relative  au  triangle  formé  par 
les  parallèles  aux  côtés  du  triangle  abc  issues  de  ses 
sommets. 
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5.  Revenons  au  triangle  dégénéré  T,  de  tout  à  l'heure  ; 
le  Iriangle  aj^y  formé  par  les  pieds  des  hauteurs  de  ahc 
est  eonjugué  à  toutes  les  hjpeiholes  équilatères  circon- 
scrites à  ce  tiiangle,  et  une  de  ces  hyperboles  est  circon- 
scrite an  triangle  T.  Puisqu'il  existe  ainsi  une  conique 
conjuguée  au  tiiangle  aj^y  et  inscrite  au  triangle  T,  il  y 
en  a  une  antre  ('),  circonscrite  au  triangle  a[^y  et  con- 
juguée au  triangle  T;  autrement  dit,  la  droite  A  est 
axe  d'une  parabole  circonscrite  au  triangle  2t^3y.  On  voit 
donc  que  : 

L! enveloppe  des  axes  des  paraboles  circonscrites  à 
un  Lrianglc  est  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
inents. 
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Besançon. 

iMÉCAMQLE. 


Épreuvi:  écrite.  —  I.  Etablir  analyliquenient 
I  existence  de  l'axe  instantané  de  rotation  dans  le 
mouvement  d'un  corps  solide  autour  d^ui  point  fixe. 

II.    In   disque   circulaire  tourne  autour  d' un   axe 


(')  Soient,  en  effet,  T  et  T'  deux  triangles,  le  premier  circonscrit, 
le  second  conjugué  à  une  nnènrie  conique  F.  Considérons  la  conique 
conjuguée  à  T  et  touchant  deux  côtés  de  T'  :  elle  est  harmoni- 
quenient  inscrite  à  T;  par  suite,  elle  touche  le  troisième  côte  de  T'. 
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horizontal  sous  l'action  d'uji  poids  ^xé  à  une  corde 
qui  s'enroule  sur  un  cylindre  de  même  axe.  Le  disque 
est  plongé  dans  un  milieu  où  chaque  élément  de  sa  sur- 
face épj'ouue  une  résistance  de  la  forme  Av^-f-Bv^'-, 
r  étant  la  vitesse  de  Vêlement. 

Déterminer  le  mouvement  du  disque, 

La  dérivée,  par  rapport  au  t(inips,  du  iiionrieiit  des 
quantités  de  mouvement,  par  rapport  h  l'axe,  est  égale  à 
la  somme  des  moments,  par  rapport  à  cet  axe,  des  forces 
qui  sollicitent  le  disque.  Soient  M  la  masse  du  disque, 
MK^  son  moment  d'inertie,  m  la  masse  du  poids  moteur, 
ti)  la  vitesse  angulaire  du  disque,  a  son  rayon.  On  a  : 


'         /         /-S  dr  cB  (  A  /■  (0  -h  B  r^-oy^ 

0         'Jo 


dt 


On  a  en  ire  «  et  to  une  relation  de  la  forme 


dt  — 


^' 


Les  cijconstances  du  mouvement  dépendent  du  signe 

de  ;S^— 4ay. 

Epreuve  pratique.  —  Engrenage  à  développante. 
Crémaillère  et  pignon. 

Caen. 

Éléments  généraux  dk  Mathématiques. 

Epreuve  écuite.  —  I.  Enveloppe  et  trajectoires 
orthogonales  des  paraboles  qui  ont  OX  pour  axe,  OY 
pour  directrice. 

IL  Mouvement  d\ui  disque  très  ndnce,  pesant^  ho- 
mogène,   pouvant    tourner    autour    d'un    axe    hori- 
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zontal  OX  qui  le  traverse  suivant  une  coi*de  AB  et 
glisse  sans  frottement  le  long  de  OX.  Durée  des  pe- 
tites oscillations  ;  position  de  AB  pour  laquelle  cette 
durée  est  niininia. 

^  abscisse  du  centre;  Q  angle  du  disque  ax^ec  la  ver- 

.      ,        d^'z  /    .,        R2\  d-^0  .    , 

ticale  :  -^-  =  o,    {^a-  +  y  j  ^IJT  =  —  ô^^  s^"^- 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  longitude  L  du 
Soleil  au  moment  oii,  en  né gligeantlaré fraction,  Use 
couche  pour  un  lieu  de  latitude  a;  V heure  moyenne 
du  lieu  est  11  et  l'on  est  en  un  jour  d'été  pour  lequel 
V équation  du  temps  est  E.  On  connaît  l' obliquité  de 
l  écliptique  lo. 

.  ,,        „  .    ,         siiUD 

liiiii;(0  =  col/  ros(  il  —  L,  ),  sin  L  =  — 

SI  11  Cl) 

Dijon, 

C.VLCLL    différentiel    ET    INTEGEIAL. 

Epreuve  écrite.  —  1.  Recheiche  des  surfaces  trajec- 
toires orthogonales  des  lignes  dont  les  équations  en 
coordonnées  rectangulaires  sont 

x=o(t^a,b),        y=/{f.a,b)^         z  =  <b(  t^  a,  b), 

où  t,  rt,  /^  représentent  la  variable  auxiliaire  et  deux 
paramétres  indéterminés,  oii  'J,  y,  'b  désignent  des 
fractions  données  de  ces  tiois  quantités. 

II.   Appliquer  la  théorie  précédente  aux  lignes 
X  =  ae-vt^         y  =  be'/^,         ^  =  f, 
oii  p,  q  repj'ésentent  deux  constantes  données. 

Mécanique. 

I.  Forme  d'équilibre  d'un  fil  homogène  pesant  dont 
les  extrémités  sont  attachées  à  deux  points  fixes. 
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II.   Dans  le  cas  où  les  points  sont  donnés ,  ainsi  que  la 
longueur  du  fil,    déterniiner  complètement  la  courbe 
(jua^ecte  le  fil. 

Astronomie. 

I.  Formules  différentielles  de  la  Trigonométrie 
s  plier  iq  Lie. 

II.  Détermination  du  temps  sidéral,  connaissant  lu 
latitude,  au  moyen  de  plusieurs  mesures  de  hauteur 
d'u/ie  étoile  connue . 

Grenoble. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite  —  Recherche  générale  des  surfaces 
dont  les  normales  rencontrent  une  courbe  plane 
donnée  S.  Lignes  de  courbure  d^ujie  surface  intégrale 
générale  et  directions  principales  en  un  point  de  cette 
surface. 

Cas  particulier  oit  la  surface  intégrale  considérée 
touche  le  long  d' une  ligne,  un  plan  parallèle  à  celui  de 
la  courbe  S.  Calculer,  dans  ce  cas,  la  longueur  des 
rayons  principaux  en  un  point  de  la  surface. 

Epreuve  pratique.  —  Intégration  générale  des 
équations 

d'-x  .  d^y  ,  j, 

dl^  -^  '  dV^  -^ 

dans  lesquelles    a,   b.^  c,  a\  Z>',  c    désigjient   des  con- 
stantes. 

Cas  particulier  oit  Von  a 

a  =  a(  [3  —  a),  h  —  a3,  c  —  o. 

Cl    ^^^    X Ot    J  L»  -  ,  U    ^^ o  (  oc   — t-   ij  ) ,  (^     -   ■   (  ) . 


(    '7-'  ) 
Dans  ce  cas  pa/ticulie/',  (/ne/le  relallon  faut-il  éta- 
blir enlrc.  a  eL    3,   supposés  différents   de  zéro,   pour 
<iue,  les  constantes  d'intégration  étant  convenablement 

déterminées,  les  valeurs  de  x,  i",  -^^^  ~-  soient  nulles 

"^       ilt      al 

pour  /  =  oP  Quel  est  alors  le  lieu  du  poi/U  dont  les  coor- 
données sont  X  et  y? 

ÎMÉCAMQli:. 

Epueuvf  écrite.  —  On  considère  la  surface  hélicoïde 
réglée  à  cône  directeur  dont  les  coordonnées  d' un  point 

ri) 


quelconque  sont  données  par  les  formules 


x=  -^cosO,         >' =  -^siiiO, 


/•>. 


s/f- 


ou 0  et  p  sont  deux  variables  dont  la  jnennère  déter- 
mine  la  génératrice  AB  /lu  point  et  la  seconde  la  dis- 
tance de  ce  point  M  au  point  A  de  cette  génératrice  qui 
est  sur  l'axe.  L'angle  iMAz  et  l  angle  de  l'hélice  avec 
Vaxe  sont  du  reste  tous  deux  égaux  à  4«V'. 

Un  point   matériel   non  pesant,    assujetti  à  glisser 

sans  frottement  sur  la  surface,    est  sollicité  par  une 

force  perpendiculaire    à  l'axe,   attractive  et  propoj- 

tionnelle  à  la  distance  de  cet  axe.  Mouvement  du  point 

en  général.  Etudier  plus  particulièrement  le  cas  oii,  à 
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l'origine,  le  point  M  serait  sur  r hélice  et  où  sa   vi- 
tesse i^o  serait  tangente  à  cette  hélice. 

Epreuve  pîiatiqle.  —    Un  cylindre  plein  GDC'D' 
glisse  dans  un  cylindre  ci' eux  de  même  axe  et  de  rayon 


ris-.  2. 


c 

D 

0 

c 

U' 

double  AB  A'B'  dont  il  peut  remplir  exactement  le  vide. 
On  demande  dans  quelle  position  il  faut  le  placer  pour 
que  l'ellipsoïde  d'inertie,  relatif  au  point  O  de  l'axe 
commun  qui  est  à  égale  distance  des  deux  bases  AB 
et  Cjyy  (^supérieure  de  Vun  el  inférieure  de  Vautre),  soit 
une  sphère.  Les  cylindres  sont  homogènes  et  de  même 
densité. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Développement  de  la  longitude 
du  Soleil  suivant  Itis  puissances  de  l'excentricité.  — 
Equation  du  centre. 

Temps  moyeu.  —  Equation  du  temjys.  Discussion. 

Epreuve  pratique.  —  Dans  un  triangle,  on  donne 

a  = I 33.   5. 28,8, 
Z>  =    5o.3o.   8,4, 

C  =  69.34.55,9; 

i'^   Calculer  d  et  K  isolément  ; 

14"  Résoudre  complètement  le  triangle; 
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3"  Déteniiiner  l' influence  q a  aurait  sur  la  détermi- 
nation de  C  et  de  A  une  erreur  de  zb  i'  affectant  la 
i^aleur  de  C. 

Lyon. 
Analyse. 
I.    I®  Iiitégrer  le  système  (p,  tjf  =  consl.) 


(o)    ^^=fiy)  =  (y-p)(r-qh 


dz 
dx 


=ny)- 


2°  Montrer  que  le  système  (o)  possède  V in\^ariance 
vis-à-'vis  des  trois  transformations  (a^  b^  c  =z  consl.) 


X 

X  -\-  a 

T 

hx 

y 

y 

» 

y 

y 

» 

z 

z 

z 

bz 

X       x{\  —  cxy-^ 

y    y  -^  cz{\  —  cx)-^ 

z       z{\  —  cxy-"^ 


=  l\ 


3°  Montrer  que  le  système  (o)  possède  au  moins  une 
solution  j)=  const.  Combiner  cette  remarque  av^ec 
l  invariance  ci-dessus  indiquée  pour  construire  a  priori 
V intégrale  générale. 

L'intégrale  générale  est  (A,  B,  C  =  param.  arbitr.) 
z  =  Bf{y),         x^\  =  By. 

Les  courbes  intégrales  sont  les  génératrices  rectilignes 
d'un  certain  faisceau  de  quadriques.  La  transformation  F 
est  birationnelle.  Pour  avoir  F"'  il  suffit  de  changer  G 
en  —  C. 

IL  Deux  variables  complexes  x  et  y  sont  liées  par 
V  équation 


(H) 


X"^  -4-  J^"  =  1 


(m,  n=  entiers  positifs). 


Montrer  que,  pour  |:r|  <<  i,  H  définit  n  fonctions 
holomorphes  distinctes  y  de  x. 
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Construire  les  n  développements 

y^^aix'         (/  =  o,i,2,  ..  .,co) 

et  établir  directement,  pour  |  x  |  <;  i ,  la  com^ergence 
absolue  et  uniforme  des  n  séries. 

Pour  quels  points  a:  (H)  possède-t-elle  des  racines 
égales  ? 

Cas  particulier  :  m  ^=71=  2.  E71  déduire  le  déi^elop- 
pementy  en  série  de  Mac-Laurin,  de  arcsino:,  pour  x 
réel  et  compris  entre  +  1  et  —  i . 

III.  Quand  la  variable  complexe  z  est  dans  l'inté- 
rieur de  la  couronne  comprise  entre  les  deux  circon- 
férences qui  ont  l'origine  pour  centre  avec  tt  et  2'Tzpour 
rayons  respectifs,  on  a  (théorème  de  Laurent) 

Calculer  Aq,  Ai,  A2,  A_i,  A_2,  A_3. 

MÉCANIQUE. 

On  a  une  sphère  creuse  de  rayoji  R  et  une  droite 
matéinelle,  de  longueur  fixe  <<  2R,  infiniment  mince, 
honiogèjie,  sans  pesanteur.  La  droite  se  meut  dans 
l' intérieur  de  la  sphère,  en  s'y  appuyant  par  les  deux 
bouts ^  sans  frottement. 

Poser  les  équations  différentielles  du  mouvement  de 
la  droite,  la  sphère  restant  fixe. 

Calculer,  en  fonction  des  paramètres  qui  définissent 
la  position  de  la  droite  :  la  vitesse  de  chaque  point; 
les  réactions  exercées  sur  la  sphère. 
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Mathématiques  préparatoires. 

I.  La  droite  C  {coordonnées  rectangulaires) 

y  =  i,         z  =  mx,         m  =  const. 

tourne  autour  de  l'axe  des  z  et  engendre  une  surface  S 
de  révolution. 

Montrer  que  S  est  une  quadrique  et  en  trouver  la 
conique  méridienne. 

Discuter  la  conique  section  de  S  par  un  plan  passant 
par  V  origine.  Distinguer,  parla  considération  du  cône 
asymptote,  les  cas  ellipse,  parabole,  hyperbole. 

Les  sections  yz~^  =  const.  se  projettent  sur  le  plan 
des  xy  suivant  un  faisceau  de  coniques  A 

x^-\-\y^=\         (X  =  paramètre). 

Montrer  que  les  trajectoires  orthogonales  des  co- 
niques A  ont  pour  équation  différentielle 

dy        I  —  .r* 
dx  xy 

Intégrer. 

II.  Théorèmes  généraux  de  la  Dynamique. 

Marseille. 

Analyse  infinitéslmale. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Quels  sont  les  points  singu- 
liers   des  fondions   représentées  par   les    intégrales 

.,^.rdz  r    dz         r  dz        ^       , 

définies    I  -?     /  r?     / >   et  guets  sont 

leurs  caractères  distinctifs  ? 

{Aucune  démonstration  iiest  demandée.) 
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lï.    Étant  donnée  la  surface  représentée  en  coor- 
données rectangulaires  par  les  équations 

ex  =^  az  coscp  •+•  ac  sin<p,         cy  =:  bz  sin<p  —  bc  coscp, 

oit  cp  est  un  paramètre  variable ,  on  demande  de 
déterminer  l'équation  générale  du  plan  tangent  en 
un  point  (x,j)  ,  z)  quelconque  de  la  surface,  et  celle 
du  plan  tangent  au  point  à  l'infini  sur  la  généra- 
trice correspondant  à  une  valeur  quelconque  de  cp. 
Déduire  de  là  V équation  du  plan  central  et  les  coor- 
données Xiy  yi,  Zi  du  point  central  de  la  génératrice 
considérée.  Trouver  les  points  de  la  ligne  de  striction 
les  plus  élevés  au-dessus  du  plan  des  xy. 

On  trouve  sans  difficulté 

c^ia'^ —  b^  )  sin  cp  coscp 


Le  maximum  de  cette  expression  se  calcule  facile- 
ment. La  question  proposée  consiste  à  déterminer  sur 
une  hyperboloïde  la  ligne  de  striction  correspondant  à 
un  système  choisi  de  génératrices  rectilignes. 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  Dans  un  bloc  homogène  pesant 
est  creusé  un  canal  rectiligne  OA  qui  rencontre  un 


axe   vertical  fixe   OZ   autour   duquel   le   bloc  peut 
tourner. 
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Dans  le  canal  se  meut  un  point  nialériel  pesant. 
Etudie?'  le  mouvement  du  système. 
En  particulier ,  quelles  doiuent  être  les  données  ini- 
tiales pour  que  le  point  reste  fixe  dans  le  canal? 

Epreuve  pratique.  —  Le  tablier  d^ un  pont  suspendu 
pèse  4ooo''s  par  mètre  courant.  Il  a  loo™  de  longueur, 
et  il  est  supporté  par  deux  câbles  qui  passent  sur  deux 
piles  d'égale  hauteur  placées  aux  deux  extrémités  du 
tablier. 

La  flèche  de  la  courbe  décrite  par  chaque  cable  est 
égale  à  8™.  Calculer  la  section  qu'il  faut  donner  à 
chaque  câble  pour  qu'il  ne  travaille  pas  à  une  tension 
supérieure  à  ii^^  par  millimètre  carré. 

Trouver  la  longueur  de  la  courbe  décrite  par  chaque 
câble.  On  négligera  le  poids  des  câbles. 

Astronomie. 

Kpreuve  écrite.  —  Description  et  théorie  du  sex- 
tant. 

Déterminer  la  longitude  et  la  latitude  d'un  lieu  à 
l'aide  d'un  sextant  et  d'un  chronomètre  réslé  sur  le 
temps  moyen  du  premier  méridien. 

Epreuve  pratique.  —  Connaissant  un  côté  a  d'un 
triangle  géodésique  ainsi  que  les  angles  adjacents  B,  C, 
trouver  les  autres  éléments  et  la  surface  du  triangle 

rt  =  r3347'",82, 
B  =  55"  47' 53"  6, 
G  =  62"58'47"6. 

Calculer  les  accroissements  des  côtés  b  et  c  corres- 
pondant à  un  accroissement  de  o'",65  du  côté  a. 

On  supposera  le  rayon  de  la  Terre  égal  à  6360  000"". 
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Excès  sphërique  en  secondes 

«2  sinB  sinC  _  N 

2H2sin(B  +  G)sini"  "^  D 


,  sinB'  sinC 

O    =^  a  —. -rr. ;:rr-  >  C     =■  a 


sin(B'+G')  sin(B'+C') 

A  =  i8o  — (B  +  G)-h£, 

_    ,_  a2sinB'sinG'  Lb  _  ùi.c  _  b>.a 

2sin(B-f-G)  b    ~~    c    ~^    a 

B=   55!47'53",6  £=6,58  B' =  SS.^'j'.ii'.^ 

G=   62.58.47,8  1=^'^  G'  =  62.58.45,5 

B-f-G  =  118.46.41,4  A'=i8o  — (B'-f-G')  =  6i.i3.23,o 

Log.  Log. 

a^ 9,486  £ o,3oi 

sinB 7,918  R2 i3,6o6 

sinG î,95o  sin(B-hG) 7,943 

N 9,354  sini" 6,686 

const.=:D 9,464  D 8,536 


0,818 


Log. 

sinB' 1,9175355 

a 4)743ioo5 

const.  =  sin(B'-f- G') 0,0572418 

sinG' 1,9498010 

b ..  4,7178838 

c  4,7501493 

Log.  Log. 

«2 9,4862910         b ,.  4,719 

sinB' 1,9175355         const.  =  a 5,257 

sinG' 1,9498010         Aa 1^,817 

const.  =  2 1,6989700         c 4,750 

const.  =  sin(B'+G').     0,0572478         A6 ^,789 

s 9,1097553         Ac 7,820 

81 

l32 
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RÉSULTATS  : 

b...     5'2225,64  A  =  6i.i3.25,2  A6 0,6 1 5 

c...     56253,47  Ac 0,66 

5...      1287524000"''! 

Montpellier. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  Les  axes  étant  rectangulaires, 
déterminer  l'équation  générale  des  courbes  planes 
telles  que  la  projection  orthogonale  du  rayon  de  cour- 
bure sur  l'axe  des  j  ait  une  longueur  constante  don- 
née. Parmi  les  courbes  obtenues,  déterminer  celle  qui 
est  tangente  à  l'axe  Ox  au  point  O.  Étudier  la  forme 
de  cette  courbe  et  calculer  la  longueur  de  l'arc  compté 
à  partir  de  l'origine. 

Épreuve  pratique.  —  Déterminer  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  différentielle 

Mécanique  rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Un  paraboloïde  de  résolution 
est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  au- 
tour de  son  axe,  qui  est  fixe  et  dirigé  suivant  la  ver- 
ticale ascendante.  Un  point  pesant  se  déplace  sans  frot- 
tement sur  la  surface  de  ce  paraboloïde.  On  propose 
d'étudier  le  mouvernent  relatif  du  point  pesant  sur  le 
paraboloïde,  en  supposant  que  la  ^vitesse  initiale  rela- 
tive du  point  est  dirigée  suivant  la  tangente  au  paral- 
lèle. On  se  dispensera  de  calculer  la  réaction  du  pa- 
raboloïde sur  le  point. 


(  >84  ) 

Epreuve  pratique.  —  Une  figure  plane,  mobile 
dans  son  plan,  est  liée  au  moui^emenf.  d^un  angle 
dioit  dont  un  côté  enveloppe  une  parabole  fixe  tandis 
que  l'autre  passe  constamment  par  le  foyer  de  cette 
parabole. 

Troui>er  la  base  et  la  roulante  ',  cojistruire,  pour  une 
position  quelconque  de  la  figure,  le  cercle  des  in- 
fi  exions. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Etablir  les  formules  fonda- 
mentales du  mouvement  parabolique  des  comètes  ;  en 
déduire  le  théorème  d' Euler  ou  de  Lambert,  Con- 
clure, de  la  position  à  l'instant  t  d'une  comète  dans 
son  orbite  parabolique  : 

\°  Ses  coordonnées  héliocentriques  écliptiques ; 

2°  Ses  coordonnées  héliocentriques  équatoriales. 

II.  Définir  les  éléments  des  orbites  des  grosses  pla- 
nètes et  exprimer  par  le  développement  en  série  usuel 
la  longitude  héliocentrique  V,  en  fonction  de  la  lon- 
gitude dans  V orbite  V. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  pour  l'époque  1900 
décembre  10,0  :  l'anomalie  moyenne 

M  =  iJ7«34'23",4, 
l' excentricité 

<f  =  i^37'4o",9, 

le  moyen  mouvement 

\j.  =  881",  0985 

de  la  planète  (S)  Ludov^icn. 

On  demande  pour  1900  décembre  3o,o  :  \^  la  va- 
leur de  V anomalie  excentrique  E;  1^  la  valeur  de 
l'anomalie  vraie. 
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Nancy. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Définition  et  pi'opriétés  du 
déterminant  fonctionnel  de  n  fonctions  de  n  va- 
riables. Condition  pour  qu'il  existe  entre  ces  fonc- 
tions une  relation  identique. 

II.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox, 
Oy,  Oz  et,  sur  O^,  deux  points  C  et  G'  des  cotes  -|-  c 
et  —  c;  on  considère  la  sphère  (S)  lieu  des  points  dont 

le  rapport  des  distances  à  C  et  C/  est  égal  à  ^  ' 

puis  la  famille  des  sphères  (S)  obtenues  en  faisant 
varier  la  valeur  de  \  : 

i"  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des 
sphères  (S)^ 

2°  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  (S) 
orthogonales  en  chacun  de  leurs  points  à  la  sphère  (2) 
qui  passe  par  ce  point; 

3°  Déterminer  en  particulier  V équation  de  la  sur- 
face (S)  qui  passe  par  la  droite  z  =z  o,  x  =  a^  et  celle 
de  la  surface  (S)  qui  passe  par  le  cercle 

z  =  o,        x^-r-y-  —  xpx  —  c2  =  o, 

a  et  p  étant  des  constantes  données  et  c  la  cote  du 
point  C. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface  re- 
présentée par  les  équations 

37  =  coscp(;; -4- 1),         j  =  sincp(i — z), 

où  (D  est  un  paramètre  variable. 

Déterminer  le  volume  intérieur  à  cette  surface  et 
compris  entre  les  plans  z  =  -|-  i  ci  z  -^  -  i  . 
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Déterminer  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans 
tangents  à  la  surface  parallèles  à  Oz  et  construire  les 
projections  de  ce  lieu  sur  les  plans  de  coordonnées  ; 
trouver  la  longueur  de  la  courbe  ainsi  déjlnie  sur  la 
surface. 

Le  volume  est  |t:;  les  équations  de  la  courbe  sont 

a7  =  2cos3^,        y  =  2sin3cp,         ^  =  cos2(p, 

et  sa  longueur  est  yi3. 

GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  On  considère  deux  axes  rec- 
tangulaires Oxj  Oy;  sur  le  premier,  un  point  fixe  A 
d^  abscisse  a,  sur  le  second  un  point  fixe  B  d^  ordonnée  b 
et^  dans  le  plan  xOy^  un  point  ^variable  M  de  coor- 
données X  ei  Y^  soient  A'  et  B'  ses  projections  sur  Ox 
et  Oj.  Les  circonférences  déterminées,  Vune  par  les 
points  0,  A,  B',  l^ autre  par  les  points  O,  A',  B,  se  cou- 
pent en  un  point  m  de  coordonnées  x  et  y. 

1°  Montrer  que  x  et  y  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  X  et  Y,  et  réciproquement  ; 

9^  Si  M  décrit  une  droite  D,  m  décrit  une  cubique  c 
et,  lorsque  D  varie,  c  admet  O  comme  point  double  et 
passe  par  A,  par  B,  ainsi  que  par  les  points  cycliques  I 
et  J  du  plan 'j 

3°  Si  m  décrit  une  droite  d^  M  décrit  une  cubique  C  ^ 
qu'arrii^'e-t-il  lorsque  d  varie  en  passant  par  l'un  des 
points  O,  A,  B,  I,  J? 

4°  Lorsque  d  "varie  d^Une  manière  quelconque,  G 
varie  en  faisant  partie  d^un  réseau  de  cubiques  ;  quel 
est  le  lieu  des  points  doubles  de  ces  cubiques? 

II.  On  considère  la  surface  représentée  par  les  équa- 


(  '87  ) 
lions 

X  -\-{i-^  u)cosv^        y  =  {i — a)sint',         z  =  u\ 

déterminer  ses  lignes  asyniptotiqiies  et  former  inéqua- 
tion ayant  pour  racines  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux en  un  point  quelconque, 

I.  La  transformation  birationnelle  qui  existe  entre 
les  coordonnées  des  points  m  et  M  est  définie  par  les 
équations 

^_    (XY-a6)(Y-6)  oo^-^ny^-by 

^-(X-«)-^-+-iY-6)-'  ^~  X 

—    (XY  — a6)(X— g)  _  x'^-^y'^  —  ax 

^-  (X-ay-^iY-by-*  -         J 

Si  M  décrit  une  droite  (U,  V,  W),  m  décrit  la  cu- 
bique 

lJ{x--i-y^  —  by)y  -t-  V(y2-H^2_  ax)x  -^Vf  xy  =  o, 

qui  admet  l'origine  comme  point  double  et  passe  par 
A,  B,  I  et  J;  les  points  fondamentaux  de  la  transforma- 
tion sont  ainsi  mis  en  évidence. 

Si  m  décrit  une  droite  (//,  v^  w),  M  décrit  la  cubique 

{u{Y  -b)-\-v{X~a)]{\\~ab) 

-+- w[(X  — a)2-t-(Y-6)2]  =o, 

qui  a  toujours  le  point  (a,  b)  comme  point  double. 

Si  d  passe  par  O,  G  se  décompose  dans  l'byperbole 
fixe  XY  —  rt6  =  o  et  dans  une  droite  variable;  si  d 
passe  par  un  des  points  A,  B,  I,  J,  G  se  décompose 
chaque  fois  dans  une  certaine  droite  fixe  passant  par  le 
point  (a,  ^)  et  dans  une  conique  variable.  La  cubique  G 
ne  peut  avoir  d'autre  point  double  que  Je  point  («,  b) 
que  si  elle  se  décompose^  le  lieu  des  points  doubles  se 
compose  alors  de  l'hyperbole  et  des  quatre  droites  fixes 
que  l'on  vient  de  trouver. 


(  '88  ) 
II.  Les  ligues  asjmptotiques  sont  données  par 

1  siniif  du  di^  ^  {i  —  lû)  dv^  —  o; 

elles  se  composent  des  génératrices  de  la  surface  corres- 
pondant à  p»  =  const.  et  de  courbes  définies  par  l'équa- 
tion 

u  —  I 


u  +  I 


=  y/lung  V. 


L'équation  qui  donne  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux est 

Rî»  sin2  2  f  -f-  2  R ( I  —  i^2  _(_  gin2 2  v>)  y/2 (  i^  H-  cos 2  f  )2  4-  sin2  2  (> 

—  [l{u  -—  COS2P)2-4-  sin2  2i']2  =  o. 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  On  imprime  à  un  cône  de  i^évo- 
lution  liomogene,  pesant,  une  rotation  autour  de  son 
axe  Oz;  puis,  fixant  le  sommet  O  du  cône  et  plaçant 
son  axe  Oz  horizontal,  on  abandonne  le  cône  à  son 
propre  poids,  sans  imprimer  aucune  vitesse  initiale  à 
son  axe. 

La  hauteur  h  et  le  rayon  r  de  la  base  du  cône  sont 
égaux  à^g^  g  désignant  V accélération  due  à  la  pe- 
santeur; la  vitesse  angulaire  de  rotation  initiale  du 
cône  autour  de  son  axe  est  «  =r  5  ;  la  densité  du  cône 
est  quelconque. 

On  demande  de  décrire  le  mouvement  du  cône  au- 
tour de  son  sommet  O. 

On  a  à  étudier  dans  un  cas  particulier  le  mouvement 
d'un  corps  homogène,  pesant,  de  révolution  autour  de 
son  axe;  la  troisième  équation  d'Euler  donne  d'abord 
/•  =z  /'q  =  5,  d'où 


('il  o'  -f-  -l^'cosO 


Tn  —  1  ; 


(  '89  ) 
Je  lliéorème  des  forces  vives  et  celui  des  momeiils  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport  à  la  verticale  du 
sommet  fournissent  ensuite,  avec  les  conditions  initiales 
données,  les  relations 

(2)  e'2H-a/'2sin2e  ^—  l^l^cose  =—  ^cosO. 

^  A  3 

(3)  i|^'sin2e  =  —  ~cos6  =— -^cosO. 

A. 

En  posant  cosO  =  //,  on  a 

m'2=  -u(u  —  2)(2W-hl); 

par  conséquent  8  oscille  entre  -^^  et  -—  d'une  manière  pé- 
riodique, et  le  problème  s'achève  de  la  manière  connue. 

Epreuve  pratique.  —  Délerminer  le  centre  de 
masse  d'un  arc  d'hélice  homogène  tracé  sur  un  cylindre 
de  révolution  à  axe  vertical  de  rayon  égal  à  2™  ;  les 
rayons  des  extrémités  de  l'axe  font  un  angle  de  45"  et 
leur  dislance  verticale  est  égale  à  i'". 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  T.  Démontrer  le  théorème  de 
Legendre  relatif  aux  triangles  sphériques  dont  les 
côtés  sont  très  petits  par  rapport  au  rayon  de  la 
sphère. 

II.  Définition  et  période  de  V équation  annuelle 
dans  le  mouvement  troublé  de  la  Lune. 

m.  Sachant  qu'une  étoile  dans  son  mouvement 
diurne  reste  un  temps  sidéral  T  au-dessus  de  l'horizon 
d'un  lieu,  trouver  sa  déclinaison;  on  connaît  la  lati- 
tude ca  du  lieu. 


(    ïpo  ) 

SOLIJTIOIVS  DE  OUESTIOAS  PROPOSÉES. 


528. 

(1860,  p.  247. 


Le  nombre  figuré  par  1121  ne  peut  être  un  carré  par- 
fait dans  aucun  système  de  numération.  (Rouché.) 

SOLUTION 

Par  M.  N.  Plakhowo. 
Écrivons  ce  nombre  dans  la  base  x\  il  sera  représenté  par 

a?^ -h  0^2 -h  2^ -h  I  =  0^3 H- (a?  H- i)2  ; 

et  prouvons  qu'il  ne  peut  être  égal  à  un  carré  parfait,  ou  que 
x^ -{- {x -\- lY  =  y^  est  une  équation  impossible.  Elle  peut 
s'écrire  x^-=y^ — (ar-Hi)^.  M.  Fauquembergue  (*),  en  résol- 
vant l'équation  x^  =  y^ — z^,  a  remarqué  avec  raison  que,  si 
X  =  3m-h  1,  y  est  un  mult.  3,  et  si  a?  =  3  m —  ï,  z  est  mult.  3. 
Or  nous  avons 

{3m  +  l)3=j^2_  (3;,^  _+.  2)2, 

et 

y^=  3(g/n3-h  gm^H-  3  m  +  3  7?i2_i_  ^^^^^  _|_  2, 
ou 

y^=  3A'  -+-  2. 

Mais  un  carré  ne  saurait  être  un  mult.  3-4-2,  et  cette  décom- 
position est  impossible;  quant  à 

(3  m— 1)2  =  y2— (3/71)2, 

cette  décomposition  est  également  impossible,  puisque 

^2  —  3  ^^  _  I . 

Il  nous  reste  à  voir  si  une  décomposition  en  une  difFérence  de 
deux  carrés,  d'un  nombre  mult.  3  est  possible. 

3m2=j2_(3„i_|_,)2         d'où        y^=Z/c-^i. 
(')  Voir  Intenn.  des  mathématiciens,  p.  809,  question  4Gi;  1895. 


(  'Q-  ) 

Cette  décomposition  serait  possible,  car 

93  =  3652  —  3642  =  3642  _|_  ^28  4-  I  —  3042  =  729, 

dont  ni  365,  ni  364  n'est  divisible  par  3.  Prenons 
Ce  sera  la  différence  de  deux  plus  petits  carrés 


=  07-1-1  ou  T- 3a7-|-2=0, 

-A 

équation  qui  ne  donne  pas  de  solution  entière. 

Or  il  n'existe  pas  de  base  x  qui  donne  une  décomposition 
de  deux  carrés  les  plus  petits,  pour  que  le  nombre  1 121  soit  un 
carré  parfait 

Ce  sont  les  carrés  les  plus  grands, 

x^  —  i 

=  X  -{-  i  ou  x^ —  -ix  —  3  =  0, 

?. 

Or  on  voit  que  cette  équation  ne  donne  pas  de  solutions 
entières,  car  si  nous  posons  a:  =  2,  le  premier  membre  de 
l'équation  devient  positif,  et,  si  nous  prenons  x  =  i,  le  pre- 
mier membre  devient  négatif,  et  cette  fonction  est  toujours 
croissante  de  :r  =  2,  jusqu'à  a;  =  00.  Il  ne  peut  pas  y  avoir  de 
base  X  qui  donne  les  carrés  maximums,  mais  nous  pouvons 
poser  X  égal  à  un  multiple  pair  ainsi  qu'à  un  multiple  impair, 


63=  55«— 53«=  292—  r3- 


(^)'-(^y 


Posons    — - —  =  37 -h  I  ;    cette   équation    ne   donne   pas   de 
4 

solutions  entières,  puisque  cette  fonction  est  négative  pour 
37  =  2,  et  positive  pour  a;  =  3,  et  devient  croissante  de  a7  =  3 
jusqu'à  X  =  oc.  Nous  pouvons  poser 

J73  -h  1 0  \  2       /  .r3  —  1 6  \  2  x^  —  16 


^''=  y g )    —  (  5 )   '  5 =^-M, 

équation  qui  n'a  pas  de  solution  entière,  qui  devient  négative 


(  '92  ) 

pour  :r  =  3  et  positive  pour  ^  =  4-  Après   quoi  elle   est  con- 
stamment croissante,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait  même  former  une  équation  générale  et  démon- 
trer que,  pour  un  exposant  aussi  grand  que  l'on  veut,  l'équa- 
tion n'a  pas  de  racines  entières,  et  que,  par  conséquent,  on  ne 
trouvera  pas  de  base  x  telle  que  le  nombre  figuré  par  1121 
soit  un  carré  parfait. 


OllESTIOi\S. 


1912.  Étant  donnés  trois  points  fixes  Ai,  A 2,  A3  et  trois 
plans  fixes  Pi,  P2,  P3,  trouver  le  lieu  d'une  droite  G  telle  que 
les  projections  des  points  Ai,  A2,  A3  sur  cette  droite  soient 
respectivement  dans  les  plans  Pi,  P2,  P3.         (P.  Appell.) 

1913.  Trouver  en  nombres  entiers  les  solutions  de  l'équation 

2a73_3^2_|,         (H.-J.  Krantz.) 

1914.  Si  une  ellipse  de  grandeur  donnée  roule  sur  deux 
droites  rectangulaires  : 

1°  Le  lieu  des  foyers  de  cette  ellipse  se  compose  de  quatre 
ovales  dont  chacun  d'eux  a  une  aire  équivalente  à  celle  d'un 
cercle  ayant  pour  diamètre  la  distance  focale; 

2°  Le  lieu  des  sommets  du  grand  axe  se  compose  également 
de  quatre  ovales  ayant  chacun  pour  aire  celle  du  cercle  décrit 
sur  le  grand  axe  comme  diamètre; 

3'*  Le  lieu  des  sommets  du  petit  axe  est  aussi  formé  par 
quatre  ovales  ayant  chacun  une  aire  équivalente  à  celle  du 
cercle  décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre. 

(E.-N.  Barisien.) 


ERRATA. 


4*  série,  t.  I,  igor,  p.  48,  ligne  i3  en  remontant  (question  1908) 

...  I         ^   /    .  /  ,0   L(/-)  \ 

au  lieu  de  -—  —-\ri/\  —  ik-  yttt, — 7  /  » 

p        dr\    \  UH'')/ 

lisez  •  l  -l  ±(    ,  /  ..   U(/')  \ 


(   ^93  ) 

[051] 

SIR  LA  THÉORIE  DES  LIGNES  GËODÉSIOUES  (M; 

Par  m.  Paul  STÀGKEL. 

(Traduit   par    M.    L.    Laugel.  ) 


1.  Un  théorème  connu,  de  Liouville  [Journal  de 
Mathématiques,  i""^  série,  t.  XI,  p.  345;  1846),  passé 
dans  l'enseignement,  dit  que  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  pour  lesquelles  le  carré  de  Télément  linéaire  ds 
peut  être  mis  sous  la  forme 

peuvent  être  déterminées  par  des  quadratures.  En  effet, 
si  un  point  matériel  qui  n'est  soumis  à  l'influence  d'au- 
cune force  extérieure  se  meut  sur  une  surface  pareille, 
son  mouvement  sera  représenté  pour  un  choix  conve- 
nahle  de  la  vitesse  (constante)  par  les  équations 

r    V  du  r    \  dv     _    _  _ 

j    y/U  — a       j    /a"^^  ~ 


r      du       _  r      d^       ^ 


où  t  désigne  le  temps,  et  où  a,  [3,  t  sont  des  constantes 
dont  les  valeurs  sont  déterminées  par  les  conditions  ini- 
tiales du  mouvement. 

En  adoptant  certaines  hypothèses  très  générales  sur 
la  nature  des  fonctions  U(z«)  et  V(v^),  on  peut,  comme 
on  va  le  démontrer  dans  ce  qui  suit,  tirer  des  équations 
de  Liouville  des  conclusions  sur  le  cours  des  lignes  géo- 
désiques. 


(')  Jahresbericht  der  D.  M.    V,,   t.   I\,   p.   121   (1901).  Leipzig, 
Teubner. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  I.  (Mai  1901.)  l3 


(  '94  ) 

2.  Soient  cp(u),  '/(w),  /(«);  J>(^),  to(v),  g{v)  des 
fonctions  des  arguments  u  et  i^,  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes  : 

Dans  un  domaine  ®  des  variables  ii  et  i^  qui  est  défini 
par  les  inégalités 

premièrement  y  les  fonctions  devront  être  toutes  les  six 
uniformes,  finies  et  continues;  deuxièmement,  dans  le 
domaine  ©,  y  compris  ses  limites,  les  fonctionsy(M)  et 
g{i^)  devront  avoir  des  valeurs  essentiellement  positives 
et  différentes  de  zéro,  tandis  qu'en  troisième  lieu  'f  (m), 
y{u)]  4'(*^)î  ^(^)  tltîvront  également  conserver  le  même 
signe  dans  ®,  mais  pourront  s'évanouir  en  certains 
points.  Enfin,  en  quatrième  lieu,  le  déterminant 
CDW  —  ^'j(^  devra,  dans  ©,  être  toujours  positif,  ou  bien 
être  toujours  négatif,  sans  être  jamais  nul. 

Lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  ce  théo- 
rème démontié  par  M.  Staude  (Math.  Annalen, 
t.  XXIX,  p.  469;  1887,  et  Journal  fur  Mathem., 
t.  GV,  p.  3o3;  1890),  d'après  lequel  les  fonctions  u  et  p» 
sont  définies  dans  le  domaine  ©  par  le  problème  d'in- 
version 


r"  y(u)du  r"  M(v)dç  _ 

X     \/{u-a){A  —  u)/{u)      J^    ^(^ç  —  bjiB-vJs'i^) 

comme  fonctions  paires  uniformes,  finies  et  continues 
des  arguments  à  variabilité  illimitée  x  et  y^  fonctions 
doublement  périodiques  au  système  de  périodes 

(^(u)  du 


•2Wii  =   2 


/ 


/(«  —  a)(A  — «)/(«) 


i     ^ï^ 


'Ij(v)  dv 
•2  (0)2  =  2    •  ^       ^ 


t   v{^  —  f^){^-ns'{^') 


et 


•llUji  =  2 


(   '9^  ) 

yj  u)  du 


J^    v/(w  — «)(A 


-ll)f{U) 

X" 


oi(  v)  dv 

2t022  =  2     ' 


On  doit  partout  donner  aux  radicaux  le  signe  positif. 
De  plus,  tous  les  couples  de  valeurs  x,  y,  qui  donnent 
le  même  couple  de  valeurs  «i,  t',  appartenant  au  do- 
maine (£3,  seront  représentés  par  les  formules 

ir  =  rb  Ti  -t-  2  m  I  to  1 1  -i-  2  mo  W21 , 
y  =  ± ^1  +  2  m i  w,  2  H-  2  /?f  2  '■^^•ii r 

où  /W|  et  ni2  désignent  des  entiers  quelconques,  et  où  le 
couple  de  valeurs  Xi,y«  appartient  au  domaine 

37  =  pW|i -h  dWîi,        y  =  OM  il -h- 70). 2-2         (p,<y  =  (o...i)|, 

et  est  le  seul  de  l'espèce   re(|uise  faisant  partie    de   ce 
domaine. 

3.  11  a  été  déjà  remarqué  (Sïackel,  Alath.  Annalen, 
t.  XXV,  p.  93;  1889.  Staude,  Journal  fàr  Matlie- 
malik,  t.  CV,  p.  3'2Si;  1890)  que  le  précédent  théorème 
peut  être  avantageusement  employé  dans  l'étude  des 
lignes  géodésiques  sur  les  surfaces  en  question^  mais 
cette  remarque  n'a  pas  été  mise  à  profit  depuis.  C'est  ce 
que  nous  allons  faire  ici,  et  nous  démontrerons  en  par- 
ticulier ce  théorème  : 

Les  lignes  géodésiques,  au  cas  oii  le  théorème  de 
M.  Staude  est  applicable,  ou  bien  sont  fermées,  ou 
bien  recouvrent  une  certaine  région  de  la  suif  ace 
d'une  manière  partout  dense. 

Pour  arrivera  identifier  les  deux  systèmes  d'éjualions 


(  -y''  ) 

dont  il  s'agil,  on  doit  poser 

<p(rO  =  U(w),  4.(ç.)  =  _V((,), 

yjii)=i,  u>(p)  =  — 1, 

{u-a)(\-u)f{u)  =  V(u)-oi,     (t._è)(B-P)ô-(^')  =  a-V(p), 

et  clierclier  à  voir  quand  seront  remplies  les  quatre 
conditions  requises  pour  que  le  théorème  de  INI.  Staude 
ait  lieu. 

Puisque  l'expression 

représente  le  carré  de  l'élément  linéaire  de  la  surface  en 
question,  il  est  clair  que  les  fonctions  U(m)  et  V(^)  sont 
uniformes.  Cependant,  elles  peuvent  cesser  d'être  finies 
et  continues  en  certains  points  et  lignes  singulières  que 
l'on  marquera  sur  la  surface.  On  reconnaît  aussi  que,  en 
général,  U(//)  —  V(t^)  doit  être  positif  et  ne  peut  s'éva- 
nouir qu'en  certains  points  singuliers.que  l'on  marquera 
de  même  sur  la  surface.  On  regardera  enfin  comme 
lignes  singulières  les  courbes  w  =  const.,  ç»  =  const. 
pour  lesquelles  U(m)  et  ^ {^)  s'évanouissent  en  chan- 
geant de  signe.  Alors,  sur  une  portion  de  surface  J^,  qui 
ne  renferme  aucun  des  points  et  lignes  singulières  pré- 
citées, les  conditions  1,  3  et  4  (p.  194)  seront  remplies. 
Maintenant,  si  l'on  considère  un  point  Uq^  Vq  qui  est 
situé  à  l'intérieur  d'une  telle  portion  de  surface  J*,  on 
reconnaît  que  de  ce  point  sont  issues  une  infinité  de 
lignes  géodésiques  dont  chacune  est  caractérisée  par  la 
direction  de  la  tangente  au  point  Uq,  Vq  ow?  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  valeur  du  rapport 

_  d^ 
"~  du 

vn  ce  point.  Si  le  point  mobile  se  trouve  au  point  Uq^  4'o 
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au  temps  t=  o,  les  équations  intégrales  du  mouvement 
seront  les  suivantes  : 

r"  y  du    _  r"  \  dv    _  ^      r"'  y  du   __  r""  \dir 

r"_du r"   dv    __      r""__^^± r'°__^_ 

Dans  ces  formules,  la  constante  a  est  déterminée 
d'une  manière  univocjue  par  la  valeur  initiale />o  ^^ P 'i 
en  effet,  de  l'équation 

I  I 


v/U(Mo)  — a        /a  — V(('o) 
on  tire 


a  = 


Pô 


Par  consécjuent,  lorsque  pi  parcourt  l'intervalle 
(0...4-0C),  a  parcourt  d'une  manièie  continue  les 
valeurs  de  Y(i^o)  à  U(«o)• 
Si  l'on  attribue  à  la  constante  a  une  valeur  déter- 
minée de  l'intervalle  [V(ç'o) .  .  .U(«o)]5  on  devra  faire 
la  discussion  des  expressions 

V(u)-\(vo)^[V{u)-~Ij(uo)\pI 
Viu)-.=  -^^, 

et 

\  (  Vo)  -  \(V)  -i-  [V  (Uo  )  -y  (V)]  Pi 


a-\{v) 


Pi 


Au  point  «0?  ^^0?  les  deux  expressions  ont  chacune  une 
valeur  essentiellement  positive,  et  tout  revient  donc  à 
voir  si  les  équations  U(w)  —  a  =  o  et  a  —  V(i')  =  o  pos- 
sèdent chacune  deux  racines  simples  rangées  par  ordre 
de  grandeur  a  et  A,  ^  et  B  entre  lesquelles  soient  res^ 
pectivement  situées  Mq  et  Vq.  C'est  lorsque  ceci  a  lieu,  et 
seulement  alors,  que  la  condition  2  esl  remplie  (p»  194)» 
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Mais,  pour  que  les  conditions  1,3,  4  demeurent  véri- 
fiées, il  faut  que  le  domaine 

que  l'on  désignera  par  ©«,  soit  situé  tout  entier  à  l'in- 
térieur d'une  portion  de  surface  S  de  la  propriété  pré- 
citée. Quand  ce  fait  aura  lieu,  nous  nommerons  a  une 
valeur  admissible  et  ®a  un  domaine  admissible. 

Soit  alors  ao  une  valeur  admissible  de  a,  on  aura, 
par  suite, 

l]{ii)—     ao     =  (a  — «o)  (Ao— w)/o(")> 
«0     -V(p)  =  (P-^»o)(Bo-0^o(i^), 

expressions  où  J^o{u)  et  ^o(^')  seront  essentiellement 
positifs  dans  le  domaine  ^ao-  -^^î  maintenant,  nous  fai- 
sons varier  a  de  ao  à  a,,  valeur  suffisamment  voisine 
de  «0,  de  la  continuité  de  Ll('/)  et  de  V(r)  résulte 
qu'à  a,  correspondront  des  couples  de  racines  «,  et  A|, 
bi  et  B,  de  la  propriété  exigée  et  il  résulte  aussi  que, 
pour  une  valeur  suffisamment  petite  de  la  dilïérence 
a,  —  aQ,  le  domaine  ([5a,  sera  admissible.  Par  consé- 
quent, lorsque  le  théorème  de  M.  Staude  est  vérifié  pour 
une  valeur  initiale  Pq^  il  l'est  également  pour  un  inter- 
valle tout  entier  p  =  (^p^^  .  .  . ,  P2)  de  valeurs  initiales  à 
l'intéiieur  duquel  est  situé  /^o^  ou,  si  l'on  emploie  le 
langage  de  la  Géométrie,  il  existera  un  certain  espace 
angulaire  de  directions  initiales  issues  du  point  //q?  ^o- 
Il  se  peut  que  cet  espace  angulaire  renferme  toutes  les 
directions  initiales,  comme  il  se  peut,  au  contraire, 
qu'il  n'en  renferme  qu'une  partie  et,  dans  ce  cas,  il  peut 
aussi  exister  plusieurs  espaces  angulaires  séparés  de 
directions  initiales  qui,  ou  bien  sont  adjacents,  ou  bien 
sont  séparés  par  des  espaces  angulaires  de  directions 
initiales  inadmissibles. 
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4.  Ces  préliminaires  posés,  soit  a  une  valeur  iniliale 
à  laquelle  correspond  un  domaine  admissible  ©a-  Si, 
dans  les  équations  intégrales  du  mouvement,  on  suppose 
les  seconds  membres  remplacés  par  x  et  par^,  d'après 
le  théorème  de  M.  Staude,  u  et  u  seront  alors  définis 
conune  fonctions  uniformes,  finies,  continues  et  paires 
des  arguments  x  ety,  fonctions  doublement  périodiques 
admettant  les  systèmes  de  périodes 

Vdii  r^^    Ydi> 


2C0 


11  =  2/  , »  210,2=2/        — : 


et 


r   du  r    dv 

•2(02i   =   9.     /         — >  210,2=     /  ■ 

Dans  ces  fonctions  u  et  p»  de  j:  et  y,  on  doit  alors 
poser 

/^""    \}dii  r""    \  dv 

_        r""     rfM         r""     dv 

pour  que  u  et  i'  soient  des  fonctions  uniformes,  finies  et 
continues  de  t.  Comme  u  et  v^  regardées  comme  fonc- 
tions de  Jc,  y^  sont  développables  en  séries  de  Fourier  à 
deux  variables,  procédant  suivant  les  multiples  des 
arguments 

^  .rn»,, —  )^o>|.>  —  .r  (Oi, -1- i'(tj|  I 

Ç   =   - '—t  T,   =   ~ > 

U  et  p»  peuvent  ùlre  représentées  comme  fonctions  de  t 
par  des  séiies  tiigonométriques  doublement  infinies, 
procédant  suivant  les  sinus  et  cosinus  de  multiples  de 
deux  fonctions  linéaires  du  temps  t.  (Coîïi/j.  St4ude, 
Math.  Annafen,  t.  XXIX,  p.  484^  1887.) 
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On  peut  démontrer  que  les  courbes  que  l'on  obtient 
quand  on  fait  w  et  p»  égales  aux  fonctions  de  t  ainsi 
définies  ou  bien  sont  fermées,  ou  bien  recouvrent  le 
domaine  ©«  d\ijie  manière  partout  dense. 

En  effet,  si  ï£,,  ^^^  est  un  point  quelconque  du  do- 
maine Wq^^  pouvant  aussi  coïncider  avec  le  point  Mq,  t^o? 
u  et  w»  regardés  d'abord  encore  comme  fonctions  de  x 
et  y  prendront  les  valeurs  z^,,  p»,  pour 

X  z=z  Xi  -h  ini^  Wii  -H  2/n2  W21, 

y  =■  yi-^  2  A?lia)i2-1-  2  W2ti)22, 

m^  et  m,2  désignant  encore  des  nombres  entiers  quel- 
conques et  X  ex  y  appartenant  au  domaine 

a;  =  pWji-H  aca2i,         JK  =  pwi2-+- crw^j         [p,  a  =  (o.  .  .  i)]. 

En  poursuivant  la  discussion  on  voit  qu'il  faut  distin- 
guer deux  cas  essentiellement  différents. 
Premièrement^  si  le  rapport 

a>22  ~" 

n'a  pas  une  valeur  rationnelle  on  peut,  en  vertu  d'un 
théorème  connu  {Comp.,  par  exemple,  Kronecker, 
Berliner  Sitzungsberichte^  p.  107;  i884;  OEuures, 
t.'  III,  p.  3i),  déterminer  une  infinité  de  nombres  en- 
tiers p.1,  [JI2,  tels  que 

Jl-i-2[^lWi2-|-  2fl2W22 

prenne  une  valeur  aussi  rapprochée  que  Fou  voudra 
d'une  valeur  donnée  j  2»  Mais  de  la  continuité  des  fonc- 
tions a  et  p'  de  X  et  y,   il  s'ensuit  alors  qu'aux  valeurs 

.r  =  a^i -f-  2  [Jli  OJi  1 -f-  '2  |Jl2  W21 , 
y=J'-îr 
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correspondent  des  valeurs   u^  et  ^2  ^^  ^^  et  ^  ^^i  dif- 
fèrent aussi  peu  que  l'on  voudra  de  Ui  et  Vj. 

Revenant  alors  aux  lignes  géodésiques  et  faisant 


V 


il  s'ensuit  qu'au  temps 

/  =  a^i-i-  2  J^lW,!  4-  •2  1^2  0)21—      /  —     /  , 


V 


le  point  mobile  arrive  en  un  point  z^a?  ^2?  aussi  rap- 
proché que  l'on  voudra  du  point  donné  m,,  v^«  ;  et  cela 
arrive  aussi  souvent  que  Ton  voudra  parce  qu'il  y  a 
une  infinité  de  paires  d'entiers  \kx  et  ^2  de  la  propriété 
requise.  Il  en  résulte  immédiatement  que  la  ligne 
géodésique  considérée  remplit  le  domaine  ©«  d'une 
manière  partout  dense. 

Deuxièmement  y  supposons  que  q  ait  une  valeur 
rationnelle;  soient  alors  g^  et  g2  J^s  deux  nombres 
entiers  premiers  entre  eux  pour  lesquels  on  a 

2^ia>,2-4-  2^2^22=  O, 

tandis  que 

2^110,1-4-2^2^21  =  '2S2 

a  une  valeur  positive;  comme 

r^  r^  (\J  —  \)dudir 

a  une  valeur  essentiellement  positive,  différente  de  zéro, 
Çl  ne  peut  être  jamais  nul.  Dans  ce  cas  alors  m  et  t^  pren- 
dront au  temps 

exactement  les  mêmes  valeurs,  «o  et  To,  qu'ils  avaient 
au  temps  1 1=  o^  car  le  couple  de  valeurs  f/o?  ^0  pour  g^ 
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et  ^2  entiers  correspond  à 

r""    ij  du        c"'   v^/p 

J,      /U-a       J,      /a-V 
C'''      du  C"'       dv 

JK^   2^,0), 2+  2^2^22+      /  —===—{ 

Par  conséquent,  nous  sommes  en  présence  (i\ui  inoii- 
vement  périodique  de  période  iQ.^  et  les  lignes  géodé- 
siques  sojit  des  courbes  fermées  qui  ont  leur  cours  à 
l'intérieur  du  domaine  ©«. 

Si  l'on  fait  varier  a  de  sorte  que  celte  quantité  varie 
d'une  manière  continue,  depuis  une  valeur  admissible  a^ 
jusqu'à  une  valeur  admissible  voisine  a,,  on  peut  dé- 
montrer sans  peine  que  les  périodes  20)12  et  21022 
éprouveront  alors  des  variations  continues,  et,  puisque 


r""     dv 

J,.    \/y-  — 


dv 

W22  ^= 

V 


est  durèrent  de  zéro,  il  en  sera  aussi  de  même  du  rap- 
port 

y  = y 

W22 

à  moins  que  q  ne  soit  indépendant  de  a  et  ne  conserve 
toujours  la  même  valeur.  Pour  nous  débarrasser  de  suite 
de  ce  cas  d'exception,  faisons  remarquer  que  dans  ce  cas, 
pour  les  valeurs  admissibles  de  a  qui  sont  voisines  de  la 
valeur  ao,  les  trajectoires  du  point  mobile  seront  toutes, 
selon  que  q  est  rationnel  ou  irrationnel,  des  courbes 
fermées  ou  des  courbes  partout  denses.  Mais  lorsque  q 
dépend  de  a,  q  parcourra  d'une  manière  continue  un 
intervalle  (qo  . . .  qi).  Comme  les  valeurs  rationnelles 
de  ^  y  sont  distribuées  d'une  manière  partout  dense  il 
en  est  de  même  de  ces  valeurs  de  la  grandeur  a  dans 
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l'intervalle  (ao  ...  ai)  qui  donnent  des  trajectoires  fer- 
mées, c'est-à-dire  en  d'autres  termes  :  exception  faite 
du  cas  d'exception  précité,  dans  un  espace  ajigulaire 
de  directions  initiales  admissibles,  les  directions  ini- 
tiales qui  donnent  des  trajectoires  fermées  sont  dis- 
tribuées d\ine  manière  partout  dense;  elles  ont  donc 
la  puissance  de  V ensemble  des  nombres  entiers, 

5.  Attirons  ici  l'attention  sur  cette  circonstance,  qu'il 
y  a  des  surfaces  de  la  nature  de  celles  en  question  où  la 
condition  2  n'est  vérifiée  en  aucun  point. 

Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  lorsque  U  ou  V  se  réduit 
à  une  constante,  c'est-à-dire  par  conséquent  lorsque  la 
surface  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution. 
Une  discussion  plus  approfondie  révèle  un  fait,  relatif 
à  ces  surfaces,  qui  mérite  d'être  signalé.  Si  la  surface 
est  de  révolution,  dans  certaines  hypothèses  que  j'ai 
précisées  dans  ma  Dissertation  Inaugurale  (Berlin, 
i885),  les  lignes  géodésiques  ont  la  propiiété  suivante  : 
en  général,  ou  bien  elles  recouvrent  d'une  manière  par- 
tout dense  un  domaine  limité  par  deux  parallèles,  ou  bien 
elles  ont  un  cours  fermé  à  l'intérieur  de  domaine.  Mais 
si  l'on  considère  les  hélicoïdes  déterminés  par  Bour 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  Cahier  XXXJX, 
p,  825  1862)  qui  proviennent  par  déformation  de  la 
surface  de  révolution,  l'on  verra  que  les  lignes  géodé- 
siques correspondantes  ne  possèdent  en  général  ni  l'une 
ni  l'autre  de  ces  propriétés.  Cela  tient  à  ce  qu'il  faut 
regarder  la  surface  de  révolution  comme  formée  d'une 
infinité  de  couches  superposées  qui  sont  déroulées  pen- 
dant la  déforniation. 

Déformons,  par  exemple,  l'alysséide 

x=  /w'-H-  a2  cosc»,       y  =  ^i^--^  cC-  sinp,       ^  =  f  — ^— ^^ —  * 
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en  riiélicoïde  réglé  à  plan  directeur  : 

les  parallèles  se  transformant  en  hélices,  et  les  méri- 
diens en  lignes  droites.  Si  l'on  fait  croître  ici  v  depuis  Uq 
jusqu'à  v^oH-  ^'^î  i^  est  clair  que  sur  la  surface  de  révo- 
lution un  méridien  tournant  de  36o^  parcourt  toute  la 
surface,  tandis  que  sur  l'hélice  une  droite  tourne  de  SGo** 
et  éprouve  en  même  temps  un  déplacement  en  hauteur 
de  a  pour  un  tour  de  la  surface.  Une  ligne  géodésique, 
qui  sur  la  surface  de  révolution  coupe  pour  la  seconde 
fois  le  même  méridien ^  entre  dans  un  nouveau  tour  de 
riiélicoïde,  et  ne  peut  donc  ni  se  fermerj  ni  revenir 
dans  le  voisinage  du  point  initial  du  mouvement. 

De  là  résulte  que  la  considération  seule  de  l'équation 
différentielle  des  lignes  géodésiques  commune  à  toutes 
les  surfaces  de  déformation  ne  suffît  pas  toujours  pour 
donner  une  idée  de  leurs  rapports  de  forme  et  que  la 
nature  des  surfaces  de  déformation  particulières  que 
l'on  considère  peut  jouer  sur  ce  point  un  rôle  essentiel. 

Une  autre  question  serait  celle  de  savoir  ce  qui  se 
présente  au  lieu  du  théorème  de  M.  Staude  quand  les 
conditions  relatives  aux  fonctions  o(u)^  y(")ï  fi^)'^ 
^(w),  w(ç^),  g{v)  ne  sont  pas  vérifiées.  Une  étude  plus 
approfondie  montre  que  le  théorème  reste  vrai  dans  ses 
parties  essentielles,  lorsque  le  déterminant  cpto  —  d»-^ 
s'évanouit  en  des  points  isolés,  de  façon  qu'il  n'est  pas 
nécessaire  de  faire  une  exception  pour  les  points  de  la 
surface  où  ds=  o.  Au  contraire,  la  condition  qui  exige 
que  ^(w),  x(")'  '^i^)')  ^{^)  ^^  changent  pas  de  signe 
est  tout  à  fait  essentielle  et  ici  s'ouvre  alors  un  champ  de 
nouvelles  recherches  qui  fournirait  de  fructueux  pro- 
blèmes, d'abord  sur  des  exemples  simples,  puis  sur  des 
types  plus  généraux. 
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[F2e] 

SIR  ll^E  PROPRIÉTÉ  DE  LA  FO\CTIO\  ?; 

Par  m.  E.  FABRY. 


Considérons   la  ronclion    ^   de   Weierstrass,    définie 
par  la  série 

U  À^    \  Il  —  IV  w  w^ 


où  (r  =  2rn(j) -\-  awo/,  ni  et  n  prenant  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y  compris  zéro, 
sauf  le  système  ni  =  n  =  o. 

Soit 

o  =  lo'^(a))  —  (o^(tu'); 


on  sait  que  o  r=  ±:  —  >  le  signe  étant  celui  du  coefficient 
de  i  dans  le  rapport  —  Cette  relation  peut  se  déduire 

des  propriétés  du  développement  de  Ç(w) ^(^)  ^^^ 

série    trigonométrique.    Je    vais    montrer    qu'on    peut 
Tobtenir  directement  par  la  sommation  des  séries  qui 
définissent  o. 
On  a 


0  = '  -^   \( ■' 

10  to         ^H^  \{x)  —  w  to 


to  —  to 


w  w 


Supposons  que    m  varie  de  —  M   à   -\-  M,   et    n  de 
—  N  à  -H  N.  Dans   l'expression 

w  —  w  =  —  iîhm'  -\-{i —  7.m)(.o, 

}  —  2  /7i  prend  les  valeurs  impaires  de  i  —  2 M  à  i  +  2  M 
et  in  les  valeurs  paires  de  —  2N  à  4-  2N.  Les  termes 
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sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires,  sauf 
les  termes  — a/ito'-f- (i  4- 2M)cl)  ,  et  le  terme  — w, 
car   pour    ni  =  n  =  o^    le   terme   +w   est    supprimé; 

donc  les  termes  de    7    se  réduisent  à 


N 


(  2 M  -h  I ) tu  —  'inoi' 


De  même,  dans   ^   —, >  les  termes  se  détruisent 

deux  à  deux,  et  il  reste 


w  "VTI  w 


--  y  - 


w'  .^      (  2  N  -f-  1  )  Co' '2  />l  CO 

in  =-  M 


Les  termes  de  ^  —  disparaissent  tous. 

8  sera  donc  égal  à  la  limite,  lorsque  M  et  N  deviennent 
infinis,  de  l'expression 


to 


~n(^'  ~2Ll  (2N  -H  1)0)'  — 


.^  ( 2  M  -h  I )  w  —  2  /i  w'        .^  ( 2  N  -H  I )  w' —  2  /«  a> 
-N  -M 

Cette  limite  est  la  même  que  celle  de  l'expression 

+  N  -+-M 


2(Mto  — /lo)')  ~'^'2(Naj'— mw)' 

—  N  -M 


•  y ^e y 

^  2(M(0  — /lO)')  ^ 

—  N 

car  leur  différence  est 

.^  [(2M  -+-1)10  —  'j.niù']  (2iMto  —  '2/ico') 

—  N 

-+-M 

■^  wco' 

^  [(2N  H-  l)w' —  2/«w]  (2N  w' —  2nHii) 
-M 


tU(0 
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Soient  p  le  module  de  (o,  p'  celui  de  w',  0  l'argument 
de  —  On  a 

/.o 

\  nnxi-\-  /iw'j-=  m-p'-h  n2p'-H-  2mnpp'cosO 

=  (i  — cosO)  ( m2p2 -4- /i2p'2)  -1-  cosO(//ip-f-np')2 

=  (H-COs8)(/7l2p2-H/i2p'2)  _C0Se(//ip  — /ip')2, 

et,  quel  que  soit  le  signe  de  cosQ, 

|mw  ^-  /iw'l2>  (m2p2-4-  /i2p'2)  [i  _|cosO|]. 

V  r — ^T ^ ^'^^,1 ,    ,> r,  a  donc  un  module 

-N 

plus  petit  que 

-♦-N 

I  —  I  cos 0 1  -^  4 ( M 2  p2  +  ni p'2 )  ' 


-N 

or 


y • 

-N 

N 

_       \  ^  I  1  r*  (/.r 


p^-f-  a-2p'* 


qui  tend  vers  zéro,  lorsque  INI  devient  infini.  Le  même 
résultat  s'applique  au  second  terme,  qui  a  une  forme 
symétrique. 

Donc  2  0  est  égal  à  la  limite  de 

+  N  -+-M 

■^  on'  "^  w 

^d  M  w  —  nui'       ^^  ]\  oi'  —  jn  w 

-  .N  -  M 

Ces  sommes  peuvent  se  remplacer  par  des  intégrales 
définies.  Considérons,  en  effet,  la  somme 

J-  N  -I-  N 

"^  1  _  '^     n-\-  a  —  hi 

Amà  71  -^  a  -i-  bi  ~  Ad  (7r+~rt)2+~62  ' 

-  -N  -  N 
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X 


et  supposons  aZ»  ;>  i .  ^  ..^  croît  avec  x^  si  x  est  com- 
pris entre  — ^  et  +^,  et  décroit  dans  les  autres  cas.  On 
a  donc 

n-\-a  /*n-hi        X -h  a 

si  /i  -h  a  est  compris  entre  —  h  ei  b  —  i ,  et 
n  -\-  a  r"  X  -^  a  , 

^\n  -\-  a  est  compris  entre  —  oo  et  —  h  ou  entre  h  -\-\ 
et  +00.  En  outre,  si  n-\-a  est  compris  entre  h  —  i  et  ^, 

le  plus  petit  des  deux  termes  -. rr — rr?  7 r^ — r^ 

1              •                Z*"^         X -{- a         j         .  I, 
est  plus  petit  que    / — j-^  cix,  si  1  on  sup- 

pose  b  —  I  >>  —  b,  ou  ^  ^  ^. 

11  en  résulte  que  l'on  a,  quel  que  soit  a, 

"^         M-f-a  I  /*'  X  -h  a  , 

2d{n-^af-^b^  <  b  '^ J_^     {x-^ay-^b-^    ^ 
-is 

_  I        _!_      (N-f-a)g-i-6^ 
■   '^  :^  "^  â   •  (a  — N)2-i-62  ' 

On  obtient,  de  la  même  manière,  l'inégalité 


-t-N 


n-\-a  I         I      (N-f-a)5-h  62 


Zdin-^ar--^b'^ 


-  L 


—  iN 


(/iH-a)2-i-^2  -^       6    '    ■>      (a  — N)2-+-62 


Si  Z>  augmente  indéfiniment,  avec  N 


-4-N 


n-h  rt  T       (N  -I-  a)2+  A2 


^(/î  4-a)2-4-^2  -2         (^_N)2-h^2 

—  N 


tend  vers  zéro. 


(  -^-og  ) 

De  même,  -r rs'  où  Z>">o,   a  un  seul   maximum, 

pour  X  =^  o.  On  en  déduit,  quel  que  soit  «, 


I  /*"*"'  6  dx 


{ n -^  a  y- -h- b-^  b       J  ^     (x-ha^-h-b'^ 

yi  b  i  r"*"^  bdx 

—  N  ' 

I                            b  b 

=  —  r  —  in'c  lansr  ^r? 1-  arc  tanii,  — — ^-  5 


6 


où  les  arcs  sont  compris  entre  o  et  tt,  afin  que  arc  tang 
varie  d'une    façon    continue   lorsque    .r   varie  de   — 00 
à  -f-  00. 

N  étant  positif,  on  a,  quel  que  soit  a^ 

b                              b 
arc  tansr  —, <  arc  tang ~, 

et 

b                                 b                                         -i^b 
arc  tang  ^r^ arc  tang ^,  =  —  arc  tang -„ , 

ces  trois  arcs  étant  compris  entre  o  et  tt. 

-f-N 

Si  h  augmente  indéfiniment,    7 y-,  a  la  même 


limite  que 


—  N 


l(N-+-rt)2-+-^2  /  ^  ^ 

-  L  7- f^TTT— ,7>  -^  '     »i"c  tang  — — -  —  arc  tang 


=  h{N^a-i-bi)  —  L(a  -  N-^bi) 
'a-\-N  -+-  bi\ 


=  L 


a  —  N-^-bi 


où  L  désigne  la  valeur  du  logaiithme,  dont  le  coefficient 
de  i  est  compris  entre  —  tz  et  t:.  Pour  les  deux  pre- 
miers, ce  coefficient  est  positif^  pour  le  dernier,  il  est 
compris  entre  o  et  —  t. 

Si  a  est  une  quantité  imaginaire,  dont  le  coefficient 
Anfi.  de  Mathémat.,  4*  série,  l.  T.   (.Afai   1901.)  I4 
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de  i  tend  vers  +00,   en   même  temps  que  le  nombre 
entier  N, 

-t-N 

V        ^       _  T  °^  "^  ^ 

^  /iH-  a  a  ^N 

— at- 
tend vers  zéro,  ce  logarithme  ayant  le  coefficient  de  i 
compris  entre  o  et  —  tt. 

Si  —  et,  par  suite,  — j-  ont  le  coefficient  de  i  positif, 
on  a 

20  =  Lim  —  > >   , , 

_N'i— M—        _Mm4-N  — 
tu  w 

la  limite  est  la  même  que  celle  de 

—  M—,  -f-N  N hM 

-L — ^ L-^^: 

ou 

Mw  — Nco'  Mw-i-Nco'_ 

"~Mto  +  Nco'~  'Ncu'— Mto~"~     ^~"*^" 

Si  l'on  pose 

,  Mto  — Nto'  ,  . 

-L  ï^i ^TF — ;  =  a  -^  01. 

M 10  -h  N  w' 


on  aura 

,  Mw  -H  N(o' 


Nw'— Mw 


=  —  a  —  (7c4-è)t, 


car  ^  et  iz  —  b  doivent  être  compris  entre  o  et  —  it,  el 
L( —  i)  représente  ici  la  valeur  — Tzi.  On  a  donc 


2 


Si  le  coefficient  de  «,  dans  — >   était  néealif,   il   est 

clair  que  l'on  devrait  changer  les  signes  des  logarithmes 
et,  par  suite,  de  8. 
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[Bla] 
THÉORÈHE  RELATIF  AUX  MIiVEllRS  D'UN  DÉTERMINANT; 

Par  m.  VOGT, 
Professeur  à  l'Université  de  Nancy. 


M.  Netto  a  démontré  [Acta  mathematica,  t.  XVII, 
Ql  Journal  de  Ci  elle,  t.  1J4)  plusieurs  théorèmes  rela- 
tifs aux  mineurs  d'un  déterminant;  l'un  d'entre  eux 
en  particulier  est  susceptible  d'applications  à  la  théorie 
des  formes  binaires  ;  je  me  propose  de  donner  de  ce 
théorème  une  démonstration  plus  élémentaire  que  celle 
de  M.  Nelto. 

Soit 


D 


=  la/ 


(^y  =  ï,  '^,  • .-,  ^), 


un  déterminant  d'ordre  n  dont  les  éléments  ne  sont 
soumis  à  aucune  restriction,  et  soit  d  un  de  ses  mineurs 
d'ordre  ^/ ;  D  et  ^  sont  dilTérenls  de  zéro;  pour  sim- 
plifier nous  supposerons  que  les  éléments  de  c?  sont  con- 
tenus dans  les  q  premières  lignes  et  les  q  premières 
colonnes  de  D,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

d=\a\\         {i.j  =  1,1,  .,.,q  <,n). 

Désignons  par  A^  le  mineur  du  déterminant  D  obtenu 
en  bordant  d  par  les  éléments  de  la  /••^'"«  et  de  la  s^^^^  co- 
lonne, c'est-à-dire 


K  = 


a) 


a-. 


a; 


a; 


ai 


aJi 


a' 


a 


a). 


(     212    ) 

les  mineurs  AJ.,  pour  /'  et  s  variant  de  ç  -{-  t  a  n,  sont 
les  éléments  d'un  déterminant  d'ordre  n  —  q  que  nous 
désignons  par 

A  =  I  A^l  (r,s  =  q  -hi,  ...,  n). 

Nous  nous  proposons  d'évaluer  le  déterminant  A  au 
mojen  de  D  et  de  «?,  et  les  miueurs  du  premier  ordre 
de  A  au  moyen  de  d  et  des  mineurs  du  premier  ordre 
de  D. 

Considérons  le  système  suivant  de  n  équations  li- 
néaires à  7î  Inconnues  : 


a}j     Xi-\-  ajj     372  +  . 

1 

.  .+  a^       Xn=0, 

«J+ia-,H-a5^i.^2-+-- 

.-\-  Ct,fJr\  ^n  ^=  ^^<jr-i-lj 

cin      x^-\-  afy     ir,  4-  .  .  .  -+-  a,,     X, 


les  seconds  membres  des  q  premières  étant  nuls,  et  ceux 
des  suivantes  étant  des  quantités  arbitraires  Up^\,  ..., 
Un\  nous  allons  évaluer  les  valeurs  des  inconnues  x^_j.j, 
^q-\-2i  '  '  '  1  ^n  satisfaisant  à  ces  équations;  comme  le 
déterminant  D  n'est  pas  nul,  nous  avons  en  géuéral 

Nous  pouvons  encore  résoudre  le  système  précédent 
d'équations  en  éliminant  d'aboid  x^^  x^,  .  .  .  ,  j:^  entre 
les  q  premières  et  chacune  des  suivantes,  puis  tirant 
Xg^^,  .  .  .  ^  x,i  des  équations  ainsi  formées.  L'élimina- 
tion des  q  premières  inconnues  entre  les  q  premières 
équations  et  celle  de  rang  /'  donne 

x\     a\      ...      al     a1^^  X(j-^i-\- .  .  .-T-  a'lx,i 


a}j     a},     ...     n'Ij     al/^^  x,,+ 1  -i- .  .  .  -h  «;; Xn 

a),     a}.      ...      a'I     a']:^^  x,j+x  4-.  .  .+  a'!- Ta—  u , 


=  o 
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OU 


bien 


^r       «^  7-1-1  ^^ -f^/-        ''- (/~\-2 


.rVi.  <^ f^  —   Ct  te  f  ' 


Eli  donnant  à  /'  les  valeurs  ^  +  1,^  +  2,  .  .  .  ,  /z,  on 
a  /i  —  ^  équations  linéaires,  dont  la  solution  est  donnée 
par  la  formule  générale 

les  valeurs  (i)  et  (2)  des  inconnues  d'indice  supérieur 
à  <7,  fournies  par  les  deux  méthodes,  doivent  être  les 
mêmes,  et  comme  cela  a  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
leurs attribuées  aux  indéterminées  «y+i,  "^+2?  •  •  -  ■>  "/o 
il  faut  que  ces  indéterminées  aient  les  mêmes  coeiii- 
cients  :  on  déduit  de  là  la  relation  générale 


(3) 


d   â\ 


Considérons  maintenant  les  deux  déterminants  dont 
les  éléments  sont  les  deux  membres  de  l'équation  précé- 
dente lorsque  /•  et  s  varient  de  f/  -\-  i  à  /i,  et  écrivons 
qu'ils  sont  égaux;  nous  avons 


d'^-f 

dA?, 

I 

ÔD 

A'I-q 

~   Y)n-c/ 

da"; 

mais  d'après  les  théorèmes  connus  sur  les  mineurs  du 
premier  ordre  d'un  déterminant,  nous  avons 


=  A"-v-i, 


da";. 


=  D«-'/--i  d; 


en  remplaçant  ces  déterminants  par  leurs  valeurs,  nous 
en  déduisons  la  relation  fondamentale 

(4)  ^  =  Dd''-1-^; 

la  formule  (3)  donne  ensuite 

dl  ^  ÔD 

(  3  )  -rrr   =  d>^-'l-^'  ^—  • 

^    '  ôk',.  àa). 
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Les  égalités  (4)  et  (5)  constituent  le  théorème  que 
nous  voulions  démontrer:  elles  sont  établies  en  suppo- 
sant que  D  et  «f  ne  sont  pas  nuls;  comme  ce  sont  des 
identités  dont  les  deux  membres  sont  des  fonctions  en- 
tières des  éléments  a^,  elles  ont  encore  lieu  lorsque  ces 
éléments  prennent  des  valeurs  particulières  pour  les- 
quelles D  ou  d  sont  nuls;  elles  sont  par  suite  générales. 


CEKTIFICATS  D'ET[]DES  SUPÉRIEURES 
DES  FACILTÉS  DES  SCIENCES. 
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Rennes. 
Analyse. 


Épreuve  écrite.  —   i^   Vérifier  que  les  tangentes  à 
la  courbe  représentée  par  les  équations 

1  x  =  f^f"{t)-itf\t)^if{t), 

(  z=^tf"{t)-f{t), 

oit  t  désigne  un  paramètre  variable,  sont  parallèles 
aux  génératrices  d'u7i  cône  du  secojid  degré,  et  montrer 
que  toute  courbe  dont  les  tangentes  soîit  parallèles  aux 
génératrices  de  ce  cône  peut  être  représentée  par  les 
équations  (i). 

2"  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  des  surfaces  enveloppes  des  plans  oscula- 
teurs  des  courbes  (i)  quand  on  y  regarde  f(t)  comme 
une  fonction  arbitraire. 


\ 
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3°  iTitégrer  V équation  trouvée 

\pq  —  1  =  o. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  double 

dx  dy 


ff 


{x-hyf 

étendue  à  Paire    du    triangle  formé    par   les   trois 

droites 

X  —  i  =  o,        y  —  i  =  o,         x-^y — 3  =  o  : 

i"  Par  la  méthode  directe; 

2°  En  effectuant  d'abord  le  changement  de  va- 
riables défini  par  les  formules 

X  -\-y  X  -\- y 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  On  donne  un  centre  d'action  O, 
une  droite  AB  et ,  dans  le  plan  ABO,  la  famille  de  cir- 
conférences dont  chacune  a,  avec  O,  la  droite  K^  pour 
axe  radical. 

Montrer  quil  existe  une  force  répulsive  émanant 
de  O  et  dépendant  de  la  distance  et  de  l' angle  polaire 
qui  peut,  pour  des  conditions  initiales  convenables, 
faire  mouvoir  sur  ces  diverses  ci/ conférences  des 
mobiles  de  même  masse. 

Considérant  celle  de  ces  circonférences  qui  est  vue 
de  O  sous  l' angle  droit,  on  peut  donner  à  la  force  cor- 
respondante la  forme  -^  >    oit  {jl  est  une  fonction  de 

l'angle  polaire  9;  trouver  les  autres  mouvements  que 
cette  force  peut  faire  décrire  et,  en  particulier,  ceux 
qui  sont  circulaires. 

Etudier  dans  les  deux  cas  les  mouvements  qui  se 
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produisent  et  en  spécifier  les  conditions  initiales,  les 
mobiles  étant  supposés  placés  sur  la  droite  f/tn  pro- 
jette O  sur  AB. 

La  force  considérée  étant  delà  (orme  r~-(^(^)  étudiée 
par  Jacobi,  le  problème  peut  se  ramener  à  des  quadra- 
tures. 

Epreuve  pratique.  — -  Le  centre  d'une  boule  homo- 
gène pesant  4oo^'  est  soutenu  à  i"'  de  distance  au- 
dessous  d'un  point  fixe  O  par  un  cordon  en  repos 
attaché  en  ce  point.  On  imprime  à  cette  boule ^  suivant 
une  des  horizontales  de  son  centre,  une  percussion 
assez  forte  pour  quelle  s'élèue  au-dessus  de  O,  et 
pas  suffisante  pour  que  le  mouvement  produit  soit 
résolutif.  Dans  ces  conditions,  le  cordon  se  repliera 
à  partir  d\ine  certaine  époque  t^  et  se  retendra  à  une 
certaine  époque  postérieure  ïo-  Que  doit  être  V impul- 
sion initiale  pour  que  toute  la  force  ui<^e  possédée  par 
la  boule  à  V époque  t^  soit  dépensée  uniquement  pour 
tendre  le  cordon.  Calculer  les  directions  du  cordon 
aux  époques  Z,,  Ao,  et  dire  en  quoi  consistera  le  mou- 
vement succédajit  à  V époque  t^. 

On  reconnaît  immédiatement  que,  d'après  les  con- 
ditions de  l'énoncé,  la  tangente  à  la  trajectoire  para- 
bolique, à  l'époque  fo,  doit  passer  par  le  point  O.  La 
solution  du  problème  se  déduit  facilement  de  cette 
remarque. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  La  parallaxe  anjiuelle  des 
étoiles. 

Efrelve  pratique.  —  La  latitude  géographique  de 
Rennes  [Tour  Saint- Mélaine)  est  48"6'5o".  Trouver  la 
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latitude  géocentrique  et  la  longueur  du  rayon  terres  ire 
en  ce  point. 

On  prendra  pour  valeur  de  l'aplatissement 

I 

"    29'2 

et,  pour  le  rajon  équatorial, 

R  =  6378393-". 

Toulouse. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.    —  I.    Série  de  Laurejit. 

II.  Les  trois  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires .r,  y,  z  d' un  point  diuie  courbe  G,  exprimée 
en  fonction  d'un  paramètre  t^  vérifient  le  système 
d'équations  différentielles 

dx 

dt  =y-^-^ 


di 

= 

z  -]-  X, 

dz 
dt 

= 

x-^y: 

\^  Déterminer  les  expressions  de  ces  trois  coordon- 
nées en  fonction  de  t\ 

2"  Montrer  que  toutes  les  courbes  C  satisfaisant  à  la 
question  sont  des  courbes  planes  unicursales  (fui  sont 
normales  à  une  famille  de  surfaces  dont  on  demande 
l'équation. 

III.   Intégrer  l'é(j nation  aux  déri\^ées  partielles  du 

premier  ordre 

iz  — px  H-  qy  h-  ^2  —  q. 

oii  p  et  q  désignent  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
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lion  inconnue  z  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes X  et  y. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  V ellipsoïde  qui, 
rapporté  à  trois  axes  rectangulaires,  a  pour  équa- 
tion 

X'^            V2            ^2 
\-~^ =1, 

9         4  I 

et  qui  passe  par  le  point  P,  ajant  pour  coordonnées 
_  G  _  6  _  6 

On  demande  : 

1°  De  calculer,  en  ce  point  P,  les  rayons  de  courbure 
principaux  ; 

2°  De  déterminer  la  courbe  de  l'ellipsoïde  pour 
tous  les  points  de  laquelle  le  produit  des  rayons  de 
courbure  pj^incipaux  a  la  même  valeur  quau  point  P. 

GÉOMÉTRIE    SUPÉRIEURE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  On  construit  une  congruence 
de  droites  en  menant  des  droites  respecti\fement  per- 
pendiculaires aux  plans  tangents  d'une  surface  (S) 
et  Von  suppose  que  ces  droites  soiejit  entraîjiées  dans 
la  déformation  de  la  surface  (  S  )  : 

1°  Démontrer  que,  pour  chacune  d' elles,  le  produit 
des  distances  de  ses  points  focaux  au  plan  tangent 
correspondant  de  (S)  reste  invariable  ; 

1^  Indiquer  comment  on  doit  particulariser  la  sur- 
face (S)  et  la  construction  des  droites  pour  que  la  con- 
gruence de  ces  dernières  soit  toujours  formée  de  nor- 
males à  une  même  surface. 

II.   On  considère  une  sphère  variable  S  dépendant 
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de  deux  paramètres  et  dont  le  centre  décrit  une  sur- 
face (S)  ;  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

i^  Les  droites  qui  joignent  chaque  point  de  Vejive- 
loppe  des  sphères  au  point  correspondant  de  (H)  de- 
meurent invariablement  liées  à  cette  dernière  surface 
quand  on  la  déforme  de  toutes  les  manières  possibles, 
chaque  point  <7e  (S)  entraînant  la  sphère  dont  il  est  le 
centre; 

2°  La  droite  joignant  les  deux  points  de  contact  de 
la  sphère  S  avec  son  enveloppe  engendre  une  con- 
gruence  dont  les  développables  correspondent  à  deux 
familles  de  courbes  conjuguées  tracées  sur  la  sur- 
face (S),  et  les  tangentes  à  ces  courbes  en  un  point 
de  (S)  sont  perpendiculaires  aux  points  focaux  de  la 
corde  correspondante  ; 

3°  Les  deux  plans  tangents  à  la  sphère  S  aux  points 
où  elle  touche  son  enveloppe  se  coupent  suivant  une 
droite  située  dans  le  plan  tangent  correspondant  de  (S). 
Les  développables  de  la  congruence  engendrée  pai'  cette 
droite  correspondent  à  deux  familles  de  courbes  con- 
juguées tracées  sur  (2);  et  les  tangentes  à  ses  courbes 
en  un  point  de  (S)  vont  couper  la  droite  correspon- 
dante de  la  congruence  en  ses  deux  points  focaux. 

Indiquer  la  forme  que  prennent  ces  propositioJis 
lorsque  la  surface  (S)  est  une  sphère. 

Nota.  —  O/i  rappelle  les  formules 

I  dp       dp,  f)\         d\, 

\  âv         Ou  /  1       ^     i'  c/p  f)n  '»»  ''»' 

/  àr        dr\  .  ^ 

l  ox  —  dx  -^  {\du  -\-\)_  dv)  -\-  {q  du-\-  qi  dv)z  —  (  /-  du  -\-  ri  dv)y^ 
I  Zy  =  dy  -\-  (  T,  du  -ir-  r^i  dv)  -\-  {  r  du-h  r^  dv)x  —  {p  du  -\- pidv)z^ 
^  ^z  =  dz  -h  {p  du,  -T-  pi  dv)y  —  i  q  du-{-  qi  dv)x^ 
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ainsi  que  celles  qui  s'en  déduisent,  dans  les  cas  d'un 
réseau  (/f,  p*)  orthogonal,  en  y  faisant 

ç  =  A,         ^1=0, 

Epreuve   pratique.    —     On    considère    Uhélicoïde 

gauche  à  plan  directeur  H,    lieu   des  points  dont  les 

coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z  sont  définies  par 

les  équations 

X  =  i<  cosp, 

Y  =  u  sin  (', 

Z  =  av, 

dans  lesquelles  u  et  v  désignent  des  variables  indépeji- 
dantes  et  a  une  constante. 

Un  triedre  rectangle  ^Ixyz  se  meut  de  manière 
que,  dans  chacune  de  ses  positions,  l'arête  M  2  soit 
normale  en  M  à  la  suif  ace  H  et  l' arête  M^  tangente 
à  la  courbe  (i^)  del^  qui  passe  au  sommet  M. 

Exprimer  en  fonction  de  u  et  ^  les  différentes  quan- 
tités Ç,  71,  ij,vi,,  p,  </,  7",  p,,  </,,  r^  qui  figurent  dans 
les  formules  relatives  au  trièdre  mobile  considéré. 

Former  pour  la  surface  H  et  pour  chacune  des 
nappes  de  sa  développée  V équation  des  lignes  de 
courbure  et  celle  qui  détermine  les  rayons  de  courbure 
principaux. 

MÉCANIQUE    rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Une  tige  homogène  pesante,  de 
longueur  /,  porte  à  ses  extrémités  deux  petits  anneaux 
polis  qui  glissent,  l'un  sur  un  axe  vertical  AB, 
l'autre  sur  une  parabole  verticale  ayant  pour  axe  AB. 

Trouver  la  position  d'équilibre  de  la  barre. 

IJ équilibre  est-il  stable  ou  instable? 


(  ^2>  ) 

Examiner  les  deux  cas  où  la  parabole  tourne  sa 
concauité  vers  le  bas  ou  vers  le  haut, 

Etudier  le  mouvement  de  cette  barre. 

Calculer  les  réactions  de  la  parabole  et  de  l'axe. 

Cas  particulier  oii  l  =  /?,  p  désignant  le  paramètre 
de  la  parabole. 

Epreuve  pratique.  —  Soient  trois  axes  lectajîgU" 
laires  Ox,  O^',  O z.  On  trace  dans  le  plan  za  {fig.  i) 

Fis.  I. 


une  droite  AC  et  dans  le  plan  xv  une  parallèle  BD  à 
l'axe  Ox. 

Une  droite  (^R  glisse  su/-  AC  et  sur  BD  e/i  restant 
toujours  parallèle  au  plan  zy . 

On  demande  de  déterminer  le  centre  de  gravité  du 
solide  homogène  compris  entje  les  trois  plans  xy^  yz, 
zx,  et  la  surface  engendrée  par  la  droite  mobile  QR. 

On  donne 

OA  =  b,         OB  =:  6,         OC  =  c. 


i'NIÉCANIQUE   APPLIQUÉE. 

Epreuve  écrite.  —  1.  Déformation  du  rhom- 
boïde articulé  plan.  Pivots  à  résolution  complète. 
Représentation  analytiqiœ  de  la  déformation.  Cas 
particuliers. 

Nota.  —  On  n  admettra  aucun  résultat  relatif  à 
la  déformation  du  quadrilatère  quelconque. 
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II.  Si,  S2,  S3,  Si  sont  quatre  corps  solides  articulés 
comme  il  suit  : 

S\  a  un  axe  fixe  Ai  et  est  relié  à  S2  par  un  axe  A 2 
perpendiculaire  à  Si  et  le  rencontrant  en  0<. 

S4  a  un  axe  fixe  A4  et  est  relié  à  S3  par  un  axe  A3 
perpendiculaire  à  S4  et  le  rencontrant  en  O4. 

S2  et  S3  sont  reliés  par  une  articulation  spliériquc 
de  centre  O  tel  que  00,  soit  perpendiculaire  à  A2  et 
OO4  perpendiculaire  à  A3. 

Chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'un  mouK^ement  de  rotation  de  sens  constant 
de  Si  autour  de  A,  produise  un  mouvement  de  rotation 
de  sens  constant  de  S4  autour  de  A4. 

Généraliser  dans  le  cas  oit  V orthogonalité  de  OOt 
sur  A2  et  de  OO4  sur  A3  n  existerait  plus. 

Epreuve  pratique.  —  Une  poutre  articulée  droite 
ABGD,  formée  de  triangles  rectangles  isoscèles,  a  un 
point  fixe  en  A  {fig-   2).   Elle  est  articulée  en  G  à 


une  tige  CE,  laquelle  est  articulée  en  un  point  fixe  E 
choisi  de  façon  que  la  poutre  soit  inclinée  à  45°  et 
que  la  tige  CE  soit  horizontale.  Déterminer  les  réac- 
tions et  tensions  du  système  sous  V action  d^un  poids 
de  looo'^s  attaché  en  B  en  négligeant  le  poids  propre 
des  barres. 

On  construira  V épure  à  V échelle  de  V^^  par  100''^. 
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Astronomie  ou  Mécanique  céleste. 

Epreuve  écrite.  —  Pvécession  des  équinoxes ;  nu- 
tation.  Définitions',  valeurs  numériques  des  arcs  et  des 
angles  qui  interviennent  dans  la  représentation  de  ces 
phénomènes. 

Précession  annuelle  en  ascension  droite  et  en  dé- 
clinaison ;  formules  qui  la  représentent. 

Coordonnées  moyennes  d'un  astre. 

Ayant  les  coordonnées  moyennes  d'un  astre  au 
commencement  d'une  certaine  année,  comment  troui^e- 
t-on  les  coordonnées  vraies  de  cet  astre  à  une  date 
quelconque  ? 

Epreuve  pratique.  —  Une  hauteur  du  bord  infé- 
rieur du  Soleil  a  été  mesurée  à  Toulouse,  dans  la  ma- 
tinée, et  trouvée  égale  à 

48°53'55', 

la  température  étant  de  23°  et  la  pression  atmosphé- 
rique de  ^4 '-*"'"'•  On  demande  l'heure  vraie. 


Don 


nées 


Latitude  du  lieu,   A=43°36'45'^ 
Déclinaison  du  centre  du  Soleil  tirée  des  éphémé- 
rides,  û=i8°i6'36'^ 

Demi-diamètre  du  Soleil  =  i  5'  5 1'',  5. 
Formule  de  réfaction 


Cf.  r=  o,oo366. 
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ÉCOLE  NORMALE  SllPÉRIElRE  (CONCOURS  DE  1900) 
MATHEMATIOIJES. 

Solution  géométrique  par  M.  V.  RETALI  (i). 


L'équation  de  la  courbe  écrite  sous  la  forme 

(i)  x{x  -\-  iy){x  —  iy)  z=  a^ z"^ 

montre  que  la  cubique  a  trois  de  ses  points  d'inflexion  sur 
la  droite  à  l'infini  ^  =  o,  dont  deux  tombent  en  les  points 
circulaires  et  l'autre  est  le  point  à  l'infini  y"  de  l'axe 
;r  =  o.    Les   droites  isotropes  issues  de  l'origine  O  et 


\ 

n. 

y 

^ 

É 

r^^^ 

R                      1      x> 

1 

'<p\\ 

Yi^^ 

/l 

. 

Ft 

l'axe  des  y  sont  les  tangentes  stationnaires  correspon- 
dantes, autrement  dit  :  le  point  O  est  le  foyer  triple  réel 
de  la  cubique,  et  x  =  o  en  est  l'asymptote  réel. 

Les  centres  des  cercles  d'inversion  de  la  cubique  sont 
ses  points  de  contact  avec  les  tangentes  parallèles  à 
l'asymptote,  maisjK*  étant  un  point  d'inflexion,  l'un  de 
ces  quatie  centres  et  jk*  et  les  trois  autres  sont  les  points 


(')   Voir  l'énoncé,  1900,  p.  '|3o. 
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où  la  cubique  est  coupée  pai-  la  polaire  harmonique  du 
point  d'inflexion  j^",  c'est-à-dire  par  l'axe  de  sjniétri(" 
y  =  o.  Si  e  est  une  racine  complexe  de  -f-  i  les  abscisses 
des  centres  d'inversion  propres,  que  nous  appelons  R, 
P,  Q,  sont  respectivement  a,  as,  as-. 

Les  coniques  polaires  des  quatre  centres  d'inversion 
JK*,  R,  Q,  P  sont  Jes  polaires  réciproques  des  quatre 
coniques  focales  par  rapport  aux  cercles  d'inversion  cor- 
respondants :  la  première  se  décompose  en  l'asymptote 
d'inflexion  jr  =  o  et  en  la  polaire  harmonique  de  j^°°, 
qui  est  y=iQ\  la  conique  polaire  de  R  esl  l'ellipse 

(2)  3X2_4_^2^  3^2^ 

que  nous  appellerons  C- ^  les  deux  autres,  savoir  les 
coniques  polaires  de  Q  et  P,  sont  des  ellipses  imaginaires 
de  la  deuxième  espèce  C'^,  C-  dont  on  obtient  les  équa- 
tions en  posant  celle  de  C-as  et  nt-  à  la  place  de  a. 

Le  cercle  réel  d'inversion  ayant  son  centre  en  R,  que 
nous  appellerons  K-,  coupe  la  conique  polaire  corres- 
pandante  C-  en  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  la  cubique  de  son  point  R  :  en  prenant  R  pour 
pôle,  les  équations  polaires  de  la  cubique  et  de  C- 

p3cos6  H-  ap2(i  -h  3!cos20)  _j_  3^2p  cosO  :=  o, 
ap2(i  -f-  2COS2  6)  -h  6a2p  cosO  =  o 

donnent  p  =  a  y/3,  qui  est  le  rayon  de  K-.  Des  quatre 
cercles  d'inversion  de  la  cubique,  l'un  (celui  dont  y"  est 
le  centre)  se  décompose  donc  en  l'axe  Ox  et  la  droite  à 
l'infini  ;  un  est  réel,  a  son  centre  en  R  et  le  rayon  a  y/3  ; 
les  deux  autres  KJ,  KJ  sont  imaginaires  de  la  deuxième 
espèce,  ont  respectivement  les  centres  Q  et  P  et  les 
rayons  a£y/3,  a£-y/3. 

Considérons  maintenant  le  cercle  K^  et  la  conique 
polaire  correspondante  C^  ;  sur  chaque  rayon  issu  de  R 

Ann.  de   Matliémat.,  ^\'  série,  t.  I.  (Mai  1901.)  l5 
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les  de«x  autres  points  a,,  ao  de  la  cubique  sont  réci- 
proques par  rapport  au  cercle  et  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  points  R  et  A  de  C-.  La  cubique  est 
dans  la  courbe  qui  correspond  à  l'ellipse  C-  par  la 
tiansforination  plane  double  quadratique  spéciale  dont  R 
est  le  pôle,  et  R^  est  à  la  fois  conique  double  et  conique 
limite. 

Si  (x,  y)  sont  les  coordonnées   rectangulaires  de  A, 

en  prenant  R  pour  origine  et  posant  a^/3  =  2,  les  for- 
mules de  la  transformation  double  sont 

(  3  )  :r  :  7  :  I  =  2  7-2  i  :  9.  r^rj  :  ^2  _|_  -^^2  _^  ,.^^ 

{"i  bis)         ^:r]:i—     rx  '.       ry  :  /•  zb  \/  r-  —  x-  — y-. 

A  une  droite  ux  -\-  '^^y  -\-  \  ^  o  décrite  en  le  plan 
double  Y^^r  le  point  A(x,^)  correspond  dans  le  plan 
simple  le  cercle 

2r2(w^  -+■  t;r^)H-|2.+.^^2_^,.2=:  o 

qui  coupe  ortbogonalement  le  cercle  d'inversion  K^  sur 
la  droite.  Les  coniques  dégénérées  du  plan  simple  cor- 
respondent aux  droites  issues  de  R  (les  mêmes  droites 
avec  la  droite  à  l'infini)  et  aux  droites  tangentes  à  K- 
(les  points  de  contact  considérés  comme  cercles-points). 
Les  droites  du  plan  simple  se  tiansforment  en  des 
coniques  bi tangentes  à  K-  menées  par  R;  les  courbes 
du  plan  double  de  l'ordre  n  ayant  un  point  A""^*®  en  R 
donnent  des  courbes  anallagmatiques  de  l'ordre  m  —  A 
avec  un  point  {n — /r)*^?^*^  en  chacun  des  points  circu- 
laires à  l'infini.  En  particulier  une  conique  G^  du  plan 
double  est  transformée  en  une  quartique  bicirculaire  ou 
bien  en  une  cubique  circulaire,  selon  que  G-  passe  ou 
ne  passe  pas  par  R.  Les  quatre  centres  d'inversion  de  la 
quartique   ou   de  la  cubique   sont,   outre  K-,  les  trois 
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autres    coupant   orthogonalenient  R-    sur  les  côtés   du 
triangle  conjugué  commun  à  K-  et  C-  ('). 

La  cubique  (i)  est  l'enveloppe  des  cercles  coupant 
orthogonalement  le  cercle  R-  sur  les  tangentes  de  l'el- 
lipse (2)  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  (;liose,  l'enveloppe 
des  cercles  orthogonaux  à  R-  et  dont  les  centres  tombent 
sur  la  polaire  réciproque  de  C-  par  rapport  à  R^.  Ana- 
loguement  pour  les  deux  autres  couples  de  coniques 
(imaginaires  de  la  deuxième  espèce)  R^,  C-  et  R^,  G"^. 
Ces  trois  polaires  réciproques  (coniques  focales,  diffé- 
rentes) sont  des  paraboles  avec  le  foyer  en  O  ;  l'équation 

de  celle  réelle  est 

j'  ^=  'lax  -h  3(7-, 

les  deux  autres  sont  imaginaires  de  deuxième  espèce,  etc. 

Si  A  est  un  point  arbitraire  de  C-  et  a  la  tangente  cor- 
I  espondante,  le  cercle  orthogonal  à  R-  correspondant  à  a 
est  bitangent  à  la  cubique  en  les  deux  points  a,,  a2  :  les 
lieux  des  centres  des  cercles  bitangents  à  la  cubique 
sont  donc  Taxe  Ox  et  les  trois  paraboles  focales. 

Par  les  formules  (3)  ou  par  la  Géométrie  élémen- 
taire (-)  on  voit  aisément  que  le  milieu  p.  du  seg- 
ment 0L^0L.2  est  réciproque  de  A  par  rapport  au  cercle 
d'inversion  R-,  donc  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
contact  concourantes   en    R    est   la    courbe    inverse   de 


(')  Pour  l'étude  élémenlairc  de  cette  transformation  double  spé- 
ciale, dont  INI.  Darboux,  Beltrami,  M.  Killing  et  autres  ont  fait  des 
applications  importantes,  on  peut  consulter  les  §§  1-8  de  mon  Mémoire 
Sur  le  double  contact,  etc.  (  Soc.  royale  des  Sciences  de  Liège, 
2»  série,  t.  XVIII). 

(^)  Les  deux  points  aj  a,  étant  réciproques  par  rapport  au  cercle  K^ 
et  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  OA,  nous  avons 

f\  f\  r\  r\       f\  •>  2  ^  12OU. 

Oa,_0.,=  .Os.,  O..Oa,=  ,-,         _=_  +  g^=^ 

et  par  suite 

O  a  OA  =  r\ 
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l'ellipse  C-  par  rapport  à  K-,  ou,  si  l'on  veut,  la 
podaire  par  rapport  à  R  de  la  parabole  focale  réelle. 
Elle  est  donc  une  cubique  circulaire  rationnelle  (con- 
clioïde  slusienne)   avec  le  point  double  (isolé)   en   R, 

asymptote  à  l'axe  du  segment  OR,  ....  Le  lieu  des 
milieux  des  cordes  de  contact  relatives  au  pôle  v"  est 
évidemment  l'axe  Ojt. 


Considérons  maintenant  deux  cordes  de  contact  a,  a2, 


pi  p2  fjui  concourent  en  le  même  centre  d'inversion, 
par  exemple  en  R,  et  soient  A  et  B  les  poiuts  (autres 
que  R)  où  les  droites  |  a,  a2  |,  |  j^i  [^2  |  coupent  l'ellipse  G-  : 
les  quatre  points  de  contact  a<,  a2,  ^i,  ^2  tombent  évidem- 
ment sur  le  cercle  correspondant  à  la  droite  |AB|  qui 
coupe  ortliogonalement  le  cercle  d'inversion  K2  sur  la 
droite  |  AB|. 

Si  I,  J,  X  sont  trois  points  collinéaires  d'une  cubique 
et  I,  2,  3,  4  les  intersections  de  la  courbe  avec  une 
conique  menée  par  IJ,  les  trois  couples  de  côtés  opposés 
du  quadrangle  complet  (i,  2,  3,  4)  coupent  à  nouveau 
la  cubique  en  trois  couples  de  points  alignés  avec  X 
(corollaire  du  tliéorème  de  Carnot)^  en  faisant  coïn- 
cider le  point  I  avec  2  et  3  avec  4  et  prenant  pour  IJ  les 
points  circulaires  à  l'infini,  nous  avons  le  théorème  : 

Si  un  cej^cle  est  bitangent  à  une  cubique  circulaire, 
la  droite  qui  unit  les  tangentiels  des  points  de  contact 
est  parallèle  à  V asymptote  réel. 

Cela  posé,  les  deux  points  de  contact  avec  la  cubique 
d'un  cercle  bitangent  étant  alignés  avec  un  centre  d'in- 
version, par  un  point  arbitraire  Mq  de  la  courbe  passent 
quatre  cercles  bitangents,  et  si  les  droites  |MoR|,  |MojK*i 
recoupent  la  cubique  respectivement  aux  points  Mo 
et  M,,  les  cordes  de  contact  des  deux  cercles  bitangenis 


\ 
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réels  qui  passent  par  Mq  sont  Mo  Mo  et  Mo  M,.  Los  tan- 
gentiels  de  Mo  et  Mo  étant  placés  sur  une  parallèle  à 
l'asymptote  sont  svniélriques  par  rapport  à  l'axe  Oo:, 
mais  le  point  symétrique  du  tangentiel  de  Mo  est  le 
langentiel  de  M,,  donc  M,  et  Mo  ont  même  tangentiel. 
Les  droites  |MoP|,  |MoQ|  imaginaires  conjuguées  vont 
récouper  la  cubique  aux  points  M3,  M4  et  les  cordes  de 
contact  des  deux  cercles  imaginaiies  de  la  deuxième 
espèce  qui  passent  par  Mo  sont  |  M0M3 1  et  Mo  M.,. 
Par  la  substitution  linéaire 


X 


i(^'-^y),        7  =  i(^'-7')v/3, 


l'équation  de  la  cubi(pu»  est  lamenée,  supprimant  les 
accents,  à  la  forme  canonique 

x"^  -h  y^  —  0.  a^  j3  —  o, 

l'invariant  S  est  nul  et,  par  suite,  la  cubique  est  équi- 
anliaimonique,  sa  hessienne  se  réduit  à  ûryz  =  o  et  les 
coordonnées  du  tangentiel  (x'^y')  de  (x^y)  sont 

x'  :  y'  :  I  =  x{y^ -+-  'la^)  :  — y{x^ -^  ia'^)\{x^  —  y^)'^ 

si  {xq^  j^o)  sont  les  coordonnées  de  Mo,  celles  du  tan- 
gentiel de  M,  (.ro,  —  ya)  seront 

(4)     x  \y'  :\  =  x^i{ia^  —  yl)  :  yQ{ia^ -^  xl)  '.  {xl  ~ yl) 

et  ne  changent  pas  si  l'on  pose  az  ou  at-  au  lieu  de  ti; 
les  tangentiels  des  quatre  points  M,,  Mo,  M3,  M4  coïn- 
cident donc  en  le  point  (4).  La  cubique  est  aussi  le  Heu 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  Mo  au 
faisceau  de  coniques  (M,,  Mo,  M3,  M^),  .... 

La  propriété  que  la  c^ibique  soit  équi  an  harmonique 
résulte  aussi  de  ce  que  le  faisceau  des  quatre  tangentes 
issues  du  point  d'inflexion  j^*  coupe  l'axe  Ox  aux  quatre 
points  O,  R,   P,  Q  formant  un  groupe;  équianharmo- 


(   23o  ) 

nique.  Des  trois  côlés  du  Liilatère  sizygétique  formant 
ia  liessienne,  l'un  est,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  la 
droite  à  l'infini  et  les  deux  autres  sont  les  diagonales  du 
rectangle  circonscrit  à  l'ellipse  G^;  les  coordonnées  rec- 
tangulaiies  des  six  autres  points  d'inflexion  sont  donc 


^  =  —  6  sfï.         V  =  ±  -  6  Ifî, 


où  8  est  une  racine  cubique  de  +  i . 

Déterminons  maintenant  les  foyers  de  la  cubique. 
Nous  avons  déjà  vu  que  l'origine  O  est  un  foj'^er  triple 
réel  (foyer  nonuple),  ce  que  l'on  pouvait  aussi  déduire 
de  ce  que  O  est  le  foyer  des  paraboles  focales;  les  quatre 
foyers  placés  sur  le  même  cercle  d'inversion  sont  les 
intersections  de  ce  cercle  avec  la  parabole  focale  corres- 
pondante ou,  (;e  qui  est  la  même  chose,  les  points  de 
contact  du  cer(de  d'inversion  avec  les  tangentes  qu'il  a 
en  commun  avec  la  conique  polaire  de  son  centre.  En 

dénotant  par  V  (  OV  = J    le  sommet  de  la  parabole 

focale  réelle  P^,  par  N  l'autre  sommet  de  G^  sur  le  petit 

axe  (ON  =  —  a)^  par  r  et  n  les  tangentes  à  C^  en  Pi 
et  N,  les  cordes  réelles  communes  à  K-  et  P-  sont  /'  et  n. 
Deux  des  quatre  foyers  placés  sur  K-  sont  les  extré- 
mités du  diamètre  r  de  R^,  que  nous  appellerons 
Fi,  F2,  et  les  deux  autres,  imaginaires  conjugués,  sont 
les  intersections  de  la  tangente  Ji  à  G-  avec  le  cercle- 
point  O.  Si  F3  est  le  point  symétrique  de  O  par  rap- 
port à  N(0F3=: —  2«),  comme  F3  et  O  sont  les 
aniipoints  des  deux  foyers  imaginaires  placés  sur  K-, 
les  quatre  foyers  sur  l'axe  Ox  sont  O,  F  et  les  deux 
imaginaires  conjugués  où  l'axe  est  coupé  parle  cercle- 
point  F,.  Nous  pouvons  en  conclure  que  les  trois  loyers 
simples  réels   sont  les   sommets  du   triangle  équilatère 


(  23.  ) 
F1F2F3  (décrit  sur  le  diamètre  F,  Fo  du  cercle  d'inver^ 
sion  réel)  dont  le  barycentre  O  est  le  foyer  nonuple; 
les  six  foyers  simples  imaginaires  sont  marqués  par  les- 
cercles-points  F< ,  Fo,  F3,  sur  les  médianes^  les  six  foyers 
triples  imaginaires  sont  marqués  par  le  cercle-point  O 
sur  les  côtés  du  triangle  symétrique  de  F1F2F3  par  rap- 
porta O. 

Le  cercle  décrit  sur  F3R  comme  diamèire,  inverse  de 
l'asymptote  par  rapport  au  cercle  K^,  a  au  point  R  un 
contact  quarti ponctuel  avec  la  cubique  et  rencontre  R- 
aux  deux  foyers  réels  de  C^.  Les  deux  points  imagi- 
naires conjugués  Q,  P  de  la  cubique  sont  marqués  sur 

l'axe  Ox  par  le  milieu  Oo  du  segment  F,  F3  considéré 

comme  cercle-point  et,  comme  l'angle  RCP2F2  est  ->  on 

retrouve  autrement  que  le  groupe  (ROPQ)  et  par  suite 
aussi  la  cubique  sont  équianharmoniques  [c/*.  Laisant, 
Recueil  de  prohlèmes  (Gconi.  aiialyt.,  w"^  5)]. 
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434. 

(  1838.  p.  1K6. ) 

L'équation 

n  ,        n(  n  —  {)  n 

CqX"'  =    -Cl  X"-'  H C^X"--  -h  .  .  .  -•-   -  Cn-i  X  H-  C,i  —  O 

1  \  .'X  '  [ 

a  au  moins  autant  de  racines  imaginaires  que  Von  trouve 
de  variations  de  signes  dans  la  suite 

(Newton.) 

La   démonstration   d'Euler   {Introduction   à   V Analyse 
infinitésimale)  n'est  pas  satisfaisante.  (Genocchi.) 


(  .:s,.  ) 


NOTE 

Par  M.  A.  Boulanger. 

Ce  théorème,  énoncé  sans  démonstration  par  Newton 
{Arithmetica  universalis),  a  été  démontré  avec  rigueur  par 
Sylvester  en  1871  {Transactions  of  the  Royal  lî^ish  Aca- 
demy  et  Philosophical  Magazine).  Sa  démonstration  est 
aujourd'hui  devenue  classique,  au  moins  à  l'étranger  [Pe- 
TERSEN,  Théorie  des  équations  algébriques,  trad.  Laurent, 
p.  192;  Weber,  Traité  d^ Algèbre  supérieure,  trad.  Griess, 
p.  364  (Gauthier-Villars,  éditeur)]. 


445. 

(1858,  p.  262.) 

Si  dans  un  déterminant  d^ordre  n  on  efface  tous  les 
termes  qui  renferment  au  moins  deux  éléments  de  l'une 
quelconque  des  deux  diagonales  ou  d'une  parallèle  à  ces 
diagonales,  quel  est  le  nombre  des  termes  restants? 

Note 
Par  M.  C.-A.  Laisant. 

En  représentant  par  atbjCk^.-  l'nn  quelconque  des  ternies 
du  déterminant,  et  en  considérant  la  permutation  figurée 
ijk..  .  sur  un  échiquier  de  ?i^  cases,  il  devient  évident  que  le 
problème  proposé  n'est  autre  que  celui  des  n  reines  : 

Sur  un  échiquier  de  n^  cases,  placer  n  reines  qui  ne 
soient  pas  en  prise  réciproque,  et  déterminer  le  nombre 
de  ces  différentes  dispositions. 

Le  problème  des  n  reines  a  fait  l'objet  de  nombreuses 
recherches.  Nous  ne  le  croyons  pas  résolu,  et  il  nous  semble 
même  douteux  que  l'on  arrive  à  le  résoudre  d'ici  longtemps 
dans  sa  généralité. 

Il  a  été  posé  pour  n  =  S,  dans  la  question  231  et  d'une  façon 
générale  dans  la  question  963,  avec  laquelle  l'énoncé  44o  peut 
être  considéré  comme  faisant  double  emploi,  malgré  la  diffé- 
rence de  la  rédaction. 


(  233  ) 
495. 

(  1859,  p.  444.) 

Une  courbe  C«  de  degré  n  et  une  conique  Gj  sont  données 
dans  le  même  plan;  on  prend  la  polaire  d'un  point  quel- 
conque situé  sur  C^par  rapport  à  la  conique  C^;  soient  P 
et  Q  les  points  d'intersection  de  cette  polaire  sur  la  conique, 
le  degré  du  lieu  du  point  dHntersection  des  deux  nor- 
males menées  en  P  et  Q  à  la  cojiique  ne  dépasse  pas  3n. 

(Desboves.) 

solution 

Par  M.  B.  Cluzeau,  élève  au  Collège  Stanislas. 

Je  me  propose  de  déduire  ce  théorème  du  suivant,  énoncé 
aussi  par  Desboves  :  Si  un  point  décrit  une  normale  à  une 
conique,  les  pieds  des  trois  autres  normales  menées  de  ce  point 
sont  les  sommets  d'un  triangle  dont  les  côtés  enveloppent  une 
parabole. 

Considérons,  en  effet,  une  normale  fixe  IMN  à  une  conique 
à  centre  et  soient  G,  D,  E  trois  points  de  la  conique,  tels  que 
les  normales  en  ces  points  se  coupent  sur  MN;  le  p(Mc  m  de  la 


corde  MG  est  sur  la  tangente  MT,  la  corde  MG  étant  donnée 
ou  son  pôle,  on  peut  construire  la  corde  DE.  Remarquons  pour 
cela  que  les  coniques  circonscrites  au  quadrangle  MGDE  dé- 
terminent sur  AA'  une  involution  dont  AA'  et  cd  sont  deux 
couples;  la  considération  de  l'hyperbole  d'Apollonius  du 
faisceau  montre  que  le  point  O  est  le  point  central.  On  a,  par 


(   2.34  ) 

suite, 

Oc,Od=  OA.OA'. 

Si />  désigne  la  projection  de  ui  sur  AA',  on  a 

Op.Oc  =  ÔÂ^ 
par  suite 

Od  =  —  Op. 
On  aurait  de  même 

Oe=  — O7; 

la  droite  ED  est  donc  la  symétrique  par  rapport  à  O  de  la 
droite  qui  joint  les  projections  sur  les  axes  du  point  m. 
Lorsque  le  point  de  concours  des  normales  en  D  et  E  décrit 
MN,  MG  tourne  autour  de  M,  m  décrit  MT  et  pq  enveloppe 
une  parabole  tangente  aux  axes;  la  droite  DE  enveloppe  donc 
la  parabole  symétrique  par  rapport  à  O. 

Cette  démonstration  est  due  à  M.  E.  Duporcq  {Prem. princ. 
de  Géoni.  nioderne). 

Ceci  posé,  pour  obtenir  le  degré  du  lieu  de  S,  il  suffit  évi- 
demment de  compter  combien  de  points  de  ce  lieu  se  trouvent 
sur  une  droite  quelconque,  par  exemple  sur  une  normale  MN 
à  Cj.  A  cette  normale  correspond  une  parabole  tt,  enveloppe 
des  cordes  telles  que  les  normales  à  C2  en  leurs  extrémités  se 
coupent  sur  MN;  donc,  pour  qu'une  corde  de  la  conique  Gj 
fournisse  un  point  du  lieu  situé  sur  MN,  il  faut  d'abord  que 
cette  corde  soit  tangente  à  la  polaire  réciproque  de  la  courbe 
donnée  par  rapport  à  la  conique;  ensuite,  ou  qu'elle  passe  par 
le  point  M,  ou  qu'elle  soit  tangente  à  la  parabole  t.,  qui  cor- 
respond à  MN.  Il  y  a  Al  cordes  de  la  conique  satisfaisant  à  la 
première  et  à  la  deuxième  condition;  il  y  en  a  'in  satisfaisant 
à  la  première  et  à  la  troisième,  donc,  en  général,  3  n  points 
sur  MN.  Le  degré  de  la  courbe  lieu  de  S  est  donc,  en  général, 
triple  de  celui  du  lieu  Cn  donné. 

549. 

(1860,  p.   403.) 
NOTE 

Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Cette  question  a  été  résolue  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (2*^  série,  t.  IJI  p,  23;  1864)  par  M.  Gremona. 


(  235  ) 

Cette  question  549  fait,  en  effet,  double  emploi  avec  les 
questions  563  et  564  de  M.  Faure  démontrées  par  M.  Gremona. 

563.  La  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe  par  les  six 
sommets  d'un  quadrilatère  complet  et  par  les  pieds  des  hau- 
teurs du  triangle  formé  par  ses  diagonales  passe  par  les  points 
circulaires  à  l'infini. 

564.  Cette  courbe  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques 
inscrites  dans  le  quadrilatère  et  rappelle  le  cercle  dans  la 
théorie  des  courbes  du  troisième  ordre. 

1685.  ^ 

(  1894,  p.  5!>*.  ) 

Il  existe  une  infinité  de  triangles  T  qui  sont  à  la  fois 
circonscrits  à  une  ellipse  E  et  inscrits  à  un  cercle  concen- 
trique C,  le  rayon  de  C  étant  égal  à  la  demi-somme  {ou  à 
la  demi-différence)  des  axes  de  E. 

La  somme  des  carrés  des  côtés  de  tous  les  triangles  T 
est  constante.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  ]M.  G.  Fontené. 

Les  invariants  des  deux  coniques 

S  =  ^  -h-r;  —  «  =  «'         S'=  j^^-2+ k2—  K-^  =  o 
a2        b-  -^ 

sont  {voir  Sal.mon,  Sections  coniques) 

a'  62 

La  condition  bien  connue  B^  —  ^  ^0'  —  o  donne 

K^  =  {a±iby-, 

de  sorte  que  l'énoncé  doit  être  complété  par  les  mots  placés 
dans  une  parenthèse;  les  deux  cercles  obtenus  sont  les  cercles 
de  Chasles  de  l'ellipse  E. 


1  -  -' 

e  = 

^  "  a^-b^' 

A'^— IV', 

e'  = 

(  236  ) 

La  seconde  partie  de  l'énoncé  peut  être  j)réci.sée  connue  il 
suit  :  En  supposant,  par  exemple, 

B.  =  a  -\-  b, 

on  a,  H  étant  l'orthocentre  du  triangle  ABC, 

OH  =  a  —  b, 

de  sorte  que,  le  tj'iangle  ABC  restant  circonscrit  à  V ellipse  E 

et  inscrit  à  l'un  de  ses  cercles  de  Chasles,  l'orthocentre  H 

décrit  le  second  cercle  de   Chasles  de  cette  ellipse;  si  l'on 

écrit 

R        OH 


a  = 


R        OH 

2  12 


on  peut  dire  que  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC 
reste  tangent  aux  deux  cercles  principaux  de  l'ellipse  E;  enfin 
un  dernier  énoncé  est  celui-ci  :  Le  centre  des  moyennes  dis- 
tances G  du  triangle  ABC   décrit  un  cercle  de  centre  O  et  de 


rayon 


a 


Sous  cette  forme,   le  théorème  est  un  cas  très 


particulier  du  théorème  suivant  qui  est  connu  :  Si  un  polygone 
de  n  côtés  reste  circonscrit  à  une  conique  S  et  inscrit  à  une 
conique  S',  le  centre  des  moyennes  distances  des  sommets 
décrit  une  conique  homothétique  à  la  conique  circonscrite  S'. 
{Bulletin  de  la  Société  Mathématique,  t.  XXYI,  p.  98,  Note 
de  M.  R.  Bricard.  Dans  le  Tome  XVII  du  même  recueil, 
page  71,  M.  G.  Humbert  a  indiqué  dans  quelles  conditions  le 
centre  des  moyennes  distances  reste  fixe;  les  triangles  circon- 
scrits à  une  conique  E  et  inscrits  à  l'un  de  ses  cercles  directeurs 
donnent  un  exemple  de  ce  cas;  l'orthocentre  est,  en  efl"et,  au 
second  foyer.  On  peut  observer  que  les  triangles  de  la  question 
actuelle  sont  égaux  à  ceux  qui  viennent  d'être  mentionnés, 
les  quantités  a -h  6  et  a  —  6  de  la  question  actuelle  étant  les 
quantités  ia  et  ic  relatives  à  la  conique  E.) 

J'indique  en  terminant  la  propriété  suivante,  que  j'ai  ren- 
contrée dans  des  recherches  non  encore  publiées  : 

En  désignant  par  M,  N,  P  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  ABC,  par  a,  p,  y  les  pieds  des  hauteurs,  et  par  R, 
S,  T  les  points  de  contact  de  l'ellipse  avec  les  côtés  du 
triangle j  on  a 

JMR  =  Ma.         NS  =  Np.         VT  ^  r-;; 


(  237  ) 

il  en  résulte  que  les  normales  à  l'ellipse  aux  points  H,  S,  T 
sont  concourantes,  ou  encore  que  trois  des  normales  menées 
tlu  point  H  à  l'ellipse  sont  les  hauteurs  du  triangle  ABC. 


1783. 

I  1897.  p.  48.',.) 

Étant  donnés  deux  tétraèdres  dont  les  sommets  sont  les 
huit  points  communs  à  trois  g uadriques,  on  leur  circon- 
scrit deux  quadriques  tangentes  entre  elles  en  tous  les 
points  d'une  courbe  plane  :  enveloppe  du  plan  de  cette 
courbe.  (E.  Duporcq.) 

SOLUTION 
Par  M.  B.  Cluzeau,  élève  au  Collège  Stanislas. 

Hesse  a  donné  le  théorème  suivant  :  Lorsque  deux  tétraèdres 
sont  conjugués  à  une  même  quadrique,  leurs  huit  sommets 
sont  les  points  communs  aux  quadriques  d'un  réseau  ponctuel, 
et  réciproquement. 

Il  résulte  de  la  réciproque  que  deux  quadriques  respective- 
ment circonscrites  aux  tétraèdres  donnés  sont  harmonique- 
ment  circonscrites  à  une  quadrique  fixe,  ainsi  que  les  qua- 
driques du  faisceau  qu'elles  déterminent;  si,  en  particulier,  les 
deux  quadriques  considérées  sont  tangentes  entre  elles  en  tous 
les  points  d'une  conique,  le  plan  de  celle-ci  est  tangent  à  la 
quadrique  fixe.  Donc  : 

L'enveloppe  demandée  est  la  quadrique  conjuguée  aux  deux 
tétraèdres  donnés. 

1812. 

(  1899,  p.  loo.  I 

Les  plans  osculateurs  à  une  cubique  en  trois  de  ses 
points  rt,  b  et  c,  coupent  le  plan  abc  suivant  des  droites  con- 
courantes. (E.  DuroRCQ.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

La  proposition  donnée  par  M.  Duporcq  est  bien  connue  ;  voir, 
par  exemple  : 

CnASLES,  Comptes  rendus,  tome  XLV,  page  189;  iSjj. 
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ScHRŒTER,  Théorie  der  Oberjldcken  zweller  Ordnung, 
page  229. 

1813. 

(1899,  p.  100.) 

Soient  «1,  a^,  «3  et  «4  les  pieds  de  quatre  normales  con- 
cordantes menées  à  une  conique  G  : 

[°  Dans  chacun  des  triangles  T,  tels  que  «2?  ^3>  <^4>  on 
peut  inscrire  une  conique  A  ayant  les  mêmes  axes  de  symé- 
trie que  G; 

2°  Les  quatre  coniques  Ai,  A.2,  A3  et  Aj^sont  circonscrites 
à  un  même  quadrilatère  ; 

3**  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  admettant  pour 
sommets  des  points  de  contact  des  coniques  K  avec  les  côtés 
du  triangle  1!  passent  par  un  même  point. 

(E.  DUPORCQ.) 
SOLUTION. 

Par  M.  A.  Vacquant. 

1°  Soient  Ox^  Oy  les  axes  de  G;  je  considère  l'hyperbole 
d'Apollonius  «1,  «22?  ^3?  <^4  f>u  H.  Les  deux  triangles  a^,  «3,  «4 
et  Ox„,  y^  sont  inscrits  dans  H;  donc  ils  sont  conjugués  par 


rapport  à  une  conique  F  qui  a  dès  lors  pour  axe  Ox,  Oy.  Soit  Ai 
la  polaire  réciproque  de  G  par  rapport  à  F;  la  conique  Ai  a 
pour  axes  Ox^  Oy  et  est  inscrite  dans  le  triangle  «20^3 <^4- 

a**  Les  quatre  coniques  Aj,  A2,  A3,  A4  sont  circonscrites  à  un 
même  quadrilatère.  En  effet,  le  centre  to  de  l'hyperbole  d'Apol- 
lonius H  appartient  à  ces  quatre  coniques  coaxiales  (propriété 


I 


(  2^9  ) 

connue  rappelée  dans  la  Note  précédente,  II).  Les  symé- 
triques wi,  too  et  Lo'  de  w  par  rapport  aux  axes  O^,  Oy  et  au 
point  O  appartiennent  aussi  à  ces  quatre  coniques  qui  sont, 
par  suite,  circonscrites  à  un  même  quadrilatère  wwito'toa. 

3°  Soient  ^21  ^3>  ^4  les  points  de  contact  des  côtés  du 
triangle  «2^3  <^i  avec  la  conique  Ai;  l'hyperbole  d'Apollo- 
nius H  est  harmoniquement  circonscrite  à  la  conique  Ai;  car 
le  triangle  Ox^y^  est  inscrit  dans  H  et  conjugué  à  Ai  ;  alors 
la  polaire  b^b^  de  a^  par  rapport  à  Ai^  coupe  H  et  Ai,  en 
des  points  conjugués  harmoniques;  on  voit  ainsi  que  le 
triangle  62/^3 /:>4  est  conjugué  à  H;  donc  (théorème  de  Faure), 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  passe  par  le  centre  to  de  H. 

1815. 

I  1899,  p.  i\S.) 

Démontrer  que  l'expression 

I  —  a^ -+-  a*  — ...-{-  a*P  =  : 


a^-h  1 

peut  toujours  être  mise  sous  la  forme  de  la  somme  de 
deux  carrés,  et  que,  si  a  est  un  nombre  entier,  les  deux 
carrés  en  question  sont  aussi  entiers.        (G. -A.  Laisant.) 

SOLUTION 
Par  M.  GiACOMO  Gandido,  à  Pise. 

Indiquons  par.r^  et  y-  les  deux,  carrés  dans  lesquels  on  doit 
démontrer  qu'on  peut  décomposer  l'expression  donnée.  Alors 

on   aura 

(i  -h  a"*-)  {x-^ -^ y- )  =  a'*P-^^^i. 

On  peut  écrire  cette  équation  des  deux  manières  suivantes  : 

(I)  {ax—yy'-^{a-i-ayy-  =  a'*P+^'-^i, 

(II)  {x-^  ay)-^ -+-{ax -+- yy  =  a'*P-^^ -hi. 

De  la  relation  (I),   par   identification,  on   déduit   les  deux 

systèmes  : 

{  X     -i-  ay  —  a^P+^, 

(0 

i  ax  —  y    =1, 

i  X     -h  ay  —  I, 

(•^-) 

{   ax  —  y    —  a^t'-^^, 
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qui  donnent  respectivement 


a'^i>-\  _i_  a 
X  = 


(!') 


a"^+  I 

a2/>+2  _  , 

a--i-  I 

<3r2/^+2  ^  I 

«2+  , 

«2/^+1    _  a 

a--f-  I 


Chacun  de  ces  systèmes  de  valeurs  satisfait  à  la  première 
partie  de  la  question  proposée.  En  outre,  on  voit  facilement 
qu'en  distinguant  les  deux  cas  de  p  pair  et  de  p  impair,  on 
trouve  que  toujours  une  des  valeurs  (i')  ou  (2')  est  une  expres- 
sion entière,  et  précisément  les  valeurs  (i')  pour  jt?  pair  et  les 
valeurs  (2')  pour/»  impair  sont  entières  ;  c'est  ce  qui  démontre 
la  seconde  partie  de  la  question  proposée. 

On  pouvait  commencer  la  solution  de  la  question  par 
l'équation  (II),  mais  on  serait  retombé  sur  les  résultats  déjà 
trouvés. 

Note.  —  Si  l'on  pose 

rt2/^4-2_^(_  l)/;  a2/^— (— i)/J 

X  = ,  y  =  a —^ , 

«2-4-1  a2_i_  I 

on  vérifie  aisément  que 


x^^-\-y 


2  — 


aW'-+-2  _|_  , 


a^-f-  I 

Si  a  est  un  nombre  entier,  il  en  est  de  même  de  x  et  de  y 

Corollaire.  —  Tous  les  nombres 

9901,     99009901,    990099009901,      ..., 

sont  décomposables  en  une  somme  de  deux  carrés. 

(G.-A.  L.) 


i 
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[F2g] 
SUR  lli\E   REPRÉSEi\TATIO\  GÉOMÉTRIQUE  DES  FONC- 
TIONS sn^,  sn(x-h}^)  ET  LEIR  ANALOGIE  AVEC 
LES  FONCTIONS  CIRCULAIRES; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


1.   Les  fonctions 

u  =  sn(x,/{),         i^  =  sn(^ -f-K,  A), 

que,  dans  ce  Journal  même  (  *  )  et  dans  un  Mémoire 
présenté,  en  1900,  à  l'Académie  des  Sciences,  nous 
avons  proposé  d'appeler  des  sinus  et  cosinus  elliptiques 
(w  =  sineX,  1^  =  cos^jr;)  à  cause  de  leur  parfaite  ana- 
logie avec  les  fonctions  circulaires  sinj:,  coso:,  sont  sus- 
ceptibles d'une  représentation  géométrique  qui  s'étend 
non  seulement  aux  relations  entre  les  trois  covariables 
x,  Uj  Vj  mais  encore  à  la  multiplication  et  à  la  division 
de  l'argument  x  par  2^^,  et  à  diverses  transformations 
parmi  lesquelles  celles  de  Landen  et  de  Gauss. 

La  représentation  géométrique  qu'a  donnée  M.  Lé- 
meraj,  dans  une  lettre  à  M.  Laisant  parue  dans  ce 
Journal,  peut  conduire  à  celle  que  nous  avons  en  vue-, 
mais  celle-ci  s'introduit  d'une  manière  naturelle  par  la 
considération  de  la  courbe  dont  l'équation,  en  coordon- 
nées rectangulaires  u,  ^^,  est  la  relation  algébrique  qui 
existe  entre  les  fonctions  Ux  et  y^x 

(i)  w2  4-(^-  =  i-l- A-2a2ç;2^ 

équation  qui  peut  se  mettre  sous  diverses  autres  formes 


(')  Nouvelles  Annales,  1898,  1900. 

Ann.  de  Malhéniat.y  4*  série,  t.  I.  (Juin  1901.)  16 
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qui  nous  seront  utiles 


u 


w 


y    1  — A2p2  —  \,/   I_A-2a2' 
(4)      ^ 4ri ^=W2+P2 


l_/,if^2  I_/:2ç;2 


OU  en  coordonnées  polaires 


(5) 


/-2 

7-2  =  I  H ^    ;-4  sin2  io. 

4 


Celte  équation  montre  que,  lorsque  k  est  réel  et  plus 
petit  que  lui,  ce  que  nous  supposons,  la  courbe  se  com- 
pose d'une  brandie  fermée  enveloppant  le  cercle  de 
rayon  u/i  et  tangente  à  ce  cercle  aux  points  A,  B,  A|, 


B,,  sur  les  axes  Op»,  0^^,  et  de  quatre  branches  iuGnies 
aux  asymptotes 

Les  points  de  la  branche  fermée  sont  tels  que  les  va- 
leurs absolues  de  u  et  de  ^  sont  inférieures  à  lui  et  ré- 
pondent par  conséquent  aux  valeurs  réelles  de  .v  et  aux 
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valeurs  de  la  forme  x  +  ini¥J  \  les  branches  infinies, 
pour  lesquelles  |  z^  |,  |  ^  |  sont  supérieurs  à  un,  répondent 
à  des  valeurs  de  la  forme  x  -'r  {iii  -\-  i)i¥J ,  (^  réel). 
Nous  considérerons  donc  particulièrement  les  points  de 
la  branche  fermée,  et  comme  la  courbe  a  pour  axes  de 
symétrie  les  axes  Op*,  Ou  et  leurs  bissectrices,  nous 
pouvons  nous  borner  pour  l'instant  à  l'étude  des  points 
^x  de  cette  branche  situés  dans  le  premier  quadrant. 

Cherchons  ce  qu'est  l'argument  x  relatif  à  un  point 
^{u^  v)  de  la  courbe  (i).  Posons 

u^ 

—  =  tangcp, 

o  étant  J'ansfie  AOa.  En  différenliant,  nous  avons 

(  ^x  u'x  —  «X (<r )cfx  =  {u%-\-  rj. )  do. 
D'ailleurs 

r//'  —  UV'  =  I  —  Â-2  «2  p2  =  2  —  (  U'^  -f-  V^'  ). 

On  a  donc 

(G)  d^  =     _    .,  cio, 

X  n'est  ni  l'arc,  ni  l'aire  de  la  combe  (i).   INIais  si   l'on 
pose 


2  —  /• 


X  sera  le  double  de  Taire  balayée  par  le  rayon  p  dans  la 
courbe  de  coordonnées  o  et  es,  dont  l'équation  obtenue 
au  moyen  de  (5)  est 

p'*(i  —  A-2  sin22<p)  =  I. 

Mais  on  peut  aussi  procéder  de  la  manière  suivante 
qui  nous  servira  ensuite  :  Téquation  (5)  donne  deux  va- 
leurs positives  /',  /'  du  rayon  vecteur  qui  correspondent 
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aux  deux  points  |ji,  p.',  l'un  pi  sur  la  branche  fermée, 
l'autre  p.'  dans  la  même  direction  cp,  sur  la  brandie  in- 
finie du  premier  quadrant,  et  ces  deux  longueurs  sont 
telles  que 


(7) 

T 

r2 

1 

et,  par  suite, 

(«)^  =  ^- 

I 

=  I  — 

1 

r'2 

1 

1  —  A^  &\ti^20. 


On  constate  facilement  que  la  courbe  (p,  cp)  est  une 
courbe  fermée  qui  a  les  quatre  axes  de  symétrie  de  la 
courbe  (/',  cp)  et  qui  enveloppe  la  branche  fermée  de 
celle-ci  et  lui  est  tangente,  ainsi  qu'au  cercle  de  rayon 
im,  aux  quatre  points  A,  B,  A,,  Bi. 

On  a  d'ailleurs 


(9) 


f=P^^^'  '-I 


p^-dtf. 


La  symétrie  montre  que,  lorsque  p  s'augmente  de  -* 

X  s'augmente  de  K  et  réciproquement,  mais  que,  malgré 
l'analogie  de  la  première  formule  (9)  avec  la  suivante, 

on  ne  peut  étendre  ce  raisonnement  à  l'addition  -J  à  o 

4       ' 


ou  de  —  a  x. 

1 


L'argument  K  —  x  est  obtenu  en  prenant  le  symé- 
trique de  Oti.  par  rappoit  à  la  bissectrice  de  vOu.  La 
quadruple  symétrie  des  deux  couibes  rend  compte  alors 
des  relations 


(10)    {  w(2K  zh^)  =q=  ?^(^), 


p(  K  liz  a?)  =ip  i£(;r), 
p(2K±ir)— —  v{x^^ 
p(4  \\-±.x)  —       v{x). 


Ces  relations,  comme  les  substitutions  réelles  qu'on 
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en  tire  et  qui  laissent  invariables  les  fonctions  u  et  \^^ 
sont  identiques  à  celles  qui  sont  relatives  aux  fonctions 

circulaires  sin  —r^  x,  cos  — ^^  x. 
2  K      '  2  K 

La  représentation  géométrique  de  l'argument  x  que 
nous  venons  d'obtenir  est  entièrement  analogue  à  celle 
des  fonctions  circulaires  sinx,  cosx,  où  x  peut  être 
considéré  comme  la  longueur  de  l'arc  du  cercle  de 
rayon  un,  mais  aussi  comme  le  double  de  l'aire  du  sec- 
teur déterminé  par  le  rayon  du  point  considéré 

(sin^,  cos:r). 

Lorsque  A'  s'annule,  les  deux  courbes  (/•,  cp)  et  (p,  cp) 
se  réduisent  toutes  deux  au  cercle  de  rayon  un,  et  les 
deux  fonctions  u{x^  A),  ^^(x,  A)  aux  fonctions  sino;, 
cos^. 

L'égalité  (-)  donne  la  construction  de  |ji.',  connais- 
sant a  :   on  fera  tourner  a  de  -:   la  tanerente  au  cercle 

rayon  un  menée  par  ce  nouveau  point  déterminera  [Jl 
sur  0;JL. 

Le  point  de  coordonnées 

u{x-h  iK')=   .     .     ,*  v{x-h  iK')=:z-J——- 

n'est  autre,   on  le  voit  par  son  angle  tp,  que  le  symé- 
trique de  [jl'  par  rapport  à  la  bissectrice  de  vOu. 

Les  formules  démontrées  précédemment  (i)  à  (8)  suf- 
fisent pour  construire  géométriquement  les  quantités  m, 
1^,  o  ou  x^  /',  i\  p  lorsqu'on  se  donne  l'une  d'entre  elles  ^ 
mais  de  nouvelles  données  que  nous  introduisons  ci- 
après  simplifient  beaucoup  ces  constructions. 

2.  Construction  des  courbes  (/*,  (p)  ou  (/«,  r)  et 
(o,  'j).  —  Par  un  point  a^  de  coordonnées  ^'x•==  /'coscp, 


(T..) 


(  -Md  ) 
Uj;=  /'sincp,  menons  les  parallèles  jjiP,  jjiQ  aux  axes  0«, 

Soient  Ot   et  O',    les  deux  cercles  concentriques  de 

rayons  respectifs  i  et  -r* 

|aP  rencontre  O,  et  O'^  respectivement  en  M,  M';  [jlQ 
rencontre  respectivement  0|  et  O',  en  N,  IN'.  (M,  M', 
N,  N'  seront  les  plus  rapprochés  des  points  d'intersec- 
tion de  p.P  et  |j.Q  avec  les  deux  cercles.)  Posons 


On  aura 

(") 


MOA  =  10,        N'OA'  =  ,o', 
MOA  =  0,  JN'OA':^0. 


u,^.  —  sin  (0  =  y  sin  oj, 


—  cosO  =  Y  cosO. 

A 


Dans  la  notation  de  Jacobi,  on  aurait 


itf,  =  sin  am(.r,  Â  ), 
ç^  =  sin  co  ani  (cr,  A), 


(•)  —  am(a;,  /), 
—  0  =  co  am(a?,  A). 


On  voit  aussi  que 

(  ±  /i  —  u^  —  cos(o     (=  cna;),         zfc /F--X?^ll2  ==  cos oj'     (=  dna:), 
(  ifc  /i— (^2  _  sin  0,  =t /i  — /c^wî  ==  sin  0, 

et,  enfin,  par  les  relations  (:>.)  et  (3) 
(i3) 

(•/i) 

(r!)) 
(iG) 


sni(o  = 


cosO  = 


sinO' 
cosw 


cosco 
sinO'cosio'=  /i', 
tanj-O  =  A'  tangw. 


Ces  formules  sont  toujours  vraies  en  grandeur  et  en 
signe,  ainsi  qu'on  le  vérifie  par  la  suite. 
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Si  l'on  se  donne  l'un  des  quatre  angles  précédents, 
to  =  AON,  par  exemple,  on  a  à  construiie  [a^,  connais- 
sant itx=  sinto;  la  parallèle  INQ  à  Op*  détermine  sur  le 
cercle  O',  deux  points  N'  symétriques  et,  par  suite,  une 
seule  valeur  de  sin  to',  mais  deux  valeurs  égahîs  et  de 
signes  contraires  de  cosO  par  la  formule  (i4)5  ^^^  con- 
struit d'ailleurs  facilement  cosQ  par  la  parallèle  à  ON' 
menée  par  N  jusqu'à  Ou.  On  a  ainsi  les  deux  valeurs 
de  Vjc  égales  et  de  signes  contraires  données  par  la  for- 
mule (4)- 

On  saura  donc  construire  [jlj,  connaissant  l'une  de 
ses  coordonnées  ou  l'un  des  quatre  angles  (o,  to',  0,  0'. 
Construisons  maintenant  le  p^-  correspondant  à  [jlj-.  La 
lormule  (8)  montre  que  p  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  i  et  la  (juantilé 


qui  sulîit  à  la  construction.  Mais  l'expiession 


( i S )  dr  = 


\/]  —  X -81112 '2  0 


montre,  si  on  la  multiplie  par  2,  que  sin2'j  =  u(^2x), 
2:î  =  am2a:,  ce  (ju'on  peut  vérifier  sur  la  seconde  des 
formules  analvticjues  suivantes  qu'on  déduit  du  tliéo- 
rème  d'addition  de  u  (x)  {loc.  cit.)  : 

(•9)  u{-2x)=  -—-ri 


1 -h /v- «it^l  ui 


et  où  l'on  fait  w.,- =  i^'j;  tangcp.  2cp  est  donc  pour  ijioj- ce 
qu'est  0)  pour  jjl^,  et  l'on  peut  construire  a^x  avec  2  C5 
comme   u^   avec   o).   Si  N,  N,Q|  est   la  parallèle  à  0(', 


on  a 


u{-ix)  =  sni  'i'Y  r=  —  sin2(p  , 
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OÙ  2  cp'  =  A'ON'^.  L'abscisse  du  point  jjio^  sera  de  même 

^(207)=  C0S2U;  =   T  C0S2tL'  {=   ^J, 

'        A:  ^  \      coscpV 

où  2^  =  AOMi,  2f  ==  A'OM;  ,  m;  ul.^M^  P^  étant  la 
parallèle  à  Ou,  On  a  ainsi,  par  une  construction  simple, 
la  quantité  p'(2x)  dont  la  formule  analytique  est 

p2  7/2  (,2    ,,2 

(20)  V(2X) 


Ces  formules  (19)  et  (20)  montrent  que  11(2 x)  et 
^(^x),  qui  sont  rationnelles  en  m-p?  ^'a;  ('),  ont^  la  pre- 
mière, deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  la 
seconde,  une  seule  valeur  lorsqu'on  se  donne  soit  «^, 
soit  Vx'  Notre  construction  géométrique  donne  égale- 
ment ce  résultat,  car,  si  l'on  se  donne  u^  ou  w,.  on  a 
deux  valeurs  supplémentaires  de  w',  d'où  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  V:^^  ou  deux  valeurs 
supplémentaires  de  cp  et,  par  suite,  deux  valeurs  de 
sin2cp  égales  et  de  signes  contraires,  et  de  même  poui* 
2cp'^  alors  cos2cp  et  cos2cp'  et,  par  suite,  cos2^{^  n'ont 
qu'une  seule  valeur. 

La  formule  (8)  donne  maintenant 

(21)  --  =  — =  1/1  —  ki  sia'^2©  =  cos  2co', 

(22)  pj,  =  sec2cp'. 

On  a  donc  p  par  une  moyenne  proportionnelle  entre 


(')  Cette  remai'que,  ainsi  que  la  suivante,  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier d'un  théorème  général  qu'on  peut  démontrer  sur  u{  nix),  v{mx)y 
exprimés  en  m^,  v^  simultanément  ou  séparément  (Mémoire  pré- 
senté, etc.;  1900).  On  peut  remarquer  l'analogie  des  formules  (19), 
(20)  avec  les  formules  de  sin(2x),  cos,2x  auxquelles  elles  se  ré- 
duisent lorsque  k  =  o. 
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sec  2  cp' et  le  rayon  du  cercle  Oi  ('),   puis  par  les  for- 
mules (7) et (21) 

(  r  =  seccp', 

I  /■  =  cosecç  . 

Ces  dernières  formules  permettent  de  couslruîre  ^x 
lorsqu'on  se  donue  o  ou  p;  car  si  z»  est  donné,  on 
conslruit  20  et  2 ',3'  comme  plus  haut  et  les  for- 
mules (22),  (23)  donnent  les  construe lions  de  p,  /',  /' ; 
si  p  est  donné  seul,  on  a  sec2cp'  par  une  troisième  pro- 
portionnelle (22),  et,  ayant  2cp',  on  a  2cp  et  d'autre 
part  /•  et  /'. 

3.  Multi/?licatiofi  et  division  de  V argument,  par  2". 
—  Les  constructions  précédentes  nous  ont  donné  le 
point  de  coordonnées  i/2x=sin2C5,  i^2j?=cos2'^  lors- 
qu'on connaît  le  point  Ux=^  sinto,  v^j^nricosO  ou  seule- 
ment l'une  de  ses  coordonnées.  En  répétant  n  fois  cette 


(')  Si  par  [A^r  on  mène  la  parallèle  Ou  jusqu'à  ON,  on  obtient  un 
point  a  tel  que  Oa  =  86029'.  L'ordonnée  de  N,  étant  t/,^.,  l'abscisse 
de  a  étant  v',^  et,  d'autre  part,  N,  décrivant  le  cercle  O,  et  a  décri- 
vant l'ellipse  d'axes  i  et  -p»  on  obtient  ainsi  la   représentation  gëo- 

métrique  de  M.  Lémeray  dans  le  cas  de  l'argument  x,  =  2^7.  La 
quantité  p  =  v/Ox\i.O  a  a  la  même  valeur  que  préccdeniment,  mais 
est  employée  d'une  manière  différente,  puisqu'ici  le  rayon  sur  lequel 
on  porte  p  est  Oa. 

Remarquons  que  la  droite  OyN',  rencontre  la  tangente  en  A  à  O,  en 
un  point  ^  tel  que  O^  =  sec 20'=  Oa;  si  l'on  a  décrit  un  cercle  de 
centre  O  et  de  rayon  0^  =  sec  2  9',  ce  cercle  donne  sur  ON,  le 
point  a  qui,  projeté  sur  QN,N',  donne  [j-jr  •  ^"^  *^  construit  ainsi 
l'expression  v^^=  sec29'cos29.  Cette  construction,  qu'on  peut  faire 
pour  tout  point  [x  dont  on  donne  l'amplitude  correspondante,  peut 
remplacer  la  construction,  donnée  précédemment,  de  v,  connaissant  u 
ou  w.  Si  alors  par  ji  et  7  on  même  un  cercle  tangent  à  O'x,  le  point 
de  contact  est  le  point  (0,  9)  cherché  de  la  courbe  dont  l'axe  repré- 
sente .'.  X. 
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toiistruclion,  on  aura  le  point  do  coordonnées 

On   passe    avec  la    môme  facilité   du    point    ^2x  ^ii 

am2a7 
point  [Ji^>;  car  on  a  a  construire  [jl^-,  connaissant  z>  = 

et  cd'.  On  sait  donc  construire,  au  moyen  de  [a^(wx,  ^x) 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  m^.,  ^^  dont  on  trouve 

2  2 

facilement  l'expression   soit  en   tJt.^   soit   en   Kc  sous  la 
forme 

_     v  I  -h  Ux  —  VI  —  i^x 

K-.r   =^ 


(•24) 


p„  = 


v/i  -+-  kux-T-  v/i  —  Aw^ 

v/2  (  I  —  (^.c  ) 

sj  \-\-  k\J  \  -h  /a^a:  -f-  / 1  —  ksj  \ 

—  kvx 

y/ 1  -4-  i<^  H-  y/ 1  —  «.,y 

y/i  4-  Awa:  H-  /i  —  kux 

\/l{\^Vx) 

y/ 1  H-  /:  y/ 1  -h  /xt'.^  +  V^ i  —  /»^  V^ i  —  kvx 

Les  signes  des  radicaux  sont  arbitraires  dans  ces  for- 
mules qui  sont  celles  de  z/^,  Vx  exprimées  soit  en  Ux>, 

1.       2 
soit  en  v^'  Comme  dans  le  cas  des  formules  trigonomé- 
triques    analogues    auxquelles    celles-ci    se    réduisent 
lorsque  k  =  o,  on    peut   discuter   les  diverses  valeurs 
obtenues  en  prenant  tous  les  arguments 

X  -h  4  m  K  +  2  ni¥s!        1  (  2  //?  -1-  1  )  K  h-  1  ni  K' —  x 

— >     j 

2  2 

déterminés  par  une  valeur  donnée  de   Uj-^   et    tous  les 

arguments 

4  rnk  -r-  2  /it  K'  zîr  .r 


déterminés   par  une    valeur  donnée  de    vv-    r.elte  dis- 
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cussion  peut  se  faire  également  sur  notre  représentation 
géométrique,  mais,  pour  ne  pas  trop  allonger  cette  Note, 
nous  nous  bornons  à  dire  que  les  signes  indiqués  dans 

les  formules  (24)  sont  ceux  de  valeurs  de  z/.r,  Kr  ^1^1  se 

2       2 
correspondent,  ^^  étant  sur  la  branche  fermée,  et  qu'en 
changeant  successivement  les   signes  des  radicaux    en 

numérateurs,    on  obtiendra  tous   les  points    [jl,.   de   la 

2 
branche  fermée;  un  changement  de  signe  d'un  radical 

au    dénominateur    donnerait   des    points    iji^    sur    une 

branche  infinie,  répondant  par  conséquent  à  une  valeur 

imaginaire  de  l'argument  de  la  forme j-  iR'. 

Si  l'on  répète  n  fois  les  constiuctions  qui  donnent  |jl,,, 

2 
on  obtiendra  les  points  de  coordonnées 


"(f.) 


,u 


il  faut  remarquer  que,  lorsque  n  est  supérieui-  à  i,  cer- 
taines valeurs  sont  imaginaires;  mais  il  y  en  a  toujours 
de  réelles. 

On  trouvera  facilement  le  nombre  de  ces  valeurs 
réelles  :  le  nombre  des  points  jj.  obtenus  sur  la  branche 
fermée  est  égal  au  nombre  de  points  sin(2~"x), 
cos(2~"j:)  obtenus  dans  les  mêmes  circonstances,  soit 
qu'on  se  donne  Ux-,  soit  qu'on  se  donne  i^x'-,  d'ailleurs,  à 
chacun  de  ces  points   JJ.(«,  v)  correspond  un  point  sur 

une  branche  infinie  (t— »  7- )  î  le  nombre  total  de  ces 

\ku    kv  ) 

points  a  obtenus  sera  donc  le  double  des  points 

[sin(2-'*^),  cos(2-«rr)] 

obtenus  dans  les  mêmes  circonstances. 
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4.  Sur  quelques  transformations .  —  Dans  noire  Mé- 
moire cité,  nous  avons  démontré  la  plupart  des  formules 
suivantes,  où  nous  écrivons  simplemenl  u,  t^,  pour  les 
fonctions  de  module  k  et  d'arguments,  etsiue(^iX,  k), 
C0Sc{giX,  k)  pour  les  fonctions  transformées,  de  mo- 
dule ki  et  d'argument  giX  : 


sine  [{k  ±  ik')x,  {k  zç.  ik')^]  =(k  ±  ik')-, 


COSe[(A-  ±  lk)x,  {k  qz  Ik'y]  = 


i  —  k(k±lk)ui 
i  —  k{kq;zik')u^ 

k±ik—kv^' 
~  kzizik'—kv^' 


transformations  auxquelles  on  est  conduit  en  formant 
l'équation  dillérenlielle  à  laquelle  satisfait  la  fonction  - 
analogue  à  tangx  [Nouvelles  Annales,  1898). 


Il 


ing  {kx^-r\  =  ku^ 


auxquelles  conduit  la  comparaison  des  deux  transfor- 
mations I,  l'une  de  modale  {k  —  ik')-^  l'autre  de  mo- 
dule (/:+ il' )2. 


III 


SI 


n,  [^([=hA')^,  i^]  =       i,x±.k')iw 
r      ,    ,,.       i  +  A'l  i-{i±k')a'^ 


A')  "2 

I— (i±  A')p2 


i;2  —  ut 


I — (  I  ip  A' )  (^'2        1 — (izpA'jaj 
(transformations  de  Landen), 


qu'on  oblienL  en  appli(juanl  les  transformations  1  aux 
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fonctions  III 

=■  -{\/i-^u\/i±ku  —  \/\  —  u\/ï  ~izku)  (1), 

=  -{\/i-{-u\/i  ±ku  -h  v^i  —  u  v/i  zp/fw), 
qu'on  obtient  par  inversion  des  transformations  III. 

l;  '    '     izb/:  J        idbAw2  «2-1-^2     ' 

r      ,    ,,       2/±71  izfcA-  irhAw'i 

L^  ^         1  dz  /:   J        \±.kv^  u-  -h  t'- 

( transformations  de  Gauss), 
qu'on  obtient  en  doublant  l'argument  des  fonctions  IV. 


sin<.  1  /±  k X, 
coSgj  >J-±.  kx, 

2v/±aJ       V    i±k 

I  —  (> 
1  liz  /et'  ' 

I  zi=  kv 

I   -T-    V 

VI 


qu'on  obtient  en  applicjuant  la  transformation  II  aux 
fonctions  IV,  ou  en  faisant  l'inversion  des  transforma- 
lions  I. 


•        /  •         l.>^                 "^ 

VII 

Mllg  [lu,    />.    )  —                „  f 

yi—  «2 

co'i^i  IX    k  )  —  —  

i-   '  \ 

\      Aux  1 

(')  Dans  les  formules  qui,  comme  celles-ci,  contiennent  des  radi- 
caux, nous  n'avons  mis  qu'un  signe  devant  chaque  radical,  mais  ce 
signe  est  arbitraire  et  l'on  peut  discuter  les  diverses  valeurs  comme 
pour  les  formules  (^'1). 
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obtenues  par  la  comparaison  des  deux  transformations  \I 

,           ,    ,       iH-  /v        I  —  A: 
de  modules  — — -  et —  • 

'2  \/k        1  i  sjk 

sine      i/:^,  —       =   -—:==:, 

cosç  (  ik' X,  —  )  =  ^/i  —  k'^  II-  =  — —  "^  (— dna7), 


VIII 


obtenues  par  l'application  de  la  transformation  II  aux 
fonctions  VIL 


IX 


;ine  Ik'o',  -j^  j  =  ^i  —  ç-^ 


k'it 


X^i  —  kHi^ 


/^  /  \/i  —  k-iv^ 


obtenues  en  comparant  les  deux  transformations  V,  ou 
les  deux  transformations  IV,  ou  en  appliquant  la  trans- 
formation VIII  aux  fonctions  II. 


.      /.,       k'\  iku 

SlPe  I   ikx,   -77        =    —  - 


cos^  I  ikx 


k'\  I 


'  ik /        ,/| 11%  \       eux 


obtenues  en  appliquant  la  transformation  II  aux  fonc- 
tions IX. 


XI 


1±AJ  Ait  y/i  _  z<2 

COSe    t(i  zbA:)^,  ,      =  ï — r      =  r  — ; — j— r' 


obtenues  en  appliquant  les  transformations  III  aux 
fonctions  VII  ou  X,  ou  les  transformations  I  aux  fonc- 
tions \'III  ou  IX;  transformation  remarquable  en  ce 
que,  répétée,  elle  donne  à  nouveau  le  module  k  et  aboutit 
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aux  fonctions  ii(o.x^k)  et  v(^2X^k);  on  le  voit  par  sou 
inverse  qui  est 


XII 


cos, 


('■-^^'7^)=  v/t9^v/tti 


La  transformation  III  appliquée  à  ces  fondions  donne 
les  suivantes 


XIII 


iltle      t  '^ r.       ^ 


/a 


1  -i-  p  I  -h  Av 


'T^TïV 


1  —  \/k'  I  +  v^  p 


(')  On  peut  faire,  au  sujet  de  ces  transforiiialions,  diverses 
remarques  intéressantes,  que  nous  ne  pouvons  qu'indiquer  dans  ce 
Mémoire,  relatif  à  des  représentations  géométriques  : 

(«).  11  n'existe,  à  proprement  parler,  ([u'une  seule  transformation 
du  premier  degré  du  sinus  elliptique  11^.1=  sna:,  qui  est  donnée  par 
la  première  formule  I;  les  cinq  autres  transformations  connues  du 
premier   degré,  qui    sont  ici   données  par   la   seconde    formule  I  et 

par  la  seconde  formule  XIII,  où  les  signes  de  /.  et  de  \/^  sont  ar-» 
bitraires,  sont,  à  proprement  parler,  des  transformations  du  cosinus 
elliptique  fr=  sn(j7H-  K).  De  môme  les  transformations  de  Gauss 
de  u^  i  (première  formule  V)  sont,  à  proprement  parler,  les  seules 
transformations  du  second  degré  du  sinus  elliptique;  les  autres  trans- 
formations du  second  degré,  qui  sont  données  ici  par  les  secondes 
formules  I,  III,  V,  XI,  sont  à  proprement  parler  des  transformations 
du  cosinus  elliptique. 

On  peut,  sans  se  servir  de  la  transformation,  un  peu  laborieuse, 
de  l'intégrale  elliptique  faite  par  Jacobi,  arriver  directement  à  ces 
transformations  rationnelles  par  une  méthode  simple  qui  procède 
plutôt  des  idées  et  que  nous  nous  contenterons  d'indiquer  :  on  expri- 
mera qu'une  fonction  rationnelle  (du  premier  ou  du  second  degré) 
de  u  ou  de  v  est  impaire  s'il  s'agit  de  w,  ou  paire  s'il  s'agit  de  v; 
puis,  on  fera  les  substitutions  ^  +  i'K',  x -h  iK\,  ....en  se  servant, 
pour  les  hypothèses  à  faire  surt'K',  ,..,  de  ce  que  la  fonction  ration- 
nelle admet  toutes  les  substitutions  de  u  ou  de  t>,  selon  le  cas.  Les 
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cl  toutes  celles  qui  en  résultent  par  les  changements  de 

signe  de  A  et  y//r,  en  tout  quatre  transformations-,  on 
peut  obtenir  aussi  ces  fonctions  en  appliquant  les  trans- 
formations XI  aux  fonctions  IV,  ou  III  à  VI,  etc. 

Toutes  ces  transformations  trouvent  leurs  représen- 
tations géométriques  sur  la  figure  précédente,  sauf  bien 

entendu  le  facteur  y/ —  i  qui  entre  dans  quelques-unes 
d'entre  elles. 

Ainsi  les  fonctions  II  de  module  -y  et  d'areument  hx 

son  t 

u^  =  kii  =  sino)' 


\   v.=z  -     =  séc6, 
(  ^ 


identifications  donneront  les  coefficients  de  la  transformation  ration- 
nelle. 

(b).  On  remarquera  aussi  que  les  secondes  formules  I,  III,  XI, 
linéaires  par  rapport  à  w^=  sn^;r  permettent  d'exprimer  sous  trois 
formes  (doubles),  la  fonction  de  Weierstrass 


pix\'2K,iK')=-  i±^'  H- 


sn-a; 


en  fonction  linéaire  d'un  cosinus  elliptique.  On  a  ainsi,  sous  trois 
formes  (doubles  à  cause  des  doubles  signes,  c'est-à-dire  de  six  ma- 
nières), les  transformations  linéaires,  en  un  cosinus,  de  la  fonction  p 
que  nous  avons  démontrées  directement  {Nouvelles  Annales,  1898). 
(c).  Nous  avons  constaté  jusqu'ici  des  analogies  directes  de  nos 
deux  fonctions  u^^  v^  avec  les  fonctions  circulaires;  les  formules  de 
transformation  nous  montrent  d'autres  analogies  :  ainsi  les  for- 
mules (2)  qui  expriment  u^  en  fonction  de  v,  et  v^  en  fonction  de  m^., 
ont  une  analogie  directe  avec  les  formules 

sin^r  =±  \/i  —  cos-a7,        cosa;  =±  ^^/i  —  s'xn-x^ 

auxquelles  elles  se  réduisent  lorsque  k  —  o;  mais  les  transforma- 
tions IX  qui  montrent  que  \/ 1  —  v-  est  un  sinus  elliptique,  et  ^i  — u- 

un  cosinus  elliptique  (arg.A'o:,  mod  j7  j  sont  également  les  ana- 
logues des  formules  trigonométriques  précédentes  auxquelles  elles 
se  réduisent  d'ailleurs  lorsque  A"  =  o;  nous  avons  là  un  exemple  de  ce 
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et    se    construisent    facilement.    Cette    Iraiisfoi  matiou 
permet  d'éviter  la  construction  et  l'étuclc  de  la  courbe  (i) 
dans  le  cas  où  A  est  plus  grand  ([ue  i . 

Les  fonctions  réelles  IX,  qu'on  pourrait  directement 
représenter  au  moyen  de  la  courbe 

ou 

trouvent  leur  représentation   sui'  la   figure   précédente 
par  les  foiinules  (12) 

(  sin  0  =  if\'> 
(IX) 

1   cosio  —  C|  (  =  cno^). 


que  nous  appellerons  les  analogies  secondes.  En  voici  d'autres  :  les 
formules  (19)  et  (:>(>)  de  i4{-2x)  et  v{2x)  ont  une  analogie  directe, 
ou  première,  avec  les  formules  de  sinîx,  cos2J7;  les  formules  III 
(  transformations  de  Landen)  sont  également  les  analogues  des  for- 
mules de  sinax,  cos2x  (analogie  seconde);  on  peut  remarquer  (|ue, 
dans  les  deux  cas,  la  |)ériode  ^\\  [celle  qui  donne  la  substitution 
(  j  Iv  — x)  pour  //,,  1  est  divisée  par  >.  Si  l'on  posi; 

a-,  =  (i±:  A')J", 

et  si  u^  est  le  sinus  ellipticfue  transformé  (te  Landen  (  III  ),  i>\\  a 
clu^  —  {il  —  ul  )  ^/J7,, 

formule  identique  à  celle  (|u'on  ohliciil  en  faisant 

/,   =  f»  ou  f<,=:sin2J7,  Xi=  2X. 

Les  formules  {>])  de  division  par  2  de  l'argufnent  de  11^,  v^,  et 
les  formules  IV  (transformation  inverse  de  Landen)  présentent  res- 
pectivement les  deux  sortes  d'analogie  signalées  plus  haut,  avec  les 

formules    trigonométriqucs   de    sin—,  cos  — ,  ••••   Ces   deux  sortes 

d'analogies  se  retrouvent  dans  toute  cette  théorie.  La  notion  des 
analogies  secondes,  qui  nous  parait  être  des  plus  importantes,  montre 
que,  dans  une  théorie  faite  en  prenant  pour  éléments  u^  et  v  ,  les 
formules  de  transformation  devraient  être  introduites  dés  le  début. 
Ann.  de  Mathéniat.,  4^  série,  t.  I.  (Juin   1901.)  \~ 
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Les  foiutlions  A  IN,  dont  ruiio  est  imaginaire,  trouvent 
leurs  représentations  au  moyen  des  formules 

(VIJI)  )  , 

(  cosoj'=ri  (=iln.r). 

Les  fonetions  X  et  VII  trouvent  leurs  représentations 
au  moyen  des  formules 


(X) 


i  langoj 

=  ni. 

séc  0) 

=  i'i 

(-      ' 

\       en  j^ 

i  tang  w 

=  "i. 

séc  o>' 

=  «'i 

\       d  n  X 

(VH) 


Les  fonctions  XT  trouvent  leuis  représentations  au 
moyen  des  formules 

/    .  sin  (»)  ±  sinoj'  • 

t  ' r-  =  "i, 

y         COS(0  cos  w 

(XI) 

i    I  ±  ?in  w  sinoj' 

: : ;    =  t'i- 

I  z^z  sin  (.0  sin  w 

Les  fonetions  I  ne  sont  réelles  qu'autant  que  k  est 
supérieur  à  i;  le  module  et  l'aigument  sont  alors  réels. 

Le  sinus  elliptique  est  (kzîz  y/A- —  i  )  tangcp.  Mais  d'ail- 
leurs, si  k  est  plus  grand  cpie  i,  celte  transformation  se 
ramène  j)ar  la  transfoimation  II  à  la  transformation  de 
Lnnden  (HI)  relative  à  un  module  k  inférieui"  à  i. 

Remarquons  que  les  constructions  que  l'on  fait  pour 
multiplier  ou  diviser  Targument  par  2"  dans  les  fonc- 
tions //(a:,  A),  v{x^k)  donnent,  grâce  aux  formules 
précédentes,  les  fonctions  transformées  (H),  (IX),  ..., 
dans  lesquelles  l'argument  est  lui-même  nuiltiplié  ou 
divisé  par  2";  en  particulier,  on  saura  ainsi  construire 
cn(2".r),  dn(2".r),  c\\{')~" x)^  dn(2~".r). 

5.   La  transformation  de  Landcn  (lll)  a  une   repré- 
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sciîtatioii  très  simple,  car  en  vertu  Je  (16),  on  a  immé- 
diatement 

(.5)  \''"'b^''^^'\^] 

(       ={i±k')in^  =  (i±  A')sintocosO  =  sin(wd=0). 


Consiclt3rons,  par  exemple,  la  transformation  de  mo- 
î-^k' 


dule  A|  =  7      ,v  On  aura 


(  >.G)        to  -h  0  =  am[(i  -4-  A'),  x,  /.j  ],         10  =  am(;r,  /), 

et  nous  pouvons  remarquer  en  passant  que  l'égalité  (16), 
démontrée  par  l'analyse  des  relations  entre  iix  et  (^.e 
donne  la  relation  suivante,  dont  on  trouveia  une  démon- 
stration géométri{[ue  dans  le  calcul  de  J.  Bertrand,  et  une 
démonstration  analyticpie  au  moyen  des  fonctions  H,  0 
de  Jacobi  dans  la  TJiéorie  des  fonctions  clliptif/ues  de 
MM.  Appell  et  Lacour  : 


\  tang    ani    (1  4-  A')x,  jz^' 


I  —  am{x,  A)  /  =  A'  tang  am(2:,  A). 

Le  changement  de  signe  de  k'  dans  cette  formule 
donne  une  relation  équivalente  pour  la  transformation 
de  module  j-;  ce  module  étant  plus  grand  que  1,  nous 

nous  occuperons  plus  spécialement  des  fonctions  de 
module  A,  (-<  i)  auxquelles  se  ramènent  d'ailleurs  celles 
de  module  y-  par  la  transformation  II. 

Supposons  tracé  le  cercle  0'(  de  rayon  ^-  Soit  n  un 

point  de  O,  tel  que  A*0  «  =  w ,  =  w -[- 0 .  La  parallèle 
f/nn'  à  O  r  détermine  sur  0'|  le  point  n'  tel  que  A0/^'=  l<)\ 
et  l'on  a 

sinto'.  =  Al  sintoi  =  -;  sin(to  -4-  0)  =  sin(w  —  0). 

1  -H  A  ^ 


(   a6o) 

Les  fonctions  transformées  de  module  A  pourront  donc 
s'écrire  par  des  formules  analogues  aux  formules  (i  i), 
(12),   ..., 


i  «1  =  sintoi=  —  sinco'i  ^ 

F  Pl   =  cos6,  =  —  COS  O'j 

où 

(29  )  (Oi  =  w  +  0,         (o'j  =  10  —  0 


I  4- Al/ 


et 


(•]o) 


coswi         cos(to  H-  0) 

t'i  =  cosOj  =  r  =  ', ft-,  > 

costo,         cos(to  —  U) 

sinOj 


La  première  formule  (3o)  donne  ainsi  la  fonction  V\ 
qui  s'exprime  en  m,   v  par   les   secondes  formules  III 


analogues  à  celle-ci 


w 


(3i)    COS 2  37  =  I  —  2  sin^o:  =  2  cos^a?  —  I  =  C0S2.T  —  sin^iT. 

On  sait  donc  construire  le  point  (zf|,  i^<  )  même  sans 
se  servir  du  cercle  0'(  -,  on  pourrait  tracer  la  nouvelle 
courbe  (pi ,  'f  <  )  pour  figurer  l'argument  X|  =  (i  -{-  A')x; 
mais  la  courbe  (p,  cp),  agrandie  si  l'on  veut  dans  la  pro- 
portion de  y/i  4-  A'  à  i,  suffit  à  représenter  l'argument. 

Supposons  qu'on  ait  fait  plusieurs  fois  de  suite  la 
transformation  précédente;  les  amplitudes  successives 
sont 

1  =  (0  -h  0,  W2  —  «Jj  -h  0],  (0;j  =  (O2  H-  0-2,  .  . . ,  to„  =  (0„_i  -h  0«_i, 


avec 

to\  =  to  —  G.         1O2  =  CO,  —  Oij         IO3  =  Wo —  O2,         ....         ^M',^  —  w^^_,  —  6,,_i, 


(  ^<^l  ) 

^         ro?(oj-hO)  -  cos(to,-h  Oi  ) 

cosOi= 7-1  cos02=  -, z-r'  •••» 

cos(to  —  0)  cos(wi — (il) 

COS{tûn-i-r~^n-\) 

On  tiro  de  là 

(33)  w„=  (0  +  0  -h  Oi-i-  0.2-i-...-t-  0,i_i. 

On  sait  que  rainpliludc  lo„  et  l'argument  x,i  lui-nieine 
croissent  avec  n  au  delà  de  toute  limite  et  que  les  rap- 
ports de  ces  deux  quantités  à  2"  tendent  vers  une  niciue 

limite  lime  — 77* 
iK 

Edecluons  maintenant  la  transformation  inverse  de  la 
précédente,  tout  d'abord  sur  le  point  (//, .  v'i  )  précédent; 
nous  devons  retrouver  le  point  m,  /;  par  les  formules  IV 
qui  s'écrivent  ici 


A  =  7- 1   X  =  a-,  1 . 

I  -H  A  2.  I 


Le  rapport  de  ces  quantités  donne  immédiatement 

....                          .                       «x./.         tanulO, 
(  ij)  tan  go,,,  y,  = =  — p—  , 

Vx,k        tangJO, 

en  sorte  qu'ayant  tang'jj-^y^,  et  par  suite  Oj.^^  par  une 
{|uatrième  proportionnelle  à  i  et  aux  deux  termes  du 
dernier  rapport,  on  saura  construire  le  point  |x^  comme 
il  a  été  dit. 

Observons  que  le  dernier  rapport   peut  s'écrire   en 


(    202    ) 

passant  aux  angles  to,,  iù\  par  les  formules  (3o) 


.     lOi  -4-  w, 
sin 


r  » 

tl)  1  —  to  , 
cos 


vl  que,  d'autre  part,  les  formules  (29)  donnent 
(36)  ^=,!îl±<,         0  =  '"■-■"■, 

2  2 

formules  qui  donnent  immédiatement  les  coordonnées 
Z£(a:,  A)  =  sin (0,  1^(0:,  A)  =  cos8  de  la  manière  la  plus 
simple,  en  sorte  que  la  construction  de  tangcp^,;^  (3^) 
devient  inutile. 

On  peut  tirer  de  ces  deux  transformations  une  manière 
simple  de  trouver 

en  remarquant  que  les  transformées  de  Landen  s'écrivent 

S(i  +  Al)  Ui{xi,  A'i)  =  iu{x,  k)  v{x,  A), 
(1-1- A-,)  ('1(0^1,  k^)  =^  -lufx  ^  ^ ,  k\  V  Ix  -r-  ^,  k\   (1) 

I    I^i:r=(i  +  A')a7,  Â-,  =  Y^''  (i-^/^')(i-^Ai)  =  2I, 

(•)  Formules  analogue»  aux  suivantes  : 
sin  ix  =  2  sinjjcosx, 
cos  2  a;  =  2  sii 


in(^+^l)cos(a:-|) 


[analogie  seconde,  voir  la  note  (c)]. 

On  peut  faire  la  remarque  suivante  :  Ayant  les  formules  suivantes 
(dont  le  rapport  donnerait  la  transformation  de  Gauss)  : 

2MC  —  (i  +  /,-,)  Ui, 
U-  H-  v^-  =  I  4-  A  -  u-  v'-  —  \h\  t('\ , 


(  ,(i:!  ) 

car  on  a 

M,(.ri-+-  Kl)  =Pi(j',)»         Ki  =  (i-f-  k')^^^  ' 

Si  à  j:iious  ajoutons  — j  x,  s'augmente  de  K,,  cp,  s'aug- 
mente de  -  et  le  point  (//, ,  v,  )  tourne  de  -  dans  le  sens 
positif;  les  nouvelles  coordonnées  sont 

Ui(xt-hKi)=  r,  (./•,),         i',(.r,  ~  K,  )=—?/,  fr,  ). 


r 


on  aura,  au  moyen  de  formules  démontrées  au  début  de  ce  .Mémoire, 

;•-  d-^  "  (  n-  -+-  ç-  )  do  =  (  I  —  A  ■  ii-  v-  )  dx  =  (  i  —  /<iiii)  dx  ; 

duillcuis 

<^'-d-^  —  dx. 
Donc 

(  0- —  r-)d-£  =  h.  ir  dx  ~  — '- — ^-  k.  u:  dx,  (  x,  =  —  x  ]. 

I..a  (lillVrence  des  aires  des  secteurs  d'an{;le  -^  des  courbes  (0,9), 
(r,  y),  c'est-à-dire  l'aire  comprise  entre  ces  deux  courbes  et  un  rayon 
vecteur,  s'exprime  «lonc  au  ujoycn  d'une  intégrale  de  deuxième  espèce; 
ceci  donne  donc,  sur  la  ligure  tracée,  une  représenlalii»u  de  i'inlt-- 
grale  de  secnnde  espèce  de  module 

/,  =  '^^z£. 
'     .  +  /,' 

On  peut  i-cmar<|ucr  aus^i  qur  la  lornuiiL- 

—      -   do  —  dx 
2  —  /- 

s'écrit 

.  ,  "i    ,  ?  dx  (i-{   A,  )r/.r, 

dx  -f-  d-i  —  —  dx  = , r,    = — r^   .   -  > 

/-  I  H-  A,//i  I  -;-  A,  u; 

et,  par  consé»nicnt,  que  l'intégrale  du  second  membre,  (jui  a  l'appa- 
rence dune  intégrale  de  troisiènie  espèce,  s'intègre  sons  la  forme 
suivante,  au  moyen  d'une  intégrale  de  première  espèce,  x,,  et  d'une 
fonction  circulaire 

'      dx,            X,             I                        u{x,  /.  ) 
^  /  —  =  —  H —r-arctang— -{ 

I  -i-  A-,  i(\         -x  I  -(-  A,  ^  i>(x,  A  ) 


arc  tan  g 


y  I  -;-  a,  \  i    -  A  ,  «,  —  \  1  —  u,  \  \  —  A,  n, 

^\  V  ^  -i"  "i  V^  *   ^"  ^1  '^1  ■+"  \J  ^  —  "1  V'^'  ~  /•  I  "1 

intégrale  qui,  si  nous  ne  nous  trompons,  n'est  pas  connue,  du  moins 
sous  cette  forme  qui  n'emploie  pas  les  fonctions  de  Jarobi. 


(264  ) 

On  voit  alors  sur  les  formules  (3o)  que  co,  et  o)'^  sont 
respectivement  remplacés  par  ; — h  B,  et  — h  0'^  et  que  9| 

et  8',  sont  remplacés  par  ^ — h  w,,   -  +  tû\.  Le  déplace- 
ment correspondant  du  point  (ux^k,  ^x  k)  donne  le  point 


1)                              K 
a  arenment  x  H 


Les  formules  (36)  donnent  alors  les  coordonnées  de 
ce  dernier  point,  pourvu  qu'on  y  fasse  le  changement 

de  io,  et  (o'  en  — h  8, ,  —  -f-  8',  sous  la  forme 

1  o  '    o  1 


u       K  =  sm  (  7C  4- )  =  —  sin y 

<'^«>    <:       '        o.  +  o;  ' 

V         K  =  COS 


Si  donc  on  a  construit  8,  et  8',,  la  construction 
s'achève  sans  difficulté.  On  pourrait  remplacer  8j  et  8', 
par  leurs  valeurs  en  w  et  8  au  moyen  des  relations  (3o); 
mais,  si  l'on  veut  se  servir  de  to  et  de  8,  on  aura  une 
construction  plus  simple  en  se  servant  de  la  for- 
mule (35),   qui   donne,  par  le  changement  de    8,,  8', 


71  71  , 

en h  w,,      -1-  to  , 


(39)     tangcp       K 


'» 


4  '2 


co I  \  /t.        to  -^  o 


X+-  /  TT  CO ',  \  /  7:  tO  0 

2        tanir     —  H i-  tanj:-     -  -\ 

\4  '^  /  \4  '^ 

Ayant  cp      k,  par  cette  formule  on  construit  directe- 

"2 

ment  le   point   relatif  à  l'argument  x  -\-  —  saiis  passer 

par  les  transformations  (III)  et  (IV). 

Cette  formule  (3(j)  est  d'ailleurs  donnée  directement 
par  les  expressions  suivantes  qu'on   tire   des  formules 


(  265  ) 
d'addition  : 


u      K  = 


I  ^x-^Ux  ..       ..  I  ^'x—u 


V         K  = 


x^\       ^/,_^i^'  i+(i— A')w,,r/  '^  +  1       ^/,_^/,'  \  —  {i-k')u^,K\, 


o)  \  s. 


•2 


i-t-A-  cos|0  w  — lo' 


.    /t:        (o-r-0\  /r        co-i-0\ 

Eflecluons  maintenant  la  transformation  (IV)  sur  le 
point  [ii{x,  k),  «^(.r,  A)]  lui-même.  Nous  aurons  les 
Tonctions 

r  ,    (.r  ,,,  /^n)=  1/ 1/ ,-  =  i/  VIT,  =cos  — 

,  -    sin 

tan'';;0  •> 

tanK9(n=  r—   > 

°  -       cos 

r'<')=  7^7'  "^"^"^  "I""^'  <n-/vi))<'-^/0  =  '-^J- 

(^es  fonetions  //(»),  i^(i)  se  construisent  de  la  manière 
la  plus  simple  par  les  angles 

,     ,  W  -f-  to'  (O  —  to' 

(  ,1  )  w^,)=  ,  0^1)= 


Si  Ton  répète  n  fois  cette  transformation,  le  mo- 
dule Jx\n)  tend  vers  i  en  restant  inférieur  à  i  lors(|ue 
//  croît;  Xf^n)  croit  avec  «,  mais  tend  vers  une  limite 
linie.  So\l  X(^n)^=^  g{n)^\  ou  a 

„    _  (14- />)(i-^/>-ti))(i-T- A(0))...ri -h ^(«-,)) 

g{n)—  ~ 


(l-t-Â;,,)(l-r-A-:2,)--.(»-+-^'/r,) 


(  9.66  ) 

Les  quanlités  AJ^^.  se  tirent  de  Â,  comme,  dans  la 
transformation  de  Landen,  les  quantités  k„  se  tirent 
de  Jx'.  On  sait  que,  dans  ce  cas, 

iK 

(42)  |i,n(i -f-/-,)(^  H- A-2)...(H- /,-,,)=  —-• 

Donc,  on  a  ici 

(43)  lim(,  +  /,[,,)  (.  +  a;,,).  .  .(.4-  A;„))  =  ^^'. 

On  peut,  d'ailleurs,  démontrer  directement  cette  for- 
mule comme  la  précédente  ou  passer  du  premier  cas  au 
second,  en  remarquant  que  les  quantités  A[,,^  sont  les 
modules  des  tiansibrmations  de  Landen  appli(juées  aux 
fonctions  ii{x^h')^  p(x,  A'),  pour  lesquelles  la  quan- 
tité K  des  fondions  de  module  h  est  remplacée  par  R'. 

g^„)  a  donc  une  limite  qui  est  ~-,  el,  par  suite, 

(44)  lini^(,,)=:  -^-j^- 

Comme,  d'ailleurs,  h^^n)  tend  vers  i,  on  aura 

(4))  )  lim?*(a-(;,),  A-(„))=  Th^-jT^, 

(  limi>(jr(„),  k^n))  =  i- 

Le  /i""'<^  point  transformé  tend  donc  vers  un  certain 
point  de  la  parallèle  à  Ow  menée  par  A,  point  qu'on 
construiia  facilement.  La  répétition  des  transforma- 
tions (IV)  est  donc  plus  intéiessante  que  celle  de  la 
transformation  de  Landen,  inverse  de  (IV),  qui  ne  con- 
dnit  à  aucune  limite.  De  l'existence  des  limites  précé- 
dentes, on  pourra  tirer  des  procédés  pratiques  de  calcul 
sur  lesquels  nous  ne  pouvons  insister  ici  ;  mais  nous 
donnerons  une  formule,  susceptible  d'applications, 
qui  montre  l'importance  des  transformations  succes- 
sives (IV). 


(  2«7  ) 
Posons 

JNoiis  pourrons  écrire 

(I  -h  /0"(-r,  A)  =  -iMii,  t^(„. 


d'où,  cjuel  que  soit  («), 

formule  aualogiie  (de  la  deuxième  sorte)  (')  à  la  for- 
mule Irigonométrique  suivante  à  laquelle  elle  se  réduit 
pour  A=  o 

sin  (  —  ) 

\  2"  /  .r  .7"  .r  .r 

(  ^7)       sin.r  =  cos  —  cos  —  cos  —  .  .  .  cos  —  > 

et  qu'on  déniontrc  d'une  manière  analogue. 

Si,  maintenant,  on   fait   croître   n   iudéfininuMit,   on 
aura 

(.Î8)  «(j-, /.)=:  — ^: —  r(jrn),  A-(i))t'(-^(25, /'C:))-.-t'(^(«),^"(//))--- , 
où 


Und  vers  i  lorsque  A  croît  indéfiniment,  (^eite  formule 
est  l'analogue  de  la  suivante  à  laquelle  elle  se  réduit 
lorsque  A  r=  o,  (K'=  x), 

X  T  cr 

(49)  sin^r  =  X  cos  -  ros  -^  cos  —  .  .  . . 

(')    Voir  la  noie'  (r).  ; 


(     2()8     ) 

(^cLtc;  doriiièro  a  une  analogue  directe  dans  la  formule 
qu'on  peut  obtenir  en  faisant  le  produit  des  fonctions 
de  module  A  (formule  de  duplication) 


X    \             X 
•iu\   —   \   V  [  

X      \  \  'IP  /         \  '2/' 


'11'  /  V  n> 


p  prenant  toutes  les  valeurs  de  i  à  «  : 

,      ,  „        /    ^  \  V   2  /  V  '22  /  \  2' 


^  ''^^fh-œ-^h-5 


Il  croissant  indéfiniment,  on  a  la  formule 


X\         /  X  \  X 

(5o)  ii{x)  =  x 


\2'7  \2" 


n[-(i)-K^-)] 


analogue  à  la  formule  (49) i  nous  retrouvons  donc 
encore  à  ce  propos  les  deux  sortes  d'analogies  signalées 
dans  la  note  (c). 

Si  l'on  double  rargiiment  dans  la  transformation  (I\  ), 
on  obtient  la  transformation  de  Gauss  (V).  Pour  con- 
struire ces  fonctions,  on  pourra  se  servir  des  for- 
mules (V)  qui  s'écrivent 


If,  ,   ,^      2v/±/>:  I  i±/i-  sincodziiiiuo' 

|_  I  ±:  A:   J  I  ±  A  zt-  1  zh  SI n  w  SI  n  w 

r,  ,  ,,      yV^Il  T=hA-  cosO±cosO' 

L  idz/i  J  izii/t^'2  iihcosOcosO 


(3i) 


Au  lieu  de  construire  ces  formules,  on  pourra  dou- 
bler l'argument  dans  les  constructions  précédentes  des 
fonctions  (IV)  ou,  mieux  encore,  doubler  rargumenl  .r 


(  ^6.,  ) 
erabord,  puis  faire  la  transfornialion  (IV).  En  se  servant 
des  formules  démontrées 

ii(-?.x)  =  sin2C3  =  y  siii2'^' 

taiiiî  o  —  — 

V  (t.x)  =  sin  2'^  =  y  si n  2 4^' 
A.' 

et  des  formules  (4')'  (4^)?  on  voit  qne 


ee  (jni  permet  de  construire  faeilenuMit  le  point  (//,,  l'i") 
connaissant    le    point    (/f=sina),    e=reosO)    dont    les 
coordonnées     polaiies     sont     l'anj^le    cp     et     le     rayon 
/•  =  sec'^'  {'>''^). 
Posant 


^'1  i^i) 


=  tan-ç;,,  j-,  =  (i -+  /  ,i./-, 


1  -f-  A  I  -h  Al 

on  construit  le  point  //,  (  :>,.r,,  Â|),  e,(2.r,A,)  et  au 
moyen  des  deux  angles  'a'^i  et  '>'^', ,  qui  sont  tels  (pu; 

"1  (  ^'^1?  ^'"1  )  =  sin  20,  =  —  siii  2'v', , 

Aj 

on  obtient  le  point  dont  les  coordonnées  sont  les 
deuxièmes  transformées  de  «^rV'.f  par  la  transformation 

de  Gauss 

ffiiT^,  A'o)  =  sin  (  '^1  H-  çp',), 

^"2(^2,  ^'2)  =  cos(o,  —  o\), 

cl  ainsi  de  suite;  on  forme  ainsi  les  ji^'"^'^''  transformées 
de  Ux^  ^x]  mais  il  faut  remarquer  que  l'argument  et 
l'amplitude     croissent     indéfiniment  ;     leurs    rapports 


(  270  ) 

avec  p."  tenJoiit  vers  une  limite  commune  qui  (;st  -^ 
{voir  la  traiisformaliou  IV). 

6.  Su7'  les  fonctions  hy/)e/boli(/iies.  —  jNous  avons 
moiilré  qu'on  pouvait  représenter  les  parties  réelles  des 
formules  qui  contiennent  des  imaginaires.  Mais  on  est 
conduit  à  d'autres  représentations  géométriques,  si  l'on 
remarque  que,  tandis  que  u(x, /r),  ^(.r,  A)  sont  ana- 
logues aux  fonctions  circulaires  sin  x,  coso:,  les  fonctions 
d'argument  purement  imaginaires  mises  sous  la  forme 

(53)        U(37, /0=  ^^^^^:^^\  Y(a',A)  =  i-^(ix,/c), 

sont  réelles  et  analogues  aux  fonctions  dites  hyperbo- 
liques 

s  I  n  t  .'2^ 

■ — : —  =  Sh.r,         cosix  =  Ghx. 
i 

Les  formules  Y 11,  qui  expriment  des  fonctions  de 
cette  nature  au  moj^en  des  fonctions  d'argument  réel 
ti(x,  A),  i^(x,  A),  nous  conduisent,  afin  de  pouvoir  nous 
servir  de  la  figure  tracée  et  de  l'étude  précédente,  à  étu- 
dier les  fonctions  U,  V  de  module  k'  que  donnent  les 
formules  Vil  sous  la  forme 

(  54  )     u (r ,  /.')  =       "(^-n      ,      X( .^,  /■)  =  '  . 

On  peut,  bien  entendu,  étudier  directement  ces  fonc- 
tions, ou  celles  de  module  A  ;  c'est-à-dire  tracer  la  courbe 
dont  l'équation  , 

(55)  V2_  [j2^,  _/■';>  U  2  V2, 

puis  chercher  une  représentation  àv  x  par  un  calcul 
analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  au  début  de  ce 
Mémoire  j    on    se   servira   pour    cela    des   formules    en 


(  :>.7'  ) 
//(.r,  fk'),  iM  .r,  k')  et  l'on  y  cliaiig(;ra  x  eu  ix,  u  en  /U, 
i'  en  V.  L'argument  j:  étant  le  même  dans  les  fonctions 
U(j:,  A^),  V(x,  A-'),  «(j:,  A),  i'(x,  A)  [formules  (j.'j)], 
on  retrouvera  la  courbe  (p,  es)  précédenunent  trouvée. 
Ou  voit  d'ailleurs  immédiatement  que 

U(a-,  A')        u{x,/k) 


\{x,/{')       i'(.r,  A) 


=  tan<-^, 


c'est-à-dire  cjue  l'angle  z>  est  le  même.  Nous  n'entrerons 
pas  dans  le  détail  des  calculs  (jui  permettent  de  faire 
une  étude  directe  de  U.r,  a',  V.r,A  au  moyeu  des  angles 
.p,  (o,  0,  .  .  . ,  dont  nous  nous  sommes  servis;  mais  consi- 
dérant Vr  et  \ .,  comme  les  analogues  de  Sli.r,  CliT, 
nous  posei'ons 

i   li.,.,/,.=  SliU-  j,SUiï, 
)    V,.,/,  —  cil  H  —    j-  CliH  . 

(  )-)  î^^'^-  =  Tlii»  =  laiifî'i, 

il,  il',  (-),  (")'  ne  sont  plus  des  arcs  comme  (o,  d/,  0,  0',  niais 
des  secteurs  liypcrboli(]ues,  les  cercles  O, ,  O',  de  rayons  i 

et  7    étant    remplacés   par   des    hyperboles  écjuilalères 

d'axes  respectifs  i  et  ^,  ;  à  cet  égard,  nous  devons  dire 
(pie  0'  ne  figure  dans  ces  formules  (pie  pour  la  symétrie, 
car  il  est  imaginaire,  V  restant  inférieur  à  r,  ainsi  qu'on 
le  voit  par  l'écpialiou  de   la  courbe    (55j    ([u'on   peut 


écrire 


ou 


(i-i-A'2U2)(i  — A'-^V2)  =  A2, 


08j  tCli<>'GhB'=  A-,         T!i0  =  ATht>, 

Clil>  .,  ShH 

Che  =  -T^ — ;,  bïiil  = 


Cliii'  /S 11  6' 


(  -^-^  ) 

formules  analogues  aux  formules  (i3),  (i4)>  (1^)1  ('^)- 
Nous  verrous  plus  loin  par  quelle  quantité  réelle  on 
peut  remplacer  H';  ces  formules  (56),  comme  celles  qui 
suivent,  doivent  d'ailleurs  nécessairement  être  couver- 
ties  eu  formules  trigonométriques  iorsqu'ou  veut  eu 
faire  des  applications  géométriques  ou  numéiiques. 

Dans  une  lettre  qu'a  bien  voulu  m'adresser  M.  Léme- 
ray,  le  10  février  de  cette  année,  sur  uue  représentation 
géométrique  de  ces  fonctions,  ce  géomètre  remplaçait  le 
cercle  et  l'ellipse  qui  lui  servaient  dans  le  cas  de  u{x,  A;), 
\^(x^Jx)  par  deux  hyperboles,  l'une  équilatère,  l'autre 

d'axes  i   et  -p  [pour  les  fonctions  U(.r,  A),  V(j:,  A)]  et, 

se  servant  de  la  notion  de  rayon  vecteur  hyperho- 
lique  qu'a  introduite  INI.  Laisant  dans  son  Ouvrage  sur 
les  fonctions  hyperboliques  ('),  il  obtenait  une  repré- 
sentation analogue  à  celle  du  cas  de  l'argument  réel, 
par  des  formules  qui  se  déduisent  des  premières  par  le 
seul  changement  des  fonctions  circulaires  en  fonctions 

hyperboliques  et  du  rayon  vecteur  v  i"--f-T,'-  en  le  rayon 

vecteur  hypeibolique  ^^-  —  rj-  (i,  Tj  étant  les  coordon- 
nées orthogonales  d'un  point  (pielconque).  Cette 
remarque  d'un  ordre  général,  utilisée  en  1874  \>^^' 
M.  Laisant  (/oc.  cit.)  peut  conduire,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  aux  formules  suivantes  qu'on  pouria 
d'ailleurs  vérifier  directement  : 

Soient  P,  Pl,  W  les  rayons  vecteurs  hyperboliques  de  la 
courbe  (p,  cp)  qui  représente  x  et  des  points  M,  M'  (dont 
le  second  est  imaginaire)  de  la  courbe  (U^r,^',^^  y^)  relatifs 
au  secteur  hypeibolique  $,  c'est-à-dire  à  l'angle  c5.  On  a 


(')  Essai  sur  la  théorie  des  fonctions  hyperboliques ,  par 
M,  C.-A.  Laisant,  18-4  {Mé moires  de  la  Société  des  Sciences  phy- 
siques et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  X.  i'  Cahier). 
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/4/i/î.  de  Matliéniat.,  !\'  série,  t.  I.  (Juin  1901.) 


(  ^74  ) 

Ce  Tableau  de  formules  parfaitemeiiL  symétriques  ('  ) 
montre  que,  à  côté  des  suius  et  cosinus  elliptiques  Ux  kt 
Vx,hi  on  pourra  considérer  des  sinus  et  cosinus  hyper- 
boliques [\'noàh')Vix,h'-)^ x,k''  Les  fonctions  elliptiques 
(mod/r)  s'expriment  toutes  par  les  fonctions  elliptiques 
élémentaires  (modo),  c'est-à-dire  les  fonctions  circu- 
laires, lorsqu'on  introduit  les  angles  to,  Q,  20,  ..., 
appelés  amplitudes  elliptiques;  de  même,  les  fonctions 
hyperboliques  (niod  A')  s'expriment  toutes  par  les  fonc- 
tions hyperboliques  élémentaires  (modo),  Sh,  Ch, 
lorsqu'on  introduit  les  secteurs  hyperboliques  Q,  0, 
2<ï>,  .  .  .,  qu'on  est  ainsi  conduit  à  appeler  des  ampli- 
tudes hyperholiques.  Mais  ici,  nous  rencontrons  une 
expression  employée  depuis  Houël  dans  un  tout  autre 
sens  :  lorsqu'on  a  atVaire  aux  fonctions  élémentaires  Shx, 
Ghx,  le  secteur  hyperbolique  ne  se  prêtant  guère  aux 
calculs,  on  remplace  les  variables  précédentes  par  des 
lignes  trigonométriques  de  l'angle  introduit  par  Lam- 
bert sous  le  nom  d'angle  trajiscendant,  et  qui  a  été 
nommé  depuis  par  Cayley  gudermanien,  et  par  Houël 
amplitude  hyperbolique  (^)^  cet  angle,  relativement  à 
Q  et  ©  dans  nos  formules,  est,  avec  la  notation  de 
Cayley, 

ou  avec  celle  de  Houël  : 

to  =  am/iQ,         co'=  am/i0. 

Cette  dernière  notation  étant  admise  par  un  grand 
nombre  de  mathématiciens,  nous  ne  pouvons  nous  l'ap- 
proprier en  lui  donnant  une  autre  signification.  Nous 


(')  On  remarquera  les  deux    cas  de  dégénérescence    :    1°  k  —  o, 
k'=  i;  0.0  A-  =  I,  /:'=  o. 

(-)  Laisant,  Fonctions  Jiypcrboliques  {loc.  cit.). 


(  "--s  ) 

nous  pcrinetlrons  cepondaiit  do  montrer  j)ar  les  lor- 
niules  suivantes  combien  la  notation  co  =  ame(a*,  A), 
Q  =  am^(:r,A')  introduirait  de  s^'métrie,  Q  poi  tant  le 
nom  d'amp/ituf/e  liyperhoUque  de  x  (mod  A^')  comme  (o 
porte  le  nom  (ï aiupliliide  eUipliquc  de  x  (mod  A)  : 


Û     =  am/,(>,  A'), 
}A*  —  am/j(4:r,  A'), 


(V 


^  ani/,  (  k'x,  -p 


>.^V 


a  m 


2  M'  =  am/,  (nkx,  -j-  j 


ik' 


.(.//.r,^,) 


(Go)/ 


am^-Lr,  A), 


ik  \ 


iAme[k'x,^-rr  )' 


anie(2^,  A), 


=-^  ani, 


■>, '^  =^  iiiii,. 


A:r 


'A 


...,jj. 


2'i; 


am. 


A' 


^. 


'  A' 

(Glie'=  sinO'), 


(GhiM^'=  sin*^'). 


Les  angles  réels  0',  a'V,  et  les  secteuis  liypeiljoli(]ues 
imaginaires  B',  2 M''  ne  sont  pas  des  amplitudes.  A  ces 
formules  on  pourca  ajouter  les  relations  suivantes  : 


(61) 


(   -y.o  =  gd}.^,  10'  —  gd'iW,  y.'h  —  gd.i^P'. 


Ajoutons  que,  si  l'on  employait  cette  expression  d^ani- 
plitude  iiy'perholiijae  dans  le  sens  que  nous  iïidiquons, 
on  pourrait  dire  que  les  amplitudes  elliptiques  ou  hyper- 
boliques sont  destinées  à  exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires  (mod  o),  sin.cos,  Sh,  Ch,  les  fonctions 
elliptiques  ou  hyperboliques  de  modules  diiïérents  de 
zéro,  zf,  v^  U,  V,  et  il  serait  entendu  que,  sauf  des  cas 
tout  spéciaux,  V amplitude  hyperbolique  ne  peut  entrer 
que  dans  des  formules  relatives  aux  fonctions  hyper- 


(  276  ) 
bollques  U,  V,  sous  les  signes  Sli,  Cli,  Tli,  et  que  l'am- 
plitude elliptique  ne  peut  entrer  que  dajis  des  formules 
relatives  aux  fonctions  elliptiques  u,  t^,  sous  les  signes 
siii,  cos,  tang,  les  relations  entre  les  deux  sortes  d'am- 
plitudes pouvant  d'ailleurs  toujours  se  mettre  sous  la 
forme  (6i). 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'usage  ayant  à  peu  près  consacré 
l'expression  à' amplitude  hyperbolique  dans  le  sens  que 
lui  a  attribué  Houël,  nous  n'insistons  pas. 

7.  Sur  quelques  transformations  des  fonctions  hy- 
perboliques de  module  k' ,  —  Les  formules  (60)  suffisent 
à  montrer  quelles  sont,  à  l'égard  des  fonctions  U,  V,  les 
transformations  VIII,  X,  et  nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  d'exprimer  les  nouvelles  fonctions  UV  au  moyen 
des  anciennes,  calcul  qu'on  peut  d'ailleurs  faire  direc- 
tement sur  les  fonctions  u{ix,  A')  =  lU,  v^[ix,  Ix)  =  V, 
dont  les  transformations  seront  facilement  obtenues  par 
l'écbange  de  k  et  de  k'  dans  toutes  les  transformations 
que  nous  avons  données  (I-XIII)  au  sujet  des  fonctions 
de  module  A". 

L'une  de  ces  transformations  est  particulièrement 
intéressante  :  c'est  celle  que  l'on  obtient  en  effectuant 
la  transformation  de  Landen  sur  les  fonctions  u(ix^  A'), 
w(i\r,  A'),  ce  qui  donne  la  transformation  XI  des  fonc- 
tions elliptiques  de  module  A,  ou  la  transformation  sui- 
vante des  fonctions  U,  V  de  module  A'  : 

(62)  I       L  i±k] 

f       =  (i=tA-)U(^,  A^')V(:r,  A')  =  (i=t/OSlii^.Ch0, 

ou,  en  vertu  de  la  relation  (58), 

The  =  A-Thl>  : 

(G3)  U  ^(i  ±  A).r,  ii|]  =  Sh(û  ±  0). 


(  277  ) 

La  transformation  XI  des  fonctions  elliptiqncs  «a-,  a, 
Çj.  /;,  n'est  donc,  à  l'égard  des  fonctions  hyperboliques 
Uj,Aî  ^x,k',  qu'une  transformation  analogue  à  celle  de 
Landen,  ce  qui  était  à  prévoir,  et  se  met  sous  une  forme 
analogue  à  celle-ci  [formule  (20)]  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires  (modo). 

Posant 

(64)        i>,  =  i>-'r-H,        i>',  =  0  — e,        A'  =  iZ^, 

I   -T-    A 

on  aura 

(  65  )      U  [(  I  -f-  A-  )^,  A',  J  =  Sh  i>,  --  tV  Î5h  i>', 

'm 

et 

(GO)    v[(i-+-/v.r,  Â;]  =  GhH,=  ^^Ghe;=-^[i^    («). 

Le  retour  inverse  aux  fonctions  de  module  A',  \Jx,kfi 
Vj-,  A' (c'est-à-dire  relativement  aux  fonctions  Ux,ky  ^x,/ij 
la  transformation  Xll  a])pliquée  aux  fonctions  de  mo- 
dnle '  )  se  lera  par  les  formules 

I  -h  A  /  ' 

(  ^-"■'  =  ". 


La  répétition  de  la  transformation  (6'>),  (k\  == j  ), 

donne  au  bout  de  7i  opérations  (-)  ianiplitiide  hjper- 


(')  Comparer  les  formules  (64),   (65),   (66)  aux   formules  (28), 

(29)'  (3")- 

(-)  Il  faut  bien  remarquer  que  la  répétition  delà  transformation  (62) 
n'est  pas  la  répétition  de  la  transformation  XI  des  fonctions  u{x,  k), 
v(a:,  A),  mais  est  la  répétition  delà  transformation  de  Landen  des 
fonctions  u{ix,  k')  =  l'U,  v{ix^  k')  =  V.  Nous  avons  vu  que  la  répé- 
tition de  \ï  donne  à  nouveau  le  module  A. 


(  ^7»  ) 
boliciue  (voif  plus  haut)  Q,i  : 

(68 )  O,,  =  S>  -I-  0  4-  0,  +  02  -^ . . .  -4-  0,,_, , 

qui  croît  avec  n  au  delà  de  loute  limite  comme  l'argu- 
ment lui-même  (' ). 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  transformation  inverse 
qui,  faite  au  moyen  des  formules  (67)  appliquées  aux 
fonctions  Ux.k'')  ^x^k'  elles-mêmes,  donne 

il  -[-  o'  il o' 


'{1 


(69)' 


Ch::^ — Il 


[,,  -^Sjk'  1-^^'  .X.  ,,  1 

formules  que  l'on  pourra  comparer  aux  formules  (4  1)  <^^ 
qui,  si  l'on  double  l'argument,  donnent  la  transforma- 
tion deGauss  (V)pour  les  fonctions  hyperboliques  U,  V 
de  module  A'  : 

[  U[(i  +  /r'):r, /.;,,]  =:-^i£^,U=  Sh(<î> -I- *'), 

analogues  aux  formules  (5i),  (Sa). 

Si  l'on  répète  /i  fois  la  transformation  (69),  on  a 

X{n)  —  ~ OC  —  g(n)Xy 


7t  i27 

(')  Leurs  rapports  avec  2"  tendent  vers  une  limite  commune  — -, 
ri  le  module  lend  vers  /.cro. 


(  -m  ) 

g^„)  que  l'on  peut  écrire 

(i  +  /v(i))(i4- A-(2))..-(i-^/m/o)» 
tend  vers  -^  en  croissant,   en  sorte  que  X(,,)  reste  fini 
quel  que  soit  n.  Posant 

on  voit  que,  A'^^j  tendant  vers  i, 

Il  TT  iC 

)  limU(„)r.^  -riim  M (i>(„), /<:;„,)  =  tang—j^, 
(71)  <  J  2K 


limV(„)=  I. 

Si  l'on  écrit 

(r-f-A-')U(^,A')=.2U(i)V(,„ 


on  obtient,  par  n  égalités  de  cetl(;  forme, 
(7.)  V{T,  A')  =  Hi>iîl*k>)  v,„V,„  . . .  v,„„ 

et  en  faisant  croître  /^  indéfiniment 

^_^^       )  U(:r,  /.')  =.  2K ii^  V,,,  V,3) . .  .  \V,,  .  .  ., 

J     r        _(i^Â:-)(i-i-A-;.,)...(i  +  AU-n)  J 

formule  analogue  à  la  suivante  ('). 

(74)  Sh^  ^  xGh  îf  Ch  -^  Gh  4. . .  , 


(')  Les  formules  (49)  et  (74)  concernant  les  fonctions  circulaires 
ou  hyperboliques  élémentaires  (modo),  et  dont  nous  avons  trouvé 
des  analogues  concernant  les  fonctions  elliptiques  u,  v  ou  hyperbo- 
liques U,  V  (mod  7^  o)  sont  tirées  de  l'Ouvrage  cité  de  M.  Laisant 
(  Essai  sur. .  . .  1874  ). 


(  ..80  ) 

à  laquelle  elle  se  réduit  lorsqu'on  fait  A'=  o,  (K  =  oc). 

La  formule  (yS)  est,  pour  les  fonctions  hyperbo- 
liques U,  V  (modA'),  ce  qu'est  la  formule  (48)  pour 
les  fonctions  elliptiques  u^  v  (modA),  comme  la  for- 
mule (74)  ^*st  pour  les  fonctions  hyperboliques  élé- 
mentaires (modo),  ce  qu'est  la  formule  [^^)  pour  les 
fonctions  circulaires,  c'est-à-dire  les  fonctions  elliptiques 
élémentaires  (modo). 

L'analogie  des  formules  (78)  et  (74)  est  de  la  seconde 
sorte  [voir  la  note  (c)].  On  obtient  une  analogue  directe 
de  la  formule  (74) "en  multipliant  membre  à  membre 
n  égalités  de  la  forme  suivante  (duplication  de  l'ar- 
gument) : 


U       -T— ,// 


(/?  =  I,  2,  ..  .,  /l), 

puis  faisant  croître  n  indéfiniment;  on  a  ainsi,  comme 
dans  le  cas  des  fonctions  u,  (^  (5o)  : 


(76)     \]{x,k')  =  x 


Dans  le  présent  Mémoire,  nous  avons  donné  quelques 
propriétés,  analytiques  ou  géométriques,  des  fonctions 
u  =  snx,  {■'  =  sn  (.r  +  K)  et  des  fonctions  hyperboliques 
qui  en  dérivent  par  la  considération  d'un  argument  pu- 
rement imaginaire  (*);  on  nous  permettra  de  conclure. 


(')  Le  lecLcur  est  prié  d'écrire  lui-même  les  formules  concernant 

/       t  '\        ,       1  ,^                                 .•                       .     .T        ''(  ix^  k' ) 
u{a;,  fi  ),    v{x,k  ),    pour     passer    directement    a    L  — : > 


(  '^81  ) 
comme  clans  notre  première  Note  sur  ces  fondions  parue 
en  1898  dans  ce  Journal  :  les  fonctions 

Il  =  sn(a',  Â'),         V  =^  ii\{x  -\-  K,  k) 

sont,  par  leurs  propriétés  corrélatives,   les  analogues 
des  fonctions  sino?,  coso:. 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1075. 

(  18T2,  p.   190.) 

Le  nombre  des  nombres  premiers  compris  entre  un 
nombre  entier  positif  A  et  son  double  est  moindre  que 
celui  des   nombres  premiers   non   supérieurs   à   A. 

(LiONNET.) 
SOLUTION 

Par  M.  E.  Landau. 

Le  lh»!'orème  démontré,  il  y  a  quelques  années,  par 
MiM .  von  Mangoldt  et  de  la  \  allée  -  Poussin  que  le 
nombre    'Tr(^)    des    nombres     premiers     inférieurs    à    x    est 

X 

asymptotiquc    à ne    prouve   que    l'égalité    asymptotiquc 

\o^x 

des  deux  grandeurs  en  question;  ce  n'est  que  la  proposition 
suivante,  due  à  AL  de  la  Vallée-Poussin,  qui  permet  de  tran- 
cher la  question  : 

T.{x)  =  h\{x)  -i-  0(a:e-«/i^^), 

où    Li(:r)   désigne    le    logarithme    intégral,    a    une   constante 
positive  et  0[G(a7)J  une  fonction  telle  que  son  quotient  par 
G(:r)  reste  fini  pour  a;  =  co. 
En  elTet,  en  vertu  de  l'identité 


r  dx    _ 
J  loga^ 


X 

X 

r  dx 

\ogx 

X 

^       •   01 

logx 

■    log-^^    '    ^^ 

\\o^^x , 

(     .82     ) 

on  a,  l'ordre  de  grandeur  de  xe~^^^^^'  étant  inférieur  à  celui 


X 

de  - — — 
log^a? 


^(^)     =  TTZ^-^  T~rz-^^ 


logic        log-:r  \log3a7 

71(207)   =   :; i h   --; ; h  O       -, 

10ga7-f-log2  (I0ga7  4-l0g2)2  \log^X 

IX  2  102  2.37  2.27  ^    /        X       \ 


O 


log-^.r/ 


loga?  log'2;r  log^^p  \1 

Or,  l'excès  du  nombre  des  nombres  premiers  compris  entre 
X  et  IX  sur  celui  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  est 

tJix)  —  27T(^)  =  —  2l0g27 hO(, ,, 

^  ^  ^      ^  '^      log2a7  \\0g^x/' 

cet  excès  est  donc  négatif  pour  tous  les  x  supérieurs  à  une 
certaine  limite.  Le  calcul  de  cette  limite,  à  partir  de  laquelle 
le  théorème  en  question  est  ainsi  démontré,  n'offre  aucun 
intérêt,  car  elle  dépasse  de  beaucoup  la  limite  des  Tables  de 
nombres  premiers. 

1548. 

(1885,  p.  487.) 


Prouver  que 


=  entier 


^n,p 

(Catalan.) 


SOLUTION 

Par  M.  E.  Landau. 
En  posant 

n  — p  =  Xi,  p  :=  X-i, 

il  s'agit  de  démontrer  que 

'ixi  !  2 r  1  !  2 a?2  •'  '2 X2  !  Xi  l  x^_  \ 

J'i  !  Xy  !  Xi  !  .Ti  !  X'i_\  X'i}.  X^l  X.2  \{Xi-T-  X2)l 
2Xil  '2Xi\  2  X2  !  2  Xi  '. 

=  entier 


.ri  !  ^1  !  iTi  !  x-i  !  x^  !  .rs  !  (  .ri  +  X2  )  '• 


(  ^^83  ) 

Pour  cela,  il  suffit,  en  vertu  du  théorème  que  j'ai  établi  (  p.  356 
du  t.  XIX,  1900)  que 

pour  toutes  les  valeurs  de  ^i,j'2  comprises  entre  o  et  i  (inclu- 
sivement). 

i""  Pour  )'i=  1,^.2=  I,  l'on  a  en  ellet 

4  -r-    t  =    5  -^    )  -4-  ?.  , 

•2"  Pour  >'!  =  I,  ^.2<  I?  (')  prend  la  forme 

4  -i-  -i  [  2 j-o  ]  ^  3  -M  =  4 , 

ce  qui  est  évident,  [•>J^2j  étant  o  ou  i  ; 

3"  Pour  jKi  <  I,  ^2  =  i,  (0  revient  pareillement  à  l'inégalité 
évidente 

■^'["ViJ  -^  I  J'i  -^  «  =  1; 

i"   Pour  ^1  <  I ,  ^2  <  '  7  ''  ^iJut  |)rouver  que 

•■*[2riJ-^-'[v2l-[ri-*-j'2]- 

En  effet,  la  plus  grande  des  deux  quantités  y.j^i,  sîj'a  csl, 
à  elle  seule,  au  moins  égale  à  leur  moyenne  arithmétique 

1675. 

(  I8'J*,   p.   i  •.) 

On  considère  tous  les  cercles  de  rayon  constant  tangents 
à  une  conique.  Lieu  du  pôle  de  la  seconde  corde  d'inter- 
section du  cercle  et  de  la  conique  par  rapport  à  la  conique. 
Cas  particulier  d'un  cercle  de  rayon  nul.  Montrer  que, 
dans  ce  cas,  le  pôle  de  la  seconde  corde  d'intersection  du 
cercle  et  de  la  conique  n'est  autre  que  le  point  fixe  du 
tliéorènie  de  Frégier,  relatif  aux  angles  droits  ayant  leur 
sommet  au  point  considéré  de  la  conique. 

(Andrk  Cazajiian.) 
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SOLUTION 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 

i"  Cas  d'une  conique  à  centime  {ellipse).  —  Soit  l'équalion 
de  l'ellipse 

(i)  b^x^-i- a^y^—a^-b^-  =  o. 

La  tangente  au  point  (a^ijKi)  de  l'ellipse  a  pour  équation 

h'^  xxx  —  Cl*'  yy\  —  a^b-  =  o. 

La  seconde  sécante  d'intersection  de  l'ellipse  avec  un  cercle 
tangent  en  {x^yi)  à  l'ellipse  a  pour  équation 

(2)  b'^-xx^— a^-yyi-^  ii.  =  o\ 

de  sorte  que  l'équation  de  ce  cercle  est  de  la  forme 

(3)  ' 

(       -h  {b'^xxx  -h  a-yfi —  a'^b'*-)  {b-xx^  —  ci'^yXi  +  {J-)  =  o, 


avec  la  condition 


^  ^  a'*y\-^bKx\ 


c- 


En  tenant  compte  de  celte  valeur  de  X,  et  de  la  relation 
(4)  b'^x\-^a'>-y\=^a'^-b\ 

l'équation  (3)  du  cercle  devient 

a'^  b'^ {x'^ -\- y"-) 


(5)  ^v       -^b^-c{\x  —  a'-b'^)x^x-^a'''C{\x-^a'^b''')yxy 

\  —  a2  62(jjtc2-f.  rtij/f  -H  6^a7f)  =0. 

Si  R  désigne  le  rayon  de  ce  cercle,  on  a 

(6)  !  iv>  / 

(       -\- a'*c'^y\{\x.-^ce-b'-Y-^  ^a^b^{\xc'^^  a'^ y\^b'^x\). 

Or,  cette  relation  peut  s'écrire 

(7)  \^^a^b^  =  {b'^x\  -i-rt''7ï)[îJic-^+«î62(rt2-4-^,2)]2. 
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La  polaire  d'un  j3oint  (a,  [3)  par  rapport  à  l'ellipse  donnée 
est 

(8)  b'^OLX -^  a''-'^y  —  a'-b'^=o. 

En  identifiant  (•>.)  et  (8),  on  trouve 
•^1        —ri  !^ 


(9) 


B  —  «2^-i 


On  aura  le  lieu  du  pôle  (a,  p)  en  éliminant  ^i,  jKi  et  [x  entre 
les  équations  (4)  et  (7)  et  les  deux  équations  (9).  En  résol- 
vant (9)  et  (4),  on  trouve 


x^  = 

abx 

v/Zz-^a^+rtSûs 

y^  =  — 

ab'^ 

^b-lOL-^-hCl'^^-^ 

ij.  = 

—  a-^b-^ 

En  portant  ces  valeurs  dans  (7),  on  obtient  pour  réqualion 
du  lieu 

=  {b'*  a2 -u  a*  ^2)  [(«2  ^  fyi)  ^/yîoLi _|_  «2  ^2  —  abc^-]\ 

ou,  en  chassant  le  radical, 

(  j(6Va2-f-rtVj32)[(a2_^  b-i yi  {  b-2 'x^- -h  a'^'^-^) -{- c'* a^b^-] 

(10)     I  —  4^262  R2(^2a2+a2jâ2)2J2 

(  =   4a2  62c*(a2-^  />2y2(^2  3,2_^«2^2)(^Va2_|-a^p2)2; 

c'est  une  courbe  du  huitième  degré. 

L'équation  (7)  donne  les  deux  valeurs  de  [x,  correspondant 
à  chacun  des  deux  cercles  de  rayon  R,  tangents  à  l'ellipse  au 
point  (j-iji). 

Lorsque  R  =  o,  on  a 

a2  62(«2-|_ô2) 

(m)  ;j.= , 
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et  le  lieu  (lo)  devient 

(12)  (a^-f-^-^)-  (62a2-f-a2  02^_  c'.a''-b'^=  o; 

c'est   une   ellipse   concentrique    et    homolhétique    à    l'ellipse 
donnée. 

En  portant  la  valeur  (11)  de  \x  dans  (9),  on  a 

(,3)  a=     '^-''^  --     ^'^^ 


Considérons  maintenant  le  triangle  rectangle  inscrit  dans 
l'ellipse,  ayant  le  sommet  de  l'angle  droit  en  {xiyi)  et  les 
côtés  de  l'angle  droit  parallèles  aux  axes.  L'hypoténuse  de 
ce  triangle  a  pour  équation 

Celle  de  la  normale  en  (cciyi)  est 

(i5)  a'^Tji^  b'^yxi=  c^XiVi. 

En  résolvant  (i4)  et  (i5),  on  trouve  pour  les  coordonnées  du 
point  de  Frégier 


^=rT— 7:1'       y 


a^-^b-^  ^  rt2_^Z>2' 

ce  sont  précisément  les  coordonnées  (i3). 

Donc,   lorsque  R  =  o,   le   point  (a,  (3)   est  bien   le  point  de 
Frégier  relatif  à  la  normale  au  point  i^x^yx). 

1°  Cas  de  la  parabole.  —  Le  calcul  se  conduit  d'une  façon 
tout  à  fait  analogue  au  cas  de  la  conique  à  centre. 
L'équation  de  la  parabole  est 

(16)  y''- —  ipx  =  o. 

L'équation  de  la  tangente  en  (a^i j^i)  est 

(17)  yyA-  poc—pxx  =  Q. 

Celle  de  la  seconde  corde  d'intersection  est 

(18)  jKJj'iH-/?^"— a  =  o. 


(  ''^S;   ) 
L'équation  du  cercle  tangent  à  la  parabole  en  (o'i^'i)  est 

(19)    >>(j'-— 2y?^)-T-(j-ji— /)^— /?Xl)(rJl-^-/?J'-^  ^i)  =  o, 

avec  la  condition 

X  =  —  (yl  -\-p'^)=—p{ix,-r-p). 

L'équation  (19)  s'écrit  donc 


(20) 


R  étant  le  rayon  de  ce  cercle,  on  trouve 

(21)  4R2jD3^(2:r,-i-/?)[;x  — /?(^,^  2/?)]2. 

La  polaire  d'un  point  (a,  3)  par  rapport  à  la  parabole  a  pour 
équation 

(22)  px  —  |3^-^/?a  =  o. 

En  identifiant  les  équations  (18)  et  (22).  on  trouve 

De  (28)  on  déduit 


(25) 


32 
ip 


Si  donc  on  porte  dans  (21)  les  valeurs  (24)  et  (2  3)  de   |jl 
et  de  Xx,  on  trouve 


(26) 


(32-f-/>2)(Oo_,^^,^__j^,o^o^,0HV^ 


Dans  le   cas   de   la   parabole,   le   lieu  de  (a,  ^)  s'abaisse  de 
deux  degrés  et  devient  une  sextique. 
Si,  dans  (21),  l'on  fait  R  =  o,  il  vient 

\^=p(xx-^'rp). 

Alors,  d'après  (2/1)  et  (28), 
(27)  a  =  .r,-^7/>, 


(28) 


ii=-J-p 
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Ce  sont  encore  bien  les  coordonnées  du  point  du  tliéorènie  de 
Frégier,  relatif  au  point  (a^iji)- 

Lorsque  R  =  o,  le  lieu  du  point  (ol,  ^)  est  la  parabole  d'équa- 
tion 

(29)  p'2  —  '2p a  H-  4/>5  =  o. 


Autre  solution  de  INI.  II.  Dellac. 

1823. 

(1899,  p.  24'..) 

Deux  coniques  G  et  Ci  ont  en  commun  le  foyer  F,  auquel 
correspondent  pour  chacune  déciles  les  directrices  A  e^  Ai 
qui  se  coupent  au  point  D.  Démontrer  que  les  tangentes 
communes  à  ces  coniques  passent  par  le  point  de  ren- 
contre de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  foyers  F'  et  Y\ 
et  de  la  perpendiculaire  élevée  en  F  à  la  droite  FD. 

(M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 
Par  M.  J.  Lez. 

Soit  AAi  une  tangente  commune  qui  coupe  ¥'¥\  en  M;  les 
deux   autres  tangentes  issues  de  M  devant  faire  aACC  MF  des 


angles  égaux  à  ÂMF',    et  du  même  côté  de  MF,   coïncident. 
M  est  donc  un  ombilic. 

La  droite  FM,  joignant  deux  ombilics  conjugués,  a  même 
pôle  par  rapport  aux  deux  coniques;  ce  pôle  est  à  la  fois  sur 
les  polaires  A  et  Ai  de  F,  c'est-à-dire  en  D  ;  et  alors  FM, 
polaire  du  point  D  de  la  directrice  A  par  rapport  à  G,  est  per- 
pendiculaire à  FD,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Autres  solutions  de  IMM.  Audibert  cl  Droz-Farny. 
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CONCOURS  DES  <  ÎVOLVELLES  A\MALES  »  M  1902. 


Sujet. 


On  considère  la  surface  dont  V équation  rela- 
tive aux  trois  axes  rectangulaires  Ox^  Ojy^,  Oz 

est    , 

I         I         I         ( 

-  :,    +  —  -H  —  =  77 

œ-        y-        z-        l- 

et  le  plan  tangent  (II)  au  point  donné  {xQ^y^^^  z^^) 
de  cette  surface. 

Ce  plan  étant  fixé,  ainsi  que  le  centre  O  de  la 
surface,  on  la  fait  rouler  sur  le  plan  (H),  de 
façon  que  la  rotation  instantanée  01  soit  con- 
stamment dirigée  vers  le  point  de  contact  iM 
et  demeure  proportionnelle  à  la   longueur  du 

rayon  0\l  : 

01  =  //  X  OM, 

n  étant  une  constante  donnée. 

Former  V équation  qui  définit  la  rotation 

0I  =  <> 

en  fonction  du  temps.  Etudier  la  variation  de 
cette  rotation  ainsi  que  celles  de  ses  composantes 
suivant  les  axes  Ox-,  Oy^  Oz,  supposés  entraînés 
dans  le  mouvement  de  la  suif  ace.  Effectue]-  Vin- 
lésration  en  introduisant  au  besoin  une  variable 
intermédiaire. 

Ann.  de  Mathémat.,  4' série,  t.  I.  (Juillet  1901.)  19 
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Former  les  deux  équations  qui  définissent  à 
la  fois  la  courbe  (F)  décrite  par  le  point  de  con- 
tact M  sur  le  plan  (II)  et  le  mouvement  de  ce 
point  sur  cette  courbe.  Etudier  la  courbe  (F)  et 
la  vitesse  avec  laquelle  elle  est  parcourue  par 
le  point  M.  Montrer  que,  le  plus  souvent,  la 
courbe  (F)  est  identique  à  V herpolhodie  due  au 
roulement  d'une  certaine  quadrique  sur  un  cer- 
tain plan  et  trouver  la  nature  de  cette  quadrique. 
Effectuer  les  intégrations. 

Nota.  —  On  expliquera  avec  précision  com- 
ment sont  déterminées  les  fonctions  et  les  quan- 
tités qui  seront  introduites  pour  les  besoins  de 
V intégration,  et  Von  examinera  tous  les  cas  que 
peut  présenter  la  question. 

Conditions. 

Le  Concours  est  ouvert  à  tous  les  lecteurs  des  Nou- 
velles Annales  de  3IatJiéniaiiques . 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i"^   A  un  crédit  de  200''  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Catalogue  de  ]\L  Gaulhier-Villars  ; 
2°  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3"^   A  un  tirage  à  part  gratuit  de  100  exemplaires. 

Les  mauuscrits  devront  être  parvenus  à  la  Rédaction 
WANT  LE  i5  NOVEMBRE  1902,  tcrmc  d'absoIuc  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaitre,  ou  garder  provisoirement  Fanonjnie. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  nuuiéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
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pagné  d'un  pli  caclieté  reuferniant,  avec  la  inèine  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  novembre  1902  et  après  le  jugement  pio- 
noncé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  Travail  trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  décembre  1902,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1"  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2"  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  connaitic 
sans  retard  s'il  désire  que  la  publication  de  son  travail 
ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les   Rkuacteurs. 
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[F8h[i]  [T2a] 

ÉTUDE  D'UNE  ÉLASTIQUE  GAUCHE. 
HÉLICE  SOUMISE  A  L'ACTION  D'UN  COUPLE; 

Par  m.  B.  ÉLIE. 


Lorsqu'un  lil  éiaslique,  qui  primitivement  a  une 
courbure  et  une  torsion  nulles,  est  actionné  par  une 
force  et  un  couple  appliqués  à  une  de  ses  extrémités, 
l'autre  étant  fixée,  les  équations  différentielles  qui 
expriment  l'équilibre  final  se  trouvent  être  les  mêmes 
que  celles  relatives  au  mouvement  d'un  corps  grave 
de  révolution  ('  ). 

L'étude  de  ces  deux  problèmes,  dont  l'un  est  en 
(juelque  sorte  l'image  de  l'autre,  s'est  donc  faite  d'une 
façon  simultanée  et  surtout  par  les  nombreux  travaux 
dont  le  second  a  été  l'objet. 

Mais  lorsque  la  torsion  ainsi  que  la  courbure  ini- 
tiales du  fil  ne  sont  pas  nulles,  les  équations  diffé- 
rentielles sont  modifiées  et  l'analogie  indiquée  n'existe 
plus. 

En  partant  de  cette  nouvelle  liypotlièse  on  s'est  borné 
à  établir  qu'une  hélice  demeure  une  hélice  lorsque  la 
force  et  l'axe  du  couple  sont  parallèles  à  l'axe  de 
l'hélice. 


(  '  )  Voir  à  ce  sujet  :  Kirchuoff,  Vorlesungen  iïbcr  mateinatische 
Pliysik,  1876. 

\V.  Thomson,  Treatise  on  natural  philosophy ,  Vol.  I,  Part  II, 
i883. 

Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  1886. 
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.If  nie  suis  proposé,  dans  ce  qui  suit,  d'exaiitincr  un 
second  cas  particulier,  celui  où  l'une  des  extrémités 
étant  fixée,  l'autre  est  seulement  soumise  à  un  couple 
de  direction  quelconque.  On  verra  qu'alors  l'hélice 
vient  se  placer  sur  un  tore  dont  la  méridienne  n'est  pas 
circulaire. 

Dans  un  premier  paragraphe,  outre  les  définitions  et 
les  formules  qu'il  y  aurait  lieu  d'utiliser,  sont  établies 
les  équations  différentielles  du  problème  sous  diverses 
formes;  dans  un  deuxième  paragraphe,  les  équations 
sont  résolues  en  admettant  une  hypothèse  très  particu- 
lière sur  les  constantes  d'élasticité,  mais  qui  permet  de 
se  faire  une  idée  claire  de  la  forme  de  rélasticjue;  dans 
un  dernier  paragraphe  la  (juestiou  est  traitée  à  l'aide 
des  fonctions  ellipti(jues  sans  imposer  à  la  substance  du 
lil  (rautr(î  condition  que  d'être  isotrope.  Les  formules 
auxquelles  on  est  conduit  se  rapprochent  alors  beaucoup 
de  celles  relatives  au  mouvement  d'un  solide  de  révolii»- 
tion  dans  un  liquide  ('). 

ij    I.   —    Éqt AXIONS   UKOUILUHU:. 

Considérons  un  lil  très  mince  de  substance  homo- 
gène, dont  la  section  reste  invariable  et  a  deux  axes  de 
symétrie.  Le  lieu  des  centres  des  sections  sera,  par  défi- 
jiition,  la  courbe  du  fil.  Supposons  la  substance  ani- 
sotrope,  mais  telle  cependant  qu'elle  possède  trois  axes 
de  symétrie  cristalline  rectangulaires  :  l'un  dirigé  sui- 
vant la  langente  au  fil,  les  deux  autres  suivant  les  axes 
de  la  section.  Ces  axes  constituent  un  trièdre  de  coor- 
données mobiles  le  long  de  la  courbe  que  je  désigne 
pai'  p,  q.  / . 

(')   Voir  à  ce  sujet:  Grelnhill,  Treatise  of  ellîptic  fonctions. 
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Soient 

/?o,  (Jq  les  projeclions  de  l'inverse  des  rayons  de  courbure 
initiale  sur  les  axes  p  gI  q\ 

j'q  une  longueur  égale  à  Ja  torsion  portée  sur  l'axe 
des  r-, 

/>,  q^  r  ces  mêmes  éléments  relatifs  à  la  courbe  dé- 
formée ; 

P,  Q,  R  les  différences  p  —  />>o,  <j  —  '/o?  ''  —  'o  '•, 

A,  B,  C  trois  constantes  dépendant  de  la  section  et  de  la 
substance  du  fil. 

J'admettrai  que  l'énergie  élastique  de  l'unité  de  lon- 
gueur, après  une  déformation,  a  pour  expression  en  tout 
point  du  fil  : 


(i)  E=  -(AP2+BO?-i-GH2;>^ 

que  par  suite  les  composantes  du  couple  dû  à  Télaslicilé 
du  fil  suivant  les  axes,  sont 

-     ou     AP,  -^-     ou     BQ,  -     ou     eu. 

Les  conditions  d'équilibre  s'obtiennent  en  égalant  ces 
quantités  aux  composantes  suivant  les  mêmes  axes  des 
couples  extérieurs.  Si,  en  outre,  une  force  agit  à  l'extré- 
mité libre  du  fil,  il  faudra  adjoindre  au  premier  couple 
un  autre  agissant  en  chaque  point  du  fil  provenant  du 
tiansport  de  la  force  en  ce  point.  La  composante  suivant 
la  tangente  du  couple  résultant  modifie  la  torsion  du  fil, 
la  <3oniposante  suivant  une  perpendiculaire  à  cette  tan- 
gente modifie  la  courbure. 

Pour  doilner  une  forme  explicite  à  ces  conditions, 
nous  devons  rapporter  la  courbe  à  un  système  d'axes 
arbitraires,  mais  fixes,  Oj::,  Or,  0::^.  La  position  de  ces 
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axes  par  rapport  aux  coordonnées  mobiles  est  définie 
par  le   Tableau  suivant,    dans   lequel   j'ai  exprimé  les 
neuf  cosinus   a,   [3,  y,   en  fonction  des  angles  d'Euler 
qu'il  y  aura  lieu  d'utiliser  plus  tard  : 


(■2) 


\ 


y- 

\   z  . 

X , 

y- 


a,—  cos6  coscp  costi;  —  sinosin^, 
a*  =  COS0  cosç)  siinj/  -h  sin  c5  cos6, 
a-,  =  —  sin6  coso, 

3i  =  —  cos6  sincp  cost!^  —  coso  siiKJ', 

^2  =  —  COS0  sillO  siin];    -!-  COSCp  COS'i', 

^,  ■=       sinO  sin  <©, 

=       sinO  cos^, 
=       sinO  sin<{/, 
—       cosO, 
/'. 


Si  nous  désignons  par  V xi  l'V'  ^ ^  '•>  '^^•^'  ^^yi  ^^-  ^^^  P*'^" 
jections  sur  les  axes  lixes  de  la  force  et  du  couple  exté- 
rieurs agissant  à  une  extrémité  du  iil ,  les  équations 
d'équilibre  sont 


(3) 


a» 


23 


P3 


dO 


OK 

'-m 

dE 


=  M.-^x¥y—yh\^, 


les  indices  x^  y,   z   indiquant   la   coordonnée  suivant 
laquelle  on  projette  la  force  ou  le  couple. 

Transformons  ce  sj  stème  en  un  autre  qui  ne  contienne 
plus  ni  les  M^jz  ni  les  a,  [3,  v.  Pour  cela,  remarquons 
que,  d'après  les  définitions  des  composantes  de  la  cour- 
bure/?,  q  et  de  la  torsion  /•,  on  a,  l'accent  indiquant  la 
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déiivée  par  rapport  à  l'élément  d'arc  ds  : 

(  4  )  j  'Z  =  ^1  ï'i  +  «2  Y 2  +  ^M  7 'i ,       ^  =  —  (  Y 1  '^'i  -+-  Y2  '^2  -^  Y3  «3  ) , 
f  r^Pia'i-i-p^a^+IBga;,        /- =  -  (a,  P',+ a,  ?; -I- as  ^'3  ), 

cpie,  de  plus, 

(5)  Y,=  -/-.  Y.=  ^'  Y3=^- 

Prenons  les  dérivées  des  équations  (3)  par  rapport  à  ^, 
m ulii plions-les  respectivement  par  a<,  7.2,  73  et  ajoutons, 
en  tenant  compte  des  relations  précédentes^  nous  obte- 
nous  la  première  des  équations  suivantes  dont  les  deux 
autres  s'obtiennent  d'une  façon  analogue  : 

d   dE  ÔE  ÙE  û  T^         o   17        o   V  r 

.^,.d   dE  ÔE  ôE  ^, 

d_dE  dE  dE  _ 

ds  'c)R~'^âq~^^  dq~'^' 

On  peut  mettre  encore  les  égalités  (3)  sous  une  autre 
forme  telle  que  l'a  donnée  Binet  (').  Caractérisons,  par 
des  accents,  les  dérivées  successives  de  x,  r,  z  et  rappe- 
lons que  \Jp-  +  </-  est  l'inverse  du  rayon  de  courbure. 
On  déduit  immédiatement  des  égalités  (4)  multipliées 
par  a,  ^  et  ajoutées,  ainsi  que  de  (5)  : 


ai(P  +/?o:)  H-  Pi(Q  +  90)  =r-"-  z'y"==a.,sfjy'-^q\ 


(7)  {  a2(P-^-/?o)  +  p2(Q+  70)  =  zx"—x'z"=  t.^pt^qi^ 

\  a3(P  +/?o) -+- P3(Q  +  '/o)  =  ^y -yy  =  a3v/;^M=^. 
Si  l'on  élimine  P,  Q,  R  entre  ces  équations  et  celles  (3), 

(')   Voir  Binet  et  Wanzel,   Comptes  rendus  de   l'Ac.  des  Se., 
i84/i. 
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en  désignant  par  o,  jj.,  v  les  deuxièmes  membr(>s  de  ces 
dernières,  on  obtienl.  : 

I  A(yc"-cy')-i-GR.r'=A(a,/,„+p,^o)  +  o\ 

(8)       <   Biz'x"-x'z")-^Cny=B{a,p,-^^,qo)-+-lJ., 

{  C{.ry-yx")  +  CRz'  =  G(a3Po+ Y3^/o)  -f-v. 

Suivant  les  données  et  Jes  conditions  imposées  il  y 
aura  lieu  d'employer  telle  ou  telle  de  ces  formules.  Dans 
le  cas  présent,  la  courbe  initiale  est  une  hélice,  /?o,  Vo?  'o 
sont  constants;  la  force  extérieure  est  nulle,  lv>3=  o. 
Le  groupe  ((>)  doit  être  adopté.  Je  l'écrirai  : 

(,,)         >    B^-^^    =C/.(/-,o)  -A,M/.-/,o), 
[  ^'~~~~ds~^   =  A7(/>— /?o)  — B/>(7  —  Vn). 

11  permet  de  liouver  les  valeurs  de  p,  q^  r.  On  en  déduit 
en  effet  les  deux  intégrales  : 

(lo)  AM'2  •-  n2Q2_i_GM{2=  const.  =  INP. 

fil)  A/>2    -^Ji^^   -4_G,.2    =  const. 

Le  premier  membre  de  (lo)  est  le  carré  du  moment  du 
couple  d'élasticité  et  égal  par  suite  au  carré  du  moment 
du  couple  extérieur  que  je  désigne  par  M.  En  éliminant 
P  et  Q  entre  ces  intégrales  et  la  troisième  (9)  on  trouve 

une  relation  entre  la  dérivée  -r-  et  la  racine  d'un  poly- 
nôme en  /•  qui  ne  s'abaissera  au  quatrième  que  si  deux 
des  constantes  A,  H,  C  deviennent  égales.  C'est  une 
nouvelle  restriction  que  l'on  devra  s'imposer. 

Pourtant  je  vais  montrer  que  si  les  quantités  P,  Q,  R 
sont  supposées  connues  on  peut,  même  si  A,  B  et  i\  sont 
inégales,  ramener  la  recherche  des  a,  p,  y  et  des  coor- 
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données  à  des  (juadratures.  Les  valeurs  des  a,  [3,  y  se 
déduisent  en  effet  des  équations  (4)  ou  de  leurs  trans- 
formées 

Or  ces  égalités  sont  satisfaites  par  la  solution  parti- 
culière 

AP  o   _  I^Q  _  CR 


(ï3)  =^3=  nrr'  ^3=-irT->  T3 


en  faisant  /  =  3  i:t  supposant  M  constant.  Car  on  re- 
tombe ainsi  sur  les  équations  (9)  qui  sont  supposées 
vérifiées.  D'autre  part,  on  déduit  des  valeurs  des  a,  (3,  y 
du  Tableau  (2)  et  des  égalités  (4) 

T»  .do         .    .  d<l 

p  =  1   -h  />o  =:  SI  no  V sino  coso  -—-  ^ 

'as  'as 

,   ,,  ,.  ^0  .    ^    .       d'I 

(14)  '    q  =  n-i- 00  =  coso  — h  sm9  sincp -7^  , 

1  '  ds  '  ds 

I    /'  =  R  -4-  /•„  =  _^  _4_  cos  0  ^ , 
\  ds  ds 

d'où,  par  les  deux  premières, 

d6 
—  (P  +/>o)  coscp  H-(Q  -I-  <7o)  sincp  =  sinÔ-^* 

Eliminons  8  et  cp  entre  cette  égalité  et  les  suivantes 

«3=  —  sinO  coscp,         ^3  =  sinO  sincp,         y3=cos8, 

et  utilisons  les  valeurs  (i3)  des  a^^  ^83,  y3 ,  nous  arii- 
vons  à 

^        V  ds  A2P2-4-B2Q2 

^  étant  connu,   on  a  les  a,  p,  y  par  le  Tableau  (2)  et 
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.r,  y,  z  pour  Jes  relations  (5) 

(i6)     X  =  I  sinO  cos'^t  ds,    y  =  f  s'in^sïn^  ds,     z=l  co^O  ds. 

jointes  à 

n       CR 
Al 

C'est  la  marche  (|ue  j'adopterai  dans  les  applications. 
Avant  d'j  arriver,  examinons  encore  de  quelle  laçon 
il  faut  limiter  les  hypothèses  très  générales  faites  au 
début,  lorsque  nous  supposerons  l'égalité  de  deux  des 
constantes  A  et  B.  En  premier  lieu,  on  devra  admettre 
que  la  section  du  fil  est  circulaire.  En  second  lieu,  1(îs 
constantes  d'élasticité  devront  être  égales  dans  deux 
directions  rectangulaires  de  cette  section.  Ceci  revient 
à  considérer  la  substance  du  lil  comme  isotrope. 

A,  B  et  C  ont  alors  la  signilication  suivante  :  soient 
y  le  moment  d'inertie  de  la  section  circulaire  S  de 
rayon  h  relative  à  son  centre 

A  et  |A  les  constantes  d'élasticité  de  Lamé. 
On  a 

.         ,,               3)«-f--2;x 
(17)  A  =  n  =  /  a  — . ^ ,  ( .  =  y  |jL. 

Pour  les  métaux  élastiques,  on  a  à  peu  près  A  =  ;a, 
par  suite 

—  -  7  et  en  général  A  >  C. 


C 


4 


A  n'est  égal  à  C  que  si  le  rapport  -  est  nul.  Lorsque 

la  substance  est  isotrope  (A  =  B)  la  position  des  axes 
/7,  q  est  arbitraire,  on  peut  adopter  pour  axe  q  la  direc- 
tion du   rayon  de  courbure  initial,   c'est-à-dire  poser 
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r/o=o;  l'axe  p  est  alors  dirigé  suivant  la  biiiormale. 
C'est  ce  que  je  supposerai  désormais. 

Une  dernière  simplification  résulte  de  ce  que  la  po- 
sition des  axes  fixes  est  aussi  indéterminée.  Choisissons 
pour  axe  y  la  direction  de  l'axe  du  couple  extérieur; 
alors  les   équations    (3)   (les   F   étant   supposés   nuls) 

s'écrivent 

/  A  a,  P  -i-  B  3,  Q  +  G  Y,  R  =  o, 

ri8)  I  AagPH-BPaQH- GyoH  =o, 

(  AagP  +  BIBaQ-l-GYaB  =  M. 

Remarquons  que  les  expressions  (i3)  de  as,  [^3,  ys 
rendent  la  dernière  équation  identique.  Quant  aux 
deux  autres,  elles  sont  vérifiées  par  les  valeurs  a,  [3,  *- 
du  Tableau  (2)  si  les  lignes  trigonométriques  en  8  et  o 
sont  exprimées  en  fonction  de  P,  Q  et  R  d'après  les 
mêmes  égalités  (i3). 

§  II.  —  Examen  du  cas  de  A  =  B  =  G. 

D'après  ce  qui  précède,  cette  double  égalité  n'est 
jamais  réalisée.  Je  traiterai  cependant  ce  cas,  et  même 
en  premier  lieu,  parce  que  les  calculs,  relativement 
très  simples,  conduisent  à  des  résultats  qui,  au  point 
de  vue  analytique,  diffèrent  de  ceux  auxquels  on  arriver 
dans  le  cas  général,  mais  qui  en  diffèrent  très  peu  aux 
points  de  vue  géométrique  et  mécanique.  La  discus- 
sion se  trouvera  abrégée  d'autant  dans  l'examen  du  cas 
général. 

Calcul  de  p^  //,  r.  —  Les  équations  (9)  se  réduisent  à 
dp 


(•9) 


M 

ds 

=  f\)  q 

—  <7o'% 

dq 

=  /^o/' 

—  '-o/^ 

dr 
ds 

=  n^p 

-/'o'/- 

(  3oi   ) 
Supposons  ^0=  o,  c'est-à-dire  l'axe  p  dans  la  direc- 
tion des  rayons  de  courbure  initiale. 
Soient 

/l'inclinaison  de  l'hélice  initiale; 

/  la  longueur  d'une  spire ^ 

c  et  T  sa  courbure  et  sa  torsion^ 

V  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  elle  est  tracée. 

Nous  avons 

costsiiw*                              cos-i 
(  iQ  )  p„=  C  =  ?  ro=  -  = 

V  V 

Posons 

Les  équations  (21)  s'écrivent 

dp  (l(/  dr 

(7.1)  -—=z'.(j^  -J-^cr  —  'fj,  ~-——cq. 

ds  ds  ds  ' 

L'étude  de  la  courbe  après  déformation  est  facilitée 
par  la  considération  de  quatre  de  ses  points,  que  je 
désignerai  par  les  indices  i,  2,  3  et  \. 

Les  points  2  et  \  correspondent  aux  valeurs 

pi     on     />»i  =  c,  cji     011     y.^=zh/yj,  /'o     ou     /'i  ^=  T, 

m  étant  défini  par 

(]es  valeurs  rendent  identique  l'intégrale  (io)  où 

définissent  la  constante  de  l'intégrale  (11) 
(  23  )  p'^  -\-  cf^  -4-  r'^=  a''--\-  m^  -i-  r^ 

et  annulent  ~;  q  est  donc  maximum  en  ces  points  et 
égal   à   ni.   On  verra  plus  loin  que  la  tangente  en  ces 
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points  est  perpendiculaire  à   l'axe  du  couple  et  qu'ils 
sont  écpiidistants  des  points  i  et  3. 

L'inclinaison  j  du  plan  osculateur  de  la  courbe  sur 
le  plan  osculateur  initial  est  donnée  en  ces  points  par 

c 

En  un  point  quelconque,  la  tangente  de  cet  angle  est 

donnée  par  —  •    A.  l'aide  des  relations  (20),   ou  trouve 

qu'il  est  maximum  pour  un  point  situé  entre    1   et  2. 
Les  points   i  et  3  correspondent  au  maximum  et  au 
minimum  de  /•.  Eliminons  jo,  q  entre  les  intégrales  (21), 
(23)  et  la  troisième  équation  (21);  nous  trouvons 

Par  suite,  le  maximum  et  le  minimum  de  /'  sont 

,    me 

/'i       ou       /'3  :=   T  m   • 

w 

Ces  valeurs  de  /•  rendent  p  minimum  ou  maximum  ; 
on  a 

pi     ou    />3  =  cqz  . 

w 

D'après  (21)  on  a  de  plus  q  =.o'^  par  suite,  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  finale  est  confondu  avec  celui 
de  l'hélice  initiale. 

En  intégrant  l'équation  (24)  et  utilisant  les  inté- 
grales (22)  et  (23)  on  obtient,  si  l'origine  des  arcs  est 
au  point   1 , 

iP  =  »  —  c    =z  m  —  cosms. 
m 
,  __  ,  ,    Q  r=  <7  ( — <7o  =  o)  =  liz /??  sin7îT.v, 

(H  —  /•   —  T    =z  m  ~  cosTOs, 
CI 
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Afin  de  discuter  ces  expressions  plus  facilement,  anti- 
cipons sur  la  connaissance  que  Ton  aura  plus  tard  des 
coordonnées  de  la  courbe.  Cette  courbe  est  située  sur 
un  tore  dont  le  plan  de  symétrie  est  celui  du  couple 
extérieur. 

Prenons  ce  plan  pour  plan  des  xj^  (jue  nous  con- 
sidérons comme  horizontal,  et  le  centre  du  tore  pour 
origine j   l'axe   O^    sera   vertical.  La  figure  ci-dessous 


représente  la  projection  horizontale  d'une  portion  de  la 
courbe;  le  trait  plein  correspond  aux  points  au-dessus 
du  plan,  le  trait  pointillé  à  ceux  situés  au-dessous.  Au 
point  I,  /•  est  maximum,  au  point  3  minimum;  en 
2  et  4  points  équidistants  de  i  et  2  la  tangente  est  hori- 
zontale. 

Si  Ton  suit  le  plan  osculateur,  il  est  confondu  v.n  1 
avec  celui  de  l'hélice,  puis  s'incline  sur  ce  dernier  jus- 
qu'en un  point  situé  entre  i  et  2,  puis  s'en  rapproche 
jusqu'à  se  confondre  avec  lui  au  point  3.  De  l'autre; 
côté  du  plan,  il  exécute  le  mouvement  en  sens  con- 
traire. 


Calcul  (le  6  et  des  cosinus  a,  3,  y.  —  D'après  (loj, 


on  a 

M  (  cP 

— ^  =  //i  (  14- 
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ou  par  les  égalités  (25) 


c 

,,  -  TU  COSTTT  S 

m 


1  -h    I    -    1     Sin^TîTi- 


d*où 

(26)  6  =  ms  4- arc  tang  I  -  sintu^  j , 

Le  premier  terme  eroît  constamment,  le  second  tou- 
jours inférieur  à  -  est  alternativement  positif  et  né- 
gatif. 

Les  lignes  trigonométriques  de  ^  dépendent  donc  de 
deux  périodes  /  et  L  définies  par 

•2TC  2  7: 

(27)  w  =^  ~,  m  =  — . 

La  seconde  L  est  égale  à  la  somme  des  longueurs  de 
spire  qu'il  faut  parcourir  pour  que  le  trièdre  mobile  pqr 
reprenne  son  orientation  initiale  par  rapport  au  trièdre 
fixe  xyz.  Quand  ceci  a  lieu  on  a 

(28)  t;t5  =  27cN,  ms=2Tzn, 
OU 

•ra  _  N  _  L, 
m         /?  /  ' 

N  représente  le  nombre  des  spires  parcourues,  71  celui 
des  circonférences  décrites  autour  du  centre  O  pour  que 
les  extrémités  du  fil  se  raccordent. 

D'après  la  définition  des  angles  9,  o  et  «j»,  on  voit 
que  9  est  l'angle  avec  Oz  de  la  tangente  à  la  courbe, 
d/  est  l'angle  du  plan  passant  par  cette  tangente  et  la 
verticale  O^  avec  O^.  C'est  donc  l'angle  avec  Ox  de  la 
tangente  à  la  projection  de  la  courbe. 

L'une  des  relations  (28)  permet  d'exprimer  d'une 
façon  simple  l'énergie  élastique  développée  dans  le  fil. 
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Formons  l'intégrale  1  K  cis  étendue  à  tout  le  til  en  uti- 
lisant les  égalités  (i)  et  (aS)  et  nous  trouvons 


/ 


Eds  =  -  M  ms  =  -  M  2  Tt  n, 

2  2 


ce  (ju'on  aurait  pu  poser  a  priori. 

Des  valeurs  P,  Q,  R  et  t{^  que  nous  venons  de  trouver 
on  déduit  immédiatement  celles  de  0,  o,  ^J^  et  a,  [3,  y» 
par  le  Tableau  (2).  En  efl'et,  on  a,  d'une  part, 

aa  =  sin  0  cos  9  =  —  > 
'        m 

(29)  /   ^3=  sinO  sincp  —  —  , 


tn 
R 


^'  =  -m 


d'autre  part, 


dx  v/P2+Q2        , 

as  m 

(3o)      {  ^f^=  -/-  =  1 -i-  siin!/, 

'    '         as  m  ^ 

dz        R 

V  ds         ni 

et  les  six  autres  qu'il  est  inutile  d'écrire. 

Comme  dernière  conclusion  à  tirer  des  valeurs  de  a, 
1^.  y,  remarquons  qu'au  point  i  (5  :=  o),  on  a 

c         .    . 
Y3=  —  =  sint, 
tu 

c'esl-à-dire  que  la  tangente  à  la  couibe  fait,  avec  le 
plan  du  couple,  un  angle  égal  à  l'inclinaison  de  l'hélice 
initiale. 

En  second  lieu,  aux  points  2,  on  a 

«3=0,         Y3=o. 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  I.  (Juillet  ryoï.)  20 
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La  binormale  et  la  tangenle  à  la  combe  sont  donc 
horizontales. 

Coordonnées  x,  y,  z  de  la  courbe.  —  On  les  ob- 
tient par  l'intégration  des  équations  (3o).  Posons 

c  c 

arc  tang  -  sinnj5  =  to  ou  -  sinT57.ç  =  tangw. 

Développons 

cos^'  =  cos(m5  -h  to),  siinj;  =  sin(/?u  +  lo); 

substituons  dans  (3o),  en  tenant  compte  de 
P2+  Q2  ^  ^i  1  L  _^_  /^fj    sin^T^s  I  . 

Ces  équations  deviennent 

\       dx  . 

TU -^- =  X  sin  m5  —  c  ?>\nw s  cos  ms , 
\        as 

]    '  dv  .  . 

( 3 1 )  <  TïT  -^  =  T  cos ms  -+-  c  smms  sin  nis, 

^  ^        ds 

dz 

W  —r~    =  C  COS  7375  . 

ds 

Si  l'on  considère  les  trois  dérivées  des  premiers 
membres  comme  les  coordonnées  d'un  point,  le  lieu  de 
ces  points  est  une  sorte  d'iierpolliodie  non  fermée,  en 
général  tracée  sur  une  sphère  de  rayon  unité  ^  ses 
rayons  vecteuis  sont  parallèles  à  la  tangente  à  l'hélice 
déformée. 

Intégrons  ces  équations  et  posons  —  =i  K,  on  obtient 


rs^x  —■  —  Kx  cosms jt^  (K  cosm5  costjss  ■+-  s\nnis  smws), 

1  —  K^  " 

^    >TTT2y=       KxsinmsH r^  (K  sin  ms  costt! s  —  cos /ns  siurs s), 

^  1  —  K-  ' 

,  m-z  =       c  siiiTTT.v. 


1 


(   ^o-    ) 
On   peut    éliminer  l'arc  nis  des  doux  premières  et, 
entre  l'équation  résultante 

(33)  c7*(:r2-!-j2)_ /kth ^-^cosTO^j    -+- (     ^        )    sin^crs 

et  la  troisième  (32),  l'arc  ms.  Le  résultat  est  une  équa- 
tion algébrique  du  quatrième  degré,  celle  du  tore  sur 
lequel  est  la  courbe. 

§  III.  —  Cas  de  A  =  B  >  C. 

La  méthode  de  calcul  est  la  même  que  dans  le  cas 
précédent.  Les  résultats  dilïéreront  très  peu.  En  place 
des  lignes  trigonométriques  d'arc  m  s  vont  s'introduire 
des  fonctions  elliptiques  jouant  un  rôle  analogue.  Je 
crois  donc  inutile  de  reproduire  les  remarques  et  les 
discussions  laites  précédemment  et  me  bornerai  à  un 
simple  formulaire  en  conservant  autant  que  possible  les 
mêmes  notations. 

Calcul  des  P,  Q,  R  e/  ag,  [^3,  Y»-  —  Les  équations  (9) 
(avec  <yo  =  o)  deviennent 

1  A^=       [(A-C)R-i-At]Q, 

(34)  {  A^  =  — [(A -G)R-h  AtIP  +  CcK, 
r^^  VA 


Les  intégrales  (10)  et  (i  1) 
(35) 


i  A2(P2+Q'-)  +  G2R2  =  A'-m^, 


I  A(/>2-h^'-)    -hG    r2  =  A(m24-c2)-f-CT2, 

et  en  les  combinant 

r3G)  A2cP-+-Gr('^— — ^  R-+- At)  =0. 


(  3o8  ) 
Les  points  2  et  4  correspondent  encore  à 

valeurs  qui  annulent  -r^  et,  par  suite,  -ry 

L'élimination  des  PQ  entre  ces  équations  conduit  à 
une  équation  contenant  un  polynôme  du  quatrième 
degré  au  Jieu  du  second 

(  -hA2c2(C2R2  — AV?l2). 

Le  deuxième  membre  égalé  à  zéro  a  toujours  deux 
racines  imaginaires  qui  ne  joueront  aucun  rôle  et  deux 
racines  réelles  de  signes  contraires  correspondant  aux 
points  I  et  3. 

Les  valeurs  de  P,   Q,  R  font  connaître  immédiate- 

ment  a3,   p3,  yj  puisqu  on  a,  en  posant  ^  =  s    et   sup- 
primant l'indice  3, 

(38)  a  =  -,  P  =  ->  Y=— -. 

Ce  sont  ces  quantités  que  je  vais  prendre  pour  in- 
connues. Je  poserai  pour  abréger 

—  =  X,  — ^  =  ix,  m  ds  =  i du.  i  =  J —  1 . 

m  zm  1 

Alors  les  intégrales  (35)  et  (36)  deviennent 

a2  -h  [^2  +  Y^  =  I , 


et  l'équation  (3^)  : 


(  3o9  ) 
Jl  n'y  a  plus  qu'à  exprimer  y  eu  fonction  de  pu  que  l'on 
définit  comme  d'ordinaire  par 


(4«) 


«0=1  «1  <^  —  ipu 

[p' u)- =  «1  a=i-\- pu       «3  =  0 

«2 — ipil         «3=0  «4 

=  ^p^u  —  gipu  —  g^. 


en  convenant  que  le  deuxième  membre  de  (4o)  est  écrit  : 

«oT^-i-  4«iY^-r-  6«2T'-t-  Cl!*' 

Il  doit  être  une  imaginaire  pure  (discriminant  négatif) 
pour  que  pu  et  y  soient  réelles. 

Les  points  i  et  3  de  courbure  et  torsion  réelles  maxima 
ou  minima  correspondent  aux  racines  du  deuxième 
membre  qui  prend  la  forme 


aQ[p{u  —  c)  —  p{u-^.~c)]     (») 


avec 


p{ic)=  -^ 
En  I  on  a 
en  3 


af  —  «0^2  _j/..\        Si«^  -  -  3«o^i  ^2 


a 


,  p'{2C)  = 


a 


Il  =  o, 


Il  =  w, 


ti)  étant  une  période  imaginaire  pure  définie  par 


—  I 


tO)   =   Wi 


Aux  points  2  et  4  O'i  a 


c?«7  _ 

diû 


ou 


/?'(i*  —  c)  — p'{ii  -f-  c)  =  o, 


I  •    ,         •   f  •  w 

égalité  satisfaite  par  zf  =  —  ï£ 


3a) 


(  '  )  Il  n'y  aura  pas  de  confusion  entre  c  représentant  la  courbure 
et  l'argunienl  c  toujours  précédé  du  signe  p  ou  j. 


(  3.0  ) 
Ces  points  sont  donc  équidislants  des  points   i  et  3 
comme  dans  le  cas  précédent;  on  a  aussi 


a  =  o,         Y  =  o; 

la  binormale  et  la  tangente  sont  par  suite  horizontales, 
La  valeur  de  y  est 

^  _       ai        I    p'(u  —  c)  — p'9.c 

«0  9.     p{u  —  c)  — p2C 

ou  encore 

(42)  Y= ^-+-Ç(WH-C)  —  !;(W—  c)  —  2^(2C). 

Avec  cette  dernière  forme  on  peut  intégrer 

z  =  I  ^f  ds, 
ce  qui  donne 

(j(  w  -4-  c  ) 

=  0 


(43)     m--—z=—     —  -+-2^(2c)  Uw  +  flog-— - 
2  L  ^0  J  fj^ii 


Comme  z  doit  reprendre  les  mêmes  valeurs  aux  points 
homologues  des  diverses  spires  et  que  si  un  argument 
quelconque  v  croit  de  k  périodes  to,  on  a 

la  constante  c  devra  vérifier 

«0  J         . 

La  valeur  de  a  se  tirera  de  (Sg)  et  ^  de  la  der- 
nière (34)  '. 

dy  1  ic  p 

du        m{z  —  I  ) 

P,  Q,  R  sont  donc  des  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  de  s. 


I 


(  3i.   ) 
Calcul    lie    '1*.    —    L'équalion   (i5),    à   l'aide  de  la 
seconde  (Sg),  se  transforme   ainsi 


=  I 


2  du  a2_^_p2  I  — Y^ 

ou  en  décomposant  le  deuxième  membre  en  fractions 
simples  : 


Il  reste  à  mettre  cette  expression  sous  forme  de  frac- 
tions simples  rationnelles  de  pu.    On  sait  qu'on  peut 

poser 

p'cipii  —  pa) 
I  —  Y  =  — 


{pa  —  pc){pu—pc) 

,  _H  Y  =  />  cipu—pb)        ^ 

'  ipb  —pc){pu—pc)' 

les  arguments  étant  convenablement  choisis. 

Remarquons  que,  pour  Y  =  zb  i ,  les  valeurs  de  -r^  sont, 
d'après  l'équation  (4^), 


«Y  ,  2  2  u 

rt  W  c  I 


et  d'après  (4^) 


f/Y  _      p'ap'c  p'bp'c 


ou 


Ces  quantités  sont  les  numérateurs  de  l'égalité  (44)  qui 
devient  ainsi  : 

di'^  _z-r-\         I  /       p' a        pa  —  pc  pb       pu  —  pc 


du         i  —  I         'i\pa — pc  pu — pa       pb — pc  pu — pb 

Mais  le  premier  terme  de  la  parenthèse  est 

p' a  p  a 

pa  —  pc       pu  —  pc 


(  3i2  ) 
dont  l'intégrale  est 

[lia-c)  +  U»^c)]u-\osl["^"}; 

si  done  on  pose 

2A'  =  Ç(a  — c)-4-C(«4-c)4-Ç(6  — c)-+-  C(6  -+-c)  +  2  ^^^, 

t  —  I 

on  obtient 


d'où 


.,         ,  I,       (7(u-T-a)(j(u-+-b) 

lù  =  ku lof?  -7 —^ r^  , 

1      ^  (j(u  —  a)(j{u  —  0) 


;'"^    =: 


1 


<7{ii  -h  a)<j{u  -+-  b) 


1^ 

J       ' 


1 


[_(s{u  —  a)(j{u  —  b)  ] 

A  l'aide  de  cette  expression  de  '];,  on  peut  obtenir  v,  ,^0 
par  les  fonctions  a-.  Ces  cosinus  sont  en  effet  les  dérivées 
en  s  dex^y;  on  a  donc  par  le  Tableau  (2) 

x' ■+-  iy  =  sin6(cos4'  -+-  i  sirnL)  =  \/ 1  —  Y^e'4', 
x' —  iy  =  sin0(cos<j;  —  i  siinj;)  =  /i  —  -^^e-^'\'. 

Mais  en  tenant  compte  de  la  relation  connue 

(j(u  -{-  a):î( u  —  a) 

pu-pa^  ^ ' 

on  a,  en  multipliant  entre  elles  les  égalités  (45)  et  en 
posant  pour  abréger 

.^ -^H-^c) ^ 

a(a  —  c)ff(a -h  c)a(6  —  c)a(6  +  c)  ' 

_     ,o"(i«  —  a)  es  {u -h- a)  (S  (il — b)<j{u^b) 
'  ~~  '^    ^  ^  a2(w-  c)a2(w-+-c)  ' 

et  par  suite 


ïAr/t 


d{x-\-iy)  _  2{Ji        <i{u  —  a)(:{u' — b) 

du  r?i{s  —  i)   <y(u  —  c)(s{u  —  c) 

d{x  —  iy)  _  i\L        g(u  -\-  a)(j{u  -h  b)    _^^^ 

du  m{z  —  i)    <j{u  —  c)<s{u  -h  c) 


(  3i3  ) 

Ce  sont  des  fonctions  elliptiques  de  deuxième  espèce. 

L'intégration  ne  pourra  se  faire  qu'en  les  dévelop- 
pant en  série.  La  décomposition  en  éléments  simples  ne 
servirait  à  rien  puisque  Ton  n'a  pas  étudié  les  fonc- 
tions dont  ces  éléments  sont  les  dérivées.  Nous  arrivons 
donc  à  cette  conclusion  que,  dans  le  cas  d'un  fil  iso- 
trope/ ^  >>  i  ),  on  ne  peut  actuellement  obtenir  les  coor- 


données  jc  et  y  de  la  courbe  sous  forme  finie  en  fonc- 
tion de  s. 


[BIO] 

ISAGE  DES  FORMES  OIADKATIOIES  DA\S  LA  TIIÉOIUE 
DES  ÉOllATIOAS; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Désignons  par  rii^  a-^-,  •  •  ■ ,  <^«  les  racines  d'une  équa- 
tion de  degré  n  à  coetiicients  réels 

f{x)  =  o, 
et  par  .s'o,  5,,  50,  .  •  .  Ie3  sommes 

2"''      2^'      2^'-'      •••• 

Considérons  la  forme  quadratique 

k<p(ai)  (zo-T-Zitti  -^...-h  Zn-ia'l-^y- 


H-  o{an)  {zo^Zian-\-- .  .^  Za-ia',l   ^y-=  V. 


Si  les  racines  aj,  «o,  ...  sont  toutes  réelles,  el  si  la 
fonction  o(x)  est  réelle,  V  sera  tout  décomposé  en  n 
carrés  réels;  mais  si,  parmi  les  racines  «,  il  s'en  trouve 


(  3.4  ) 

d'imaginaires,  on  pourra  encore  décomposer  V  en  n  car- 
rés réels,  mais  une  petite  transformation  sera  néces- 
saire. Or,  je  dis  i[v\à  chaque  couple  de  lacines  ima- 
ginaires conjuguées  correspondront  deux  carrés  de 
sigjies  contraires  réels. 

Supposons,  en  eiï'et,  a^  et  a^  imaginaires  conjuguées 
et  soit 

on  aura 

Soit 

zo4-  «1  3i-h. . .  -h  a'I'^  z,i-i  =  X  -t-  Y  /— i; 
on  aura 

-So  H-  «2  -Si  -4-  •  .  .  +  <^2~'  -S/Z-l  =  X  -f-  Y  / —  I  , 

et  la  somme  de  nos  deux  premiers  carrés  sera 

(P-^Qv/=T)(x  +  Yv/=^r- 

+  (F  _  Q  /Zr[)  (X  -  Y  v/-"T)'  =  P(X2-Y2)-  4QXY, 

ce  qui  est  bien  une  somme  de  carrés  réels,  l'un  positif, 
l'autre  négatif. 

En  second  lieu,  les  carrés  dont  la  somme  fait  V  ne 
seront  distincts  que  si  les  racines  de  y^=  o  sont  iné- 
gales, et  V  sera  la  somme  de  [a  carrés  distincts  si  les 
racines  de  y  se  réduisent  à  \k  distincts,  c'est-à-dire  si 
l'on  compte  pour  une  un  ensemble  de  k  racines  égales. 

Ceci  posé,  nous  allons  tirer  de  la  remarque  précé- 
dente une  foule  de  conséquences  plus  ou  moins  inté- 
ressantes. 

1.   Supposons  cp(rt)  =  I  ;  on  aura 


(  3.5  ) 


Soient 


rn  le  nombre  des  racines  positives  de  y  =  o  ; 

V  le  nombre  des  racines  négatives; 

2  T  le  nombre  des  racines  imaginaires,  abstraction  faite 

de  leur  degré  de  multiplicité; 
r  =  TH  H-  V  le  nombre  des  racines  réelles  ; 
P  le  nombre  des  carrés  positifs  ; 

N   le  nombre  des  carrés  négatifs    de  \  =2^Ci  z /Si^j 
décomposé  en  carrés  réels. 


On  aura 


Et  si  Ton  foiine  le  polynôme  en  x 


*o —  ^' 

*1 

S,i-\ 

*"l 

S-î  — 

.r 

S,i 

s.. 

Si 

Sfii-i 

X, 


en  appelant  i^  le  nombre  de  ses  variations,  on  aura 

et  N  sera  égal  A  n  —  P  —  (o,    (o  désignant    le    nombre 
des  racines  nulles  de  X  =  o. 


2.   Prenons  '^  =  x  —  n,  on  auia 

^'  =^(^  —  fri)(zo-^  ciiZi^  . .  .  -r-  a'f~rzn-iy- 

Soient  toujours 

P  le  nombre  des  carrés  positifs  réels; 
N  le  nombre  des  carrés  négatifs  de  V; 


(  a. 6  ) 
p  le  nombre  des  racines  de  f{x)  =  o  supérieures  à  x; 
p'  le  nombre  des  racines  de  /(x)  =  o  inférieures  à  x. 

On  aura 

N-P  =  p-p', 

et,  si  Ton  appelle  P, ,  N, ,  p,,  p',  ce  que  deviennent  P,  N^, 
p,  p'  quand  on  change  x  en  Xj , 

et,  par  suite, 

P-P,  =  p'-p;; 

donc  le  nombre  des  racines  dey^=  o  compjises  entre  x 
et  Xi  est  la  différence  entre  le  nombre  des  carrés  posi- 
tifs que  présentent  les  polynômes  V(.r)  et  V(xi  )  ou,  si 
l'on  veut,  la  différence  du  nombre  de  variations  des  po- 
lynômes en  t 


SqX  Si  —  *  Si37  $2 

SiX  —  ^2  SoT  — S3 —  t 


^n^        5«— 1 


lorsque  l'on  suppose  successivement  x  =  o:,  x=a7i, 
théorème  analogue  au  théorème  de  Sturm,  et  que  j'ai 
donné  dans  mon  Trailé  d' Ali^èbre. 

3.   Supposons  toujours  cp  =  (x  —  a)  et 

■   v  =  ^(.r-«,-)(2o+...-5«-i«r')' 

=    ^^  ZiZj ( X Si-i-j  —  5i-|_y-l-l  )  I 

le  discriminant  de  V  pourra  se  calculer  de  deux  ma- 
nières ; 

1°  Soit  directement,  et  ce  sera  • 


A  = 


1 

SqX Si       SiX  —  «2 

SiX~    Si       S2X  —  S-i 


S/i  —  l  ^         ^  ti 


J 


(  3i7  ) 
2^*  Soit  en  observant  que  le  discriminant  de 

est  égal  à  (x  —  «<)  (^  —  «o).  .  .(x  —  a,i)  multiplié  par 
le  carié  du  déterminant  de  la  substitution 


X, 


;o-^«i-i^-.  .-^a'^-^Zn-u 


qui  est  égal  à 


So       Si        ...        S,i-l 
Si       ^2        ...  Sfi 


D, 


en  sorte  que 

il  en  résulte  qui  si  D  est  di lièrent  de  zéro,  A  =  o  sera 
une  des  formes  de  l'équation /*=  o.  Mais,  si  D=o, 
noire  conclusion  est  inexacte. 

S\J'(x)  a  toutes  ses  racines  inégales,  D  ne  sera  pas 
nul  eif(x)  =  o  pourra  être  remplacé  par  A  =  o. 

Si  y  ::=  G  a  une  racine  double,  V  se  réduit  à  /^  —  i 
carrés,  son  discriminant  A  est  nul,  mais  ses  mineurs 
ne  le  sont  pas,  ce  sont  les  discriminants  de  V  obtenus 
en  annulant  la  variable  :;,<_,  et  en  faisant  abstraction 
d'un  carré  correspondant  à  la  racine  double,  mais  en  le 
doublant,  en  sorte  que  y=  o  débarrassé  de  sa  racine 
double,  ou  plutôt  léduit  à  n'avoir  plus  cette  racine 
(ju'en  qualité  de  racine  «impie,  seia 


i 


SqX 
S\X 


s. 


s  /i  —  ^X         S/i—i 
S/i—lX  —  s„ 


=  o, 


et,  en  général,  si  F(x)  =  o  désigne  ce  que  devient 
y=  o  quand  toutes  ses  racines  multiples  sont  rempla- 
cées par  les  mêmes  racines   réduiles   à  être  simples,  F 


(  3.8  ) 
s'obtiendra  en  supprimant  les  /;  dernières  lignes  et  les 
p  dernières  colonnes   de  A,  p  désignant  le  nombre  des 
facteurs  premiers  de  /"  que   l'on  doit  supprimer  pour 
qu'ils  deviennent  simples. 

Nous  avons  ainsi  un  moyen  de  supprimer  les  facteurs 
multiples  d'une  équation. 

4.    Si  nous  faisons  '^{x)  =  -'n — -•>  'i>(x)  désignant  un 
polynôme  entier,  nous  trouvons 


y  = 


1 
1 


f\a,) 


{Zq-^  5ia/,4-.  .  .->r-  Zn.xa'l 


a'^r^y- 


=      7    ZiZi 


^{ak) 


i^J  /•'  /  ^ .  \  ^'z^'^- 


f{ci,) 


Le  discriminant  de  V  est  (j>(«^  )  (]>(«2)«  •  •  ?  c'est  le 
premier  membre  de  la  résultante  de  f{x)  =  o  et 
^{x)  =  o,  on  a  donc 


R 


/'  (  «/c  ) 


^    f'{a,,) 
^    fia,) 


et  les   fonctions  symétriques  qui   sont   les  éléments  du 
déterminant  R  sont  très  faciles  à  calculer. 

>    r,',-  ^\  fiî  t3St  le  coefficient  de  -  dans  le  quotient 

^{x)xP 

11  y  a,  dans  ce  qui  précède,  non  pas  des  théorèmes 
isolés,  mais  une  véritable  méthode  que  l'on  peut  appli- 
quer dans  une  foule  de  circonstances.  Ainsi,  dans 
l'exemple  du  n°  2,  j'ai  fait  connaître  un  théorème  ana- 
lofifue  à  celui  de  Sturm,  mais  il  existe  une  infinité  de 


(  3.9) 
lliéoièines  analogues  [)ermettanl  de  séparer  les  racines 
d'une  é(jualion  algébrique;  on  peut  en  etFet  remplacer 
la  fouctiouVpar  une  quelconque  des  suivantes  : 

(z^^-h  zia  -^.  ..^Zn-^a''-^y-, 


1, 

^(x~a)  --^—^(zo-i-  z^a  ^..  . -+- ^„_,  «"-i  )2, 


Euiin  les  considérations  précédentes,  en  faisant  usage 
du  calcul  intégral,  peuvent  s'applicjuer  également  aux 
équations  transcendantes,  et  mènie  aux  systèmes  d'étpia- 
tions  à  plusieurs  inconnues.  La  mélliode  une  lois  indi- 
quée, le  lecteur  pouira  considéraijjement  augmentei-  le 
nombre  des  applications. 


[L-14a] 

SUR   m  C0\T01U  HEXAGONAL  VAHIAULE 
CmCOXSCRlT  A  L\E  OIADRIOIE; 

Par  m.  g.  FO.NTENÉ. 


En  étudiant  de  nouveau  la  question  que  j'avais  pro- 
posée dans  les  Nouvelles  Annales  (1899,  p.  4^^)  pour 
le  premier  concours  de  1900,  j'ai  obtenu  ce  résultat  : 

Si  trois  tangentes  a,  |j,  v  en  trois  points  A,  B,  G 
d'une  sphère  font,  avec  les  tangentes  en  A^  B,  G  au 
cercle  ABG  des  angles  \,  p.,  v  qui  vérifient  la  relation 

COSX  ->r-  COS|JL  -h  COSV  =  COS(X  +  jJL  H-  V  ), 

la  sphère  étant  orientée,  le  cercle  ABG  étant  dirigé, 


(  3ao  ) 
les  tangentes  ol,  p.  y  étant  dirigées  con\^enableinent,  il 
existe  une  série  indéfinie  de  contours  hexagonaux 
A' B'' G' A" B' C'A'  dont  Les  couples  de  sommets  opposés 
sont  respectivement  sur  les  droites  a,  p,  y,  et  qui  sont 
circonscrits  à  la  sphère,  les  points  de  contact  étant  dans 
un  même  plan  pour  chacun  des  trois  contours  quadran- 
gulaires  A'A"B'B"A',  .... 

La  démonstration  peut  se  faire  ainsi.  Le  pôle  du 
plan  ABC  étant  D,  si  l'on  prend  comme  tétraèdre  de 
référence  le  tétraèdre  ABGD,  la  quadrique  supposée 
quelconque  a  pour  équation 

h^y  z  -h  ^zx  -h  Qtxy  —  ^2=0, 

et  les  équations  des  tangentes  a,  [3,  y  peuvent  être  mises 

sous  la  forme 

t  ^  Z  =  -^ , 

/ABC  tangX         ^        — C' 

t  z  X 


v/ABGtangfji        ^ 


> 


Si  l'on  considère  le  contour  ouvert  A'B"C'A",  et  si 
Ton  écrit  que  l'une  des  huit  relations  liomograpliiques 
qui  ont  lieu  entre  A'  et  A"  est  involutive,  comme  cela 
doit  avoir  lieu,  on  obtient,  avec  e  =  ±:  i,  .  .  . , 

e  cos  X  -f-  e'  cos  [j.  h-  s"  cos  v  =  cos  (  X  -h  p.  -h  v  )  ; 

on  doit  d'ailleurs  prendre 

££'£"  =  +1, 

l'hypothèse  contraire  donnant  des  solutions  parasites. 
En  lemplaçant  au  besoin  \  et  a  par  X -|- tt  et  tji -+- 7:, 
on  a  d'ailleurs  s  =  4-  i ,  £'=  -|-  i,  par  suite  ^' z=z-\-\. 

Si  G,  et  G2  sont  les  génératrices  en  A  de  la  qua- 
drique,  le  rapport  anharmonique  (Gi,G27a,  AD)  est^ 


(  32.   ) 
cchii  (le  (junlre  plans  —  =  m,  m  ayaiil  des  valeurs  pio- 

porliomiL'lIcs  à  i,  —  /,  tang  A,  oc.  Donc,  si  la  cjuadi  iquc 
t'sl  une  sphère,  A  csl  l'angle  in(li(p)é  dans  l'énoncé  donné 
au  début. 

\  oiei  une  oonséc|uence  ; 

La  (fua(lri(fue  clant  donnée,  soieni  a,  ,3,  ^'  trois  lan- 
gciites  dont  les  points  de  contact  sont  A,  13,  C,  telles 
(luun  hexagone  gauche  circonsci  it  à  la  quadiique 
puisse  varier  en  ayant  ses  couples  de  sommets  sur 
ces  droites.  Si  Ion  considère  les  trois  hyperholo'ùles 
qui  sont  circonscrits  à  la  f/uadrique  le  long  de  la 
conique  ABCl,  et  qui  contiennent  respect ii*ement  les 
droites  a,  [i,  ",  on  peut  remplacer  a  par  une  généra- 
trice quelcofique  de  même  système  du  premier  hyper- 
holoïde,  etc.  On  peut  remplacer  simultanément  a,  i^,  y 
par  trois  génératrices  appartenant  à  l  autre  système. 


CEKTIFICATS   1)  EUDES   SIPEIIIEIUES 
DES  FACULTES  DES  SCIENCES. 


SOLUTION  D  l\E  ÉPDEIVE  IMIATIQIE  DE  ^lÉCAMOIE 
RATIOWELLE  ( TOILDISE,  JUILLET  ItlOO); 

Pau    m.    AUDIBKRÏ. 


Calculer  V attraction  nesvtonientie  dun  solide  homo- 
i^éne  limité  par  un  paraboloïde  de  révolution  et  pat- 
un  plan  perpendiculaire  à  l' axe  sur  un  point  matériel 
situé  au  foyer  de  la  parabole  génératrice. 

Soit  AH  la  trace  du  plan  sécant  (pu  limite  le  seg- 
ment.   On    don/ie   le   paramètre  p    de    la  parabole, 

Ann.  de  Mathemut.,  4'  série,  l.  I.  (Juillet  1901.)  21 


(  3î.  ) 

V angle   AFH  =  a,    Id  densité   p    du  pnraboloïde ,    le 
coefficient  u  d' attraction. 

Pour   quelle   ^valeur   de   V angle    a    V attraction  du 
segment  sur  le  foyer  est-elle  nulle? 

L'équation    polaire  â(i  Ja  génératrice,   le   pôle  étant 
en  F,  est 


2     ■    J 
sin-  - 

i 
L'élément  de  volume  est 

/'2  sin  G  dr  d^  do^; 

il    exercera  sur   F  une    attraction  dont  la  composante 
suivant  l'axe  sera 

;xp  sin  0  cos  6  dr  dO  du)  ; 

celle  de  l'anneau  matériel  élémentaire  qu'il  détermine 
par  une  rotation  de  2  7r  autour  de  Taxe  sera 

2  7:;jLp  sinO  cos 6  <:/0  dr. 

En   laissant  8   constant,   si  l'anneau  élémentaire  est 
situé  à  l'intérieur  du  cône   AFB,   le  rayon   vecteur    /• 


1        ,       ,    />       1       cos  a         1  I  I         T  , 

variera  de  zéro  a ^  et  clans  le  reste  du  solide, 

2      .      a  cosU 
sin2- 

•>, 

en  deliois  du  cône,  de  zéro  à  -  -' 


(  '.Wi  ) 
L'aclioli  loLah'  du  sciiincnt  est  éirale  à  la  somme  des 


deux  intégrales 


ra 
cosa 
Ô  """ 

^  sinO  cosO  t 

1  s'\\\-  - 


«  1  / 


/O 


^= —  ». -;jLp/>|  [  -r-  rosa  -4-  i  lo"  .«iin  -  jj 


•>.  log  sin- 


r,—  I,  r- —  2r:;i.o/>     i  -h 


Celle  altraelion  sera  nulle  pour 


,        .    a             I  .ai 

I  (  »  <;  s  1  n  -  = ,  s  I  n  -  —  — r  > 

•2  •>,  9.  ^/^ 


=  Sj^^.o'^i". 


En  adoptant   les  coordonnées  caitésienues,   l'origine 
étant  au  somm(;l  du  paraholoVde,  on  aui'ait  à  intégi-ei 


•2~IX'. 


p  /  cos  i  a 


lr{r-t^ 


y  dv 


V'-i-''^\ 


d.r     '--a: 


'»l2/>.i-r 


y^(y 


«-  0 


['-(?-)■]•) 


Le  calcul  conduit  an  même  résultat. 


(  324  ) 


co^coiits  Gmiixi  m  i»oi 


Composition  de  Mathématiques  spéciales. 

Etant  donné  un  ellipsoïde  E  et  une  sphère  S  concentrique 
à  l'ellipsoïde,  on  prend  le  plan  polaire  P  d'un  point  quel- 
conque M  par  rapport  à  l'ellipsoïde  E,  puis  le  pôle  p  du 
plan  P  par  rapport  à  la  sphère  S.  Soit  D  la  droite  qui  joint 
le  point  M  au  point/?. 

i"  On  demande  le  lieu  G  que  doit  décrire  le  point  M  pour 
que  les  droites  D  passent  par  un  même  point  donné.  Trouver 
le  cône  décrit  par  les  droites  D. 

i"  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  M  pour  que  les 
droites  D  soient  situées  dans  un  plan  donné  ra,  et  l'enveloppe 
des  droites  D  dans  ce  plan. 

3"  Trouver  la  surface  engendrée  par  les  droites  D  quand  le 
point  M  décrit  une  droite  donnée  quelconque. 

4°  On  assujettit  les  droites  D  à  rencontrer  une  droite 
donnée  A  et  à  rester  parallèle  à  un  plan  donné  ni;  trouver 
le  degré  de  la  surface  S  engendrée  par  ces  droites  D.  Cher- 
cher les  conditions  dans  lesquelles  la  surface  S  se  décom- 
pose. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECDIMOIË 

m  1901. 


Composition  de  Mathématiques. 

Soient  O^,  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires; 
soient  a  et  a  les  abscisses  de  deux  points  A  et  A'  de  l'axe  Oar, 
et  h  l'ordonnée  d'un  point  B  de  l'axe  Oy. 

On  considère  toutes  les  hyperboles  équilatèrcs  (Hx)  circon- 
scrites an  triangle  A  V  lî. 


(  -«5  ) 

I.  Calculer  les  coordonnées  a^i,^!  du  quatrième  point  M  de 
rencontre  de  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  A  A' B 
avec  l'hyperbole  (II),).  .'Montrer  qu'en  désignant  par  X  un  para- 

Fis.   I. 


mètre  variable,  ces  coordonnées  peuvent  être  mises   sous  la 

forme 

A-f-BX  .  , 


I  H- 


X^' 


et  donner  les  valeurs  des  constantes  A  et  B. 

II.  Vérifier  par  le  calcul  que  le  diamètre  de  l'hyperbole  qtii 
est  mené  par  le  point  M  passe  par  un  point  li\e,  quel  que 
soit  X. 

Le  démontrer  géométriquement. 

III.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  de  cfuitact 
des  tangentes  menées  aux  hyperboles  (II).)  parallèlement  à 
une  direction  donnée,  et  examiner  en  particulier  les  cas  où 
cette  direction  est  celle  des  axes  de  coordonnées. 

N.  B.  —  Les  candidats  conserveront  toutes  les  notations 
indiquées. 

Épure. 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  hyperboloïde 
de  révolution. 

Le  cône  a  pour  base  un  cercle  de  front  GC  situé  dans  la 
partie  supérieure  du  plan  vertical,  tangent  au  plan  horizontal, 
et  qui  a  o"',o8  de  diamètre.  Son  sommet,  S,  S',  est  en  avant 
du  cercle,  à  une  distance  égale  au  diamètre,  et  sur  la  ligne 
debout  menée  par  le  point  S'  le  plus  à  droite  du  cercle. 


(  326  ) 

Cette  ligne  debout  sert  de  génératrice  à  l'hyperboloïde  : 
l'axe  de  révolution  est  la  droite  du  plan  horizontal  qui  est 
confondue  avec  la  ligne  CS'  de  l'épure. 

Le  point  C  sera  placé  à  o'",i5  à  gauche  du  bord  droit  de  la 

Fie.   2 . 


feuille,  et  o"\i5  au-dessous  du  trait  le  plus  bas  de  ren-tète. 

On  demande  de  représenter  en  traits  noirs  la  projection 
horizontale  du  solide  commun  au  cône  et  à  l'hyperboloïde. 

On  indiquera  en  traits  rouges  les  constructions  nécessaires 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la 
tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  points  remarquables. 


CONCOURS  DADIIISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SlPERIEllRE 

m  1901. 


Alatliéina  l  iq  lies . 

On  considère  l'hyperboloïde  (H)  représenté  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 


«2  "~  "6^ 


1  —  o 


et  les  deux  systèmes  de  génératrices  reclilignes  définis  par  les 
équations 


X         y 


(  I  I 


(   3:^7   ) 
et 


(H) 


a         b 


X         y         I 

a        b         v\'c 


A  chaque  système  de  valeurs  attribuées  aux  parauiètres  u 
et  V  correspond  un  point  de  l'hyperboloïde  (H),  intersection 
des  généra'rices  (I)  et  (II);  réciproquement,  à  chaque  point 
de  riiyperboloïde  correspond  un  système  de  valeurs  pour 
//  et  V. 

Former  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètres  ii 
et  V  pour  que  le  point  de  l'hyperboloïde  qui  correspond  au 
système  de  valeurs  (m,  v')  appartienne  à  l'un  des  conoïdes  (G) 
représentés    |)ar   l'équation 

o.abcxy 


{\  -^  ni)b'^x--\~^i  —  nija-y- 

où  m  dési;,'nr  un  |)aramètre  variable.  De  quoi  se  compose 
l'intersection  ct>n)plèle  de  l'un  de  ces  conoïdes  et  de  l'hyper- 
boloïde quand  tn"^ — i  est  diiïérent  de  zéro  et  quand  ni^ — i 
est  nul  ? 

Déterminer  les  points  où  la  courbe  (Q),  commune  à  (H)  et 
à  l'un   des  conoïdes,  coupe  les  génératrices  du  système  (II); 
exprimer  les  coordonnées  des  points  de  celte  courbe  en  fonc 
lion  du  paramètre  v. 

En  combien  de  points  la  courbe  (Q)  rencontre-t-elle  chaque 
génératrice  du  système  (Ij?  Déterminer  le  lieu  déciit  par  le 
centre  des  moyennes  dislances  des  points  situés  sur  une  de 
ces  génératrices,  lorsque  celle-ci  se  déplace  sur  l'hyperbo- 
loïde. 

Démontrer  qu'il  existe  un  conoïde  (C )  pour  lequel  le  plan 
tangent  à  l'hyperboloïde  en  chaque  point  de  la  courbe  (Q) 
est  perpendiculaire  au  plan  déterminé  par  la  génératrice  du 
système  (II)  qui  passe  en  ce  j^oint  et  par  la  génératrice  paral- 
lèle de  (II). 

Distinguer,  suivant  la  valeur  du  paramètre  m,  ceux  des 
conoïdes  (G)  pour  lesquels  les  points  d'intersecli(jn  doiio 
génératrice    du    système   (I)    et    de    la    courbe    (Q)  sont    tous 


(  3-28  ) 

réels,  ceux   |)Our  lesquels  un  seul  point  d'intersection  est  tou- 
jours réel,  ceux  enfin  pour  lesquels  le  nombre  des  points  réels 


varie  avec  la  génératrice. 


jY.  B.  —  Il  est  inutile  de  reproduire  l'énoncé. 


SOLl]TIOi\S  M  QIËSTIO^S  PROPOSÉES. 


597/ 

I  1861^  p.  3<)g.) 


Si  l'on  prend  les  polaires  des  points  milieux  des  côtés 
d^ un  triangle ,  relativement  à  une  conique  quelconque 
inscrite  dans  le  triangle ,  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante.  (Faire.) 


SOLUTION 

Par  M.  NicoLAi,  à  Pistoia. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés  OA,  OB, 

du  triangle  OAB  et  posons  OA  =  a,  OB  =  b\  l'équation  d'une 

conique   tangente  aux   deux    arcs   de   coordonnées   est   de   la 

forme 

'  X         y 


ihxy  =  o, 
q  • 


et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  droite  AB 
soit  une  tangente  est 


abpq 


On  trouve  alors  pour  les  coordonnées  des  polaires  des 
points  milieux  des  côté&  du  triangle  OAB,  relativement  à 
une  conique  quelconque  inscrite  dans  le  triangle,  les  exprès- 


sions 


A,= 


(  329  ) 

h     r  xi  a  — p^{b  —  q  )"1 

ipq  [^  ab  J 

x{a—p){b  —  q) 


Ao=  I  I 

ipq 


[ 


ab 


] 


I 

—  » 

P 
I  /  o 


—  I 


P  \a/> 


p\'i-p       / 


1  V^9 


B, 


ipq  L 


lia—  p){b  —  q) 
ab 


] 


<7   \27 


B    =  _^  r ,  _  •^i(^—p){b  —  qf\  _   \^ 
ipq  L  a6  J         p 


Cl  =  I , 

iq 

ç o_ b_ 

"^  ~  9.P         -x  q 


I, 


C,=  I 


a 
ip 


Soient  T  la  surface  du   triangle  en   question,  6   l'angle  que 
OA  fait  avec  OB;  pour  évaluer  T,  utilisons  la  formule 


A, 

B, 

G, 

2 

A, 

B2 

G, 

T  — 

A3 

B3 

G3 

sin  8 

9. 

A, 
A3 

B 
B 

2 
3 

* 

A3 

A, 

B3 

B, 

A, 
A. 

B, 

B. 

(le  là,  en  développant  après  quelques  réductions, 

T  =  -  ab  sin6. 
'i. 

Les  polaires  des  points  milieux  des  côtés  d'un  triangle,  rela- 
tivement à  une  conique  quelconque  inscrite  dans  le  triangle, 
déterminent  donc  un  triangle  ayant  même  surface  que  le 
triangle  donne. 


(  33o  ) 
1804. 

(1898,  p.  340.) 

Soit  M  un  point  variable  situé  sur  une  ellipse  de  foyers  F 
et  F'.  La  parabole  qui  est  tangente  à  MF  et  lAIF'  en  F  et  F' 
a  même  axe  et  même  foyer  que  la  parabole  osculatrice  à 
l'ellipse  en  M.  (Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  DuroRGQ. 

Soit  oj  le  centre  du  cercle  osculaleur  en  M  à  l'ellipse  donnée, 
et  soit  I  le  milieu  du  segment  Mto  :  on  sait  que  le  cercle  de 
diamètre  MI  est  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  admettent 
u  comme  centre  de  courbure  relatif  au  point  jM.  Le  diamètre, 
MO,  de  l'ellipse  donnée  étant  d'ailleurs   évidemment  parallèle 


à  Taxe  de  la  parabole  osculatrice  en  M  à  cette  ellipse,  celte 
parabole  admet  pour  foyer  la  projection,  o,  du  point  I  sur  la 
droite  Mcp,  symétrique  de  MO  par  rapport  à  la  normale  Mw. 

La  direction  MO  étant  évidemment  aussi  celle  de  l'axe  de  la 
parabole  tangente  en  F  et  F'  aux  droites  MF  et  MF',  il  nous 
reste  à  prouver  que  le  point  cp  coïncide  avec  le  foyer  a>' de  cette 
parabole  :  or,  ce  point  est,  comme  on  sait,  le  milieu  de  la 
corde  interceptée  sur  la  droite  Mcp  par  la  circonférence  MFF'. 
La  question  revient  donc  à  montrer  que  la  projection  P  du 
point  to  sur  Mcp  appartient  à  la  circonférence  MFF'  :  il  suffit 
pour  cela  de  prouver  l'égalité 


(0 


MO.MP  =  MN.MN'. 


N  et  j\'  étant  les  points  où  la  normale  M  w  coupe  Taxe  focal  et 
le  petit  axe  de  l'ellipse  donnée,  car  le  point   ^"  appartient    au 


(  33>   ) 

cercle  MFF'.  Soit  K  la  projection  de  O  sul'  IMo),  on  a  visible- 
ment 

MO.MP  =  Ma>.MK. 

D'ailleurs,   on  sait  que  les  parallèles  menées  repectivement 

(le   (0  et  N  aux   droites  NO  et  KO  se  coupent  sur  MO  :  on  a 

donc 

MN  _  i"MK 

cl  l'égalité  (i)  se  déduit  immédiatement  des  deux  précédentes. 
La  propriété  énoncée  en  résulte. 

Autre  réponse  de  M.  Lkz. 

1806. 

(  1898,  p.  M8j 

On  considère  une  série  d'ellipses  concentriques  et  ayant 
même  direction  d'a.tes  et  un  point  fixe  INI  de  leur  plan. 
Soit  TT'  la  corde  polaire  de  l'une  de  ces  ellipses  par  rap- 
port à  M.  Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  bitangcntes  à 
l'ellipse  en  T  et  T'  est  la  droite  qui  joint  les  p)rojections 
de  .M  sur  les  a.ves  des  ellipses.  (  Bakisien.) 

son  TIO.V 
l'ai-  .M.  Dui'OUCQ. 

Transformons  liomugrapliiquement  la  figure,  de  sorte  que 
les  points  à  l'infini  des  axes  des  coniques  considérées  de- 
viennent les  points  cycliques.  Ces  coniques  se  transformeront 
en  hyperboles  équilatères  concentriques,  et,  aux  points  cy- 
cli(ines  de  la  première  figure,  correspondront  les  |)oints  à  l'in- 
fini de  deux  directions  rectangulaires,  de  sorte  qu'on  aura  à 
démontrer  la  propriété  suivante  : 

On  considère  une  série  d'hyperboles  équilatères  de  même 
(entre  O,  et  un  point  Jî.re  m  de  leur  plan.  Soit  tt'  la  po- 
laire de  m  par  rapport  à  l'une  de  ces  hyperboles  :  il  e.riste 
une  parabole  bilan  génie  en  t  et  i'  éi  V  hyperbole.  On  con- 
sidère l  angle  droit  circonscrit  à  celte  parabole,  dont  les 
côtés  soîit  parallèles  à  deux  axes  fixes  donnés  :  le  lieu  du 
sommet  de  cet  angle  est  la  normale  au  niilieu  de  /))  O . 
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Je  vais,  en  effet,  démontrer  que  cette  normale  est  la  direc- 
trice commune  à  toutes  les  paraboles  envisagées.  On  sait,  en 
effet,  que  si  l'on  considère  toutes  les  coniques  tangentes  en  t 
et  t'  aux  droites  ïyit  et  mt\  le  point  m  a  la  même  polaire  par 
rapport  à  leurs  cercles  orthoptiques,  et  que  cette  polaire 
est  la  perpendiculaire  abaissée  sur  mO  de  l'orthocentre  du 
triangle  mtl'.  Gomme  le  cercle  orthoptique  de  l'hyperbole 
équilatère  se  réduit  à  son  centre,  et  celui  de  la  parabole,  à 
sa  directrice,  la  propriété  annoncée  devient  immédiate. 

Autres  réponses  de  MM.  Audibert,  Dlrlimbert,  Lez,  Merlin. 

1807. 

(1898,   p.   388.) 

Soient  M  un  point  du  plan  d'une  ellipse  et  PQ  la  corde 
polaire  de  cette  ellipse  par  rapport  à  M.  Le  lieu  des 
points  M,  tels  que  la  parabole  bitangente  à  l'ellipse  en  P 
et  Q  ait  son  foyer  sur  l'ellipse,  se  compose  des  deux  cercles 
de  Chasles  concentriques  à  l'ellipse  et  ayant  pour  diamètres 
la  somme  ou  la  différence  des  axes  de  l'ellipse. 

(Barisien.) 

solution 
Par  M.  DupoRCQ. 

On  sait  que  si,  sur  une  normale  à  une  ellipse  en  un  point  (P, 
on  porte  de  part  d'autre  de  cp  des  longueurs  oM  et  cpM' égales 
au  demi-diamètre  conjugué  du  diamètre  O  co,  les  points  M  et  M' 
engendrent  les  cercles  de  Chasles  :  les  droites  OM  et  OM'sont 
également  inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse  et,  comme  o  est  le 
milieu  de  MM',  on  voit  que  ces  droites  sont  les  asymptotes  de 
l'hyperbole,  homofocale  à  l'ellipse,  qui  passe  par  cp. 

Cela  posé,  supposons  que  le  point  o  de  l'ellipse  donnée  soit  le 
foyer  d'une  parabole  bitangente  à  cette  conique  en  P  et  Q,  et 
soit  M  le  pôle  de  PQ.  Considérons  l'involution  des  tangentes 
menées  de  cp  aux  coniques  bitangentes  en  P  et  Q  à  l'ellipse; 
dans  cette  involution  se  correspondent  les  droites  isotropes 
issues  de  cp;  les  rayons  doubles  sont  d'ailleurs  évidemment  la 
droite  cpM  et  la  tangente  en  cp  à  l'ellipse;  ces  droites  sont  donc 
rectangulaires;  autrement  dit,  cpM  est  normale  à  l'eMipse  en  ç>. 

D'autre  part,  la  droite  MO  est  évidemment  parallèle  à  l'axe 
de   la   parabole   considérée;   par  suite,  les  droites  MO  et  Mcp 


(  333  ) 

sont  également  inclinées  sur  les  tangentes  MP  et  MQ  :  il  en 
résulte  qu'elles  sont  tangentes  à  une  même  conique  homo- 
focale  à  l'ellipse  donnée;  autrement  dit,  la  droite  MO  est  une 
des  asymptotes  de  l'hyperbole,  homofocale  à  l'ellipse,  menée 
par  o.  Par  suite  de  notre  remarque  préliminaire,  le  point  M 
est  donc  sur  un  des  cercles  de  Cliasles  de  l'ellipse. 

Réciproquement,  si  M  est  un  des  deux  points  correspondant 
à  o  sur  les  cercles  de  Chasles,  la  conique  de  foyer  cp,  bitan- 
gente  en  P  et  Q  à  l'ellipse,  est  une  parabole;  car,  IMO  et  Mcp 
étant  alors  également  inclinées  sur  les  tangentes  MP  et  IVIQ, 
la  droite  MO  passe  par  le  second  foyer  de  cette  conique,  dont 
elle  est  bien  évidemment  un  diamètre. 

Autres  solutions  de  MM.  I)uuLiMni:uT  et  Lkz. 
1804,    1806    et    1807   (•). 

SOUITIONS  ANALYTIQUES 
Par  .M.  L.  Uiikrt. 

1.  Résolvons  d'abord  la  question  1800.  L'équation  générale 
des  coniques  bitangentes  à  (b-x^-^a-j^^ — a^b'=zo)  aux 
extrémités  de  la  corde  j)olaire  (b^xx -\- a-^y  —  a^b^=o) 
du  point  M  (a.  {i)  est 


Kb^ax  -h  tr-^y  —  a^ b^  )^  -h  b^- x^-  -h  a-y^—  a^-b'^=  o 


ou 


62(À6'a2-h  i):r'-i-  il  a"^  b^  ol'^  xy  H-  a^(la^'^^-h-  i)y- -h  .  .  .^  o. 

La  parabole  correspond  à  À  = —p- ; ;  son  équation 

développée  est 

^^x-  —  •f.oi'^xy  -f-  7.-y^-+-  'ib^oix  -4-  2a'  ^y 

—  («2^2 4-  62a2-ha2  62)  ^o. 


(I) 


D'une  manière  générale,  on  sait  que,  les  coordonnées  étant 
rectangulaires,  le  foyer  de  la  parabole 

(AX2-f-9,BXY-+-...4-F'=o) 


(')  Ces   trois  (|uestions  sont   connexes  cl   dépendent  des  mêmes 
calculs. 


(  yi\  ) 

a  pour  coordonnées 

G(AF-i-GF  +  D2— Ë-^)—  2BDE 
2(A-+-G)(BE— 'GDl  ' 

A(  AF  -f-  CF  —  D2+  E2)  —  9.BDE 


X  = 


y  = 


2(  A-T-  G)(BD  — AE) 


Par  apj)lication,  les  coordonnées  du  foyer  de  (i)  sont,  avec 

"■^^         '^~        .p^(a2-4-p2)      '  ^-        2(a2-+-[32)       ' 

et  elles  satisfont,  quels  que  soient  a  et  ^  (et  même  à^  et  b~) 

à  l'équation 

X         y 

a  (3 

L'arc  de  la  parabole  (i)  est  la  droite 

c2a3 
(>)  îS^K  —  V>x  -\ — — L      =  o. 

II.  Si  M  est  un  point  variable  de  l'ellipse  fixe  (ques- 
tion 1804),  la  parabole  polaire  de  M  devient  la  parabole 
osculatrice  en  M;  les  équations  (i),  (2),  (3)  restent  les  mêmes 
[en  remplaçant,  si  l'on  veut,  le  dernier  terme  de  ([)  par 
—  la'^b'^].  La  parabole  tangente  à  MF  et  MF' en  F  et  F'  a 
pour  équation 

(ajK—  '^xy-^i^c^y—  ^2c2=  o. 

Elle  a  même  axe  (3)  et  même  foyer  (2).  La  propriété  s'ap- 
})lique  aussi  bien  à  la  parabole  polaire  d'un  point  M  du  plan 
qu'à  la  parabole  osculatrice  d'un  point  de  la  conique. 

III.  A  cause  des  coordonnées  (2),  l'équation  du  lieu  de  la 
question  1807  est 

^2a2(a2-f-  p2^c2)2 

-f-a2p(a2_|-  p2_c2)2_4«2^2(a2H-p2)2=  O. 

Gette  équation  se  décompose  ainsi  : 

(  /,  )      («2  {i2  _^  ^2  «2  )  [«2  ^_  32  _  (rt  _^  ^,  )2  I  ^a2  -^  ^^2  -  Ul  —  b^]  =  O. 

C.   Q.    F.   D. 


(  335   ) 

KéciproqiionieiU  et  |)Iiis  liénoraleiueut ,  la  conique  étant 
ellipse  ou  hyperbole,  si  le  point  M  décrit  un  cercle  concen- 
iiique  (  a-H- 'i- =  R-),  le  foyer  (2)  devient  une  ellipse 

x'^  y-  I 


(K2— c-i)-^        (R2— c2)-        4R-^ 

la  même  pour  toutes  les  coniques  homofocales,  et  qui,  dans 
les  cas  (ellipse  )  de  U  =  a  -i-  b  ou  R  =  ^/  —  b,  devient 

^  "+-  T;?  -  '  • 

Le  loyer  d'une  parabole  polaire  par  rapport  à  une  hyperbole 
ne  peut  jamais  se  trouver  sur  cette  hyperbole. 

Heinarcjue^.  —  Toutes  les  paraboles  polaires  d'un  point  IM 
|)ar  rapport  à  une  famille  de  coniques  homofocales  ont  même 
axe  (3)  et  njème  foyer  (2).  Il  en  est  ainsi  en  particulier  des 
deu\  paraboles  osculatrices  à  deux  coniques  homofocales  en 
chacun  de  leurs  points  communs. 

On  peut  être  tenté  de  dire,  à  cause  de  l'équation  (4),  que, 
dans  le  cas  de  l'hyperbole,  le  lieu  (III)  de  M  est  le  système 
des  asymptotes  (rt-^2_|_  /^-i^c^—  f,  ^2  ç^i  fyi  étant  de  signes  con- 
traires). Mais  un  point  pris  sur  une  asymptote  n'a  pas  de  para- 
bole polaire;  car,  s'il  en  avait  une,  elle  admettrait  l'asymptote 
de  l'hyperbole  pour  asymptote  yf/iie,  ce  qui  est  absurde. 

Toute  propriété  de  la  parabole  osculatrice  en  un  point  d'une 
conique  [)araît  devoir  donner  naissance  à  une  propriété  de  la 
parabole  |)olaire  d'un  point  du  plan.  C'est  un  fait  remarquable, 
analogue  à  celui  des  propriétés  de  la  tangente  en  un  point  que 
l'on  retrouve,  souvent  identiques,  parfois  généralisées,  dans  la 
polaire  d'un  point. 


QIIESTIOXS. 


lOIo.   Étudier  les  polynômes  à  deux  variables 

f)m  +  n  r.77/w  y'i(i x- y'^y^-i-w  I 
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On  pourra  en  particulier  étudier  la  position  de  la  courbe 

'  2;«,  2/»  =  O 

par  rapport  au  cercle 


Par  exemple  le  polynôme  P2,o  e^t 
d[T(i  —  x^-  —  y^)] 


àx 


1—  3^2_^/ 


et  la  courbe   P2,o=  o  est  tout  entière  dans  le  cercle.  Ce  fait 
(  A  PPELL,  A  rchiv  der  Math,  und  Physik,  1 90 1 .) 


est  général. 


191G.  Le  sommet  A  d'un  triangle  ABC  et  le  pied  H  de  la 
hauteur  issue  de  A  sont  fixes.  Les  autres  sommets  B  et  C  sont 
tels  que 

Bh'^-i-GÏÏ'^  const. 

1"  Le  centre  du  cercle  circonscrit  et  le  centre  du  cercle  des 

neuf  points  du  triangle  ABC  parcourent  chacun  une  parabole; 

2'*  L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  enveloppe  une  conique. 

(  E.-N.  Barisien.) 

1917.  On  joint  un  point  M  quelconque  d'une  hyperbole  équi- 
latère  à  ses  deux  sommets  A  et  A',  et  l'on  considère  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  INIAA'  et  son  cercle  des  neuf  points. 

1°  Le  lieu  des  centres  de  similitude  de  ces  deux  cercles  se 
compose  de  deux  hyperboles  équilatères; 

2"  La  droite  des  centres  est  normale  à   une  hyperbole  fixe; 

3°  L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  enveloppe  une  hyper- 
bole; 

4°  Le  lieu  des  centres  des  cercles  tritangents  au  triangle  MA  A' 
se  compose  de  deux  hyperboles  équilatères. 

(E.-N.  Barisien.) 

1918.  Construire  le  point  où  une  normale  à  une  ])arabole 
coupe  la  développée  de  cette  parabole,  en  dehors  du  point  où 
elle  est  tangente  à  cette  développée.  (M.  d'Ocagne.) 
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[B6a] 

SUR  L  AP0L4RITÉ  DES  FORIIES  UIMIRES; 

Par   m.  VOGT, 
Professeur  à  l'Université  de  Nancy. 


1.  J(*  me  propose  de  donner  dans  cel  article  quelques 
aperçus  sur  ceitaines  parties  importantes  de  la  théorie 
des  formes  algébricjues  binaires^  ces  parties  ont  été  étu- 
diées sous  le  nom  iVnpolarit.é  par  plusieurs  mathéma- 
ticiens, parmi  lesquels  je  citerai  Reye,  Rosanes,  Sturm, 
Meyer,  Picquet  (  '  ),  et  elles  présentent  des  applications 
intéressantes  à  la  théorie  des  courbes  unicursales  dans 
le  plan  ou  dans  l'espace.  Je  reviendrai  plus  tard  sur  ces 
applications;  je  nu;  contente  pour  le  moment  de  traiter 
certaines  questions  au  point  de  vue  de  la  théorie  des 
formes  binaires  ;  les  dévelop[)ements  qui  suivent  peuvent 
être  considérés  comme  une  solution  du  problème  pro- 
posé au  premier  concours  des  Nouvelles  Annales  pour 
1899  (année  1898,  p.  485). 

2.  Considérons  deux  variables  x  et^et  une  substitu- 
tion linéaire 

T  =  rt^'-f-  ôy\         y  =  ex' ^  (ly  -, 

eifectuée  sur  ces  variables;  nous  désignons  par  0  le  dé- 
terminant ad  —  hc  de  la  substitution,  et  nous  le  sup- 
posons différent  de  zéro. 


(')  On  trouvera  des  renseignements  bibliographiques  assez  com- 
plets sur  cette  question  et  sur  ses  applications,  à  la  fin  de  l'Ouvrage 
de  Franz  Meyer,  Apolaritàt  und  rationale  Curven  (Tubingen). 

Ann.  de  .\f  a  thé  ma  t.,  V  série,  t.  I.  (Août  1901.)  22 
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Si  nous  écrivons  que  l'on  a  identiquement 

ux  -{-  vy  =  ii'x'  -h  v'y , 

nous  trouvons,  en  remplaçant  x  vA  y  par  leurs  valeurs, 
au-\-cv=u\         bu-\-dv  =  v\     ' 

et  en  résolvant  par  rapport  à  z«  et  p»  ce  système  d'équa- 
tions, nous  avons 

§vz=  av'  —  bu  ,         —  8  M  =  ci^'  —  du'  ; 

nous  en  concluons  que,  au  facteur  8  près,  les  va- 
riables v^  et  —  u  subissent  la  même  substitution  que 
X  et  j. 

Cela  posé,  soit  Y{x^y)  une  forme  homogène  des  va- 
riables X  et  y^  ou,  plus  généralement,  un  covariant 
d'une  ou  de  plusieurs  formes  données;  nous  supposons 
que  sa  valeur  après  la  substitution,  valeur  que  nous  dé- 
signons par  ¥'{x' y  jk'),  soit  égale  au  produit  de  F(^,  y) 
par  la  puissance/?**'"*®  de  S,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Y\x\y)=h>¥{x,y). 

En  appliquant  le  théorème  d'Euler  sur  les  fonctions 
homogènes,  nous  avons  identiquement 

,d¥'  ,d¥'       ,    /     ^F  c^F\ 

nous  en  concluons  que  les  dérivées  —  et  -r—  s  expriment 

au  moyen  de  —-;  et  -pr  de  la  même  manière  que  u  et  p* 
au  moyen  de  z/  et  v' ^  au  facteur  8^  près,  et,  par  suite,  que 

les  symboles  de  dérivation  -,—  et 7-  sont  soumis,   a 

'^  oy  ax 

une  puissance  près  de  S,  à  la  même  substitution  que  x 
al  y. 

Ce    résultat    s'étend    aux    symboles    de    dérivations 
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d'ordres  supérieurs  j  nous  avons  en  elï'el  ridenlilé  sym- 
bolique 

dans  laquelle  nous  devons  développer  les  deux  membres 
d'après  la  formule  du  binôme,  puis  remplacer  lout  pro- 

duit  tel  que  f  ^-  )    (  3-  )       P^*"  1^  dérivée  d  ordre  //, 


eit  coniparant  cette  identité  à  l'égalité  ordinaiie 

(  m'  ar'  -h  v'  y'  )'*  =  (  M  a?  -H  vyy*^ , 

nous  voyous  que  les  symboles  de  dérivation   -r~  et  y- 

et  leurs  puissances  syml)oli(|ues  sont  soumis  à  la  même 
substitution  (jue  //  el  v  et  leurs  puissances,  et  par  suite 
à  à  ,     .   I  .  1       •         • 

ciue  -r-  et —  sont  soumis  a  la  même  substitution  que  x 

^       ôy  Ox  ' 

et  j  ,  à  une  puissance  près  de  ô. 

Si  donc  <I*(x,  y)  est  une  forme  covariante  quelconque 
et  si  l'on  y  remplace  les  variables  par  les  symboles  de 

dérivation  —  et p>  le  résultat  de  I  opération  sym- 
bolique  tl>(  T-* r- )    elfectuée  sur  une  forme  cova- 


\dy  ôx 

riante  quelconque  F(x,  v)  est  lui-même  un  invariant 
ou  un  covariant. 

Supposons  que  <I>  soit  la  polaire  d'ordre  1i  d'une 
forme  o^x^y)  par  rapport  à  x^^  y^,  c'est-à-dire  que 
Ton  ait 

^{x,y,x,,y,)=[x,~^y,-^>l     , 

la  puissance  étant  symbolique  ;  <I>  est  un  covariant  relatif 
aux   substitutions  elï'ectuées  simullanément  sur  {x^y) 
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et  (Xi,  y\)\  si  nous  remplaçons  x^  et  j,  par  les  sym- 
boles de  dérivation  —  et  —  j- »  appliqués  à  une  forme 

donnée  f{x,y)j  nous  aurons  un  covariant  simultané 
de  /  et  cp,  qui  s'écrit 

df  ()cp        df  d^Y'^ 
dy  dx        dx  dy  j 

Ce  covariant  est  identique,  à  un  facteur  numérique 
près,  à  ce  que  Ton  appelle  le  A**^*"®  composé  de  /  et  de  cp  ; 
si  h  est  égal  à  l'ordre  de  o,  ce  covariant  est  le  résultat 

de  l'opération  cpf  -r— >  —  — -  j   eilectuée  sur  y";  si  m  et  p 

sont  les  ordres  de  /*  et  de  o,  c'est  alors  une  forme 
d'ordre  m  — p-^  elle  se  réduit  à  une  constante  si  m  =  p, 
et  n'existe  plus  si  m  <C.p.  Dans  le  cas  particulier  où  cp 
est  une  puissance/;'^"*' exacte,  et  est  égal  à  {xyi — yXi)P^ 

le  covariant  précèdent  est  égal  a  (x<  -^^^ — f-j)  i  -f-  )     >  et 

représente  la  p^^"^'^  polaire  de  f  par  rapport  à  (0:1,^1). 
Pour  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons  désor- 
mais que  les  formes  /et  cp  sont  écrites  de  la  façon  sui- 
vante : 

/.  ''*  .  jn(  ni  —  I  )  „    „ 

(1)  f  —  aoX^>i-{ aix"^-^y  H -x"^-^y^-h.  . ., 

(2)  (f  =  a^xP-h  oi^xP-'^y -h  tx.2XP- ^y'^ -+- . . . , 

les  coefficients  du  binôme  étant  mis  en  évidence  dans  la 
première  et  non  dans  la  seconde;  nous  avons  alors 

df  df\  dPf  dPf  àPf 


^  \dy^         âx /        ^^  âyP  *  àyP-^  dx        ^^  ôyP-'^  dx'^ 

En  remplaçant  les  dérivées  d'ordre  p  de/* par  leurs 
valeurs,  nous  pouvons  mettre  en  facteur  le  produit 

m  {m  —  I  ) .  .  .{m  —  p  -t-  i  )  ; 
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nous  écrirons 

àf  df 


'  \ôy'        dx 


m{m  —  i) . .  .{m  —  /?  -i-  i ) 

=  b(iX"'-P-^  bix"i-P-^y  -+-...■+■  b,n-,,y"'~i*, 

les  coetTicieiits  l?  ayant  pour  valeurs 


(3) 


bo        =  oi^ap     —  y-iUp-i  -hoi2ap-2  —.  .  .-h(—i)Pccpao, 
61        =  oLoap^i—- oL^ap      -i- oL^ap-i  —. .  .-h{—\)P(Xpai, 

> 

b,n-p=  aQa„i    —oi.^ani-i-^^ia,n-i  —  ...-\-{—\)Pci.pa,n-p. 


3.  Lorsque  tous  les  coeflicients  h  sont  nuls,  on  dit  que 
la  forme  cp  est  apolairc  par  rapport  à  f\  nous  nous  pro- 
posons d'indiquer  quelques  propriétés  des  formes  apo- 
laires  par  rapport  à  une  ou  plusieurs  formes  données. 

Etant  donnée  une  formey  d'ordre  m,  pour  qu'il  existe 
une  forme  o  qui  lui  soit  apolaire,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 
puisse  trouver  des  coefficients  ao,  a,,  ...,  a^  satisfaisant 
aux  équations  obtenues  en  annulant  les  seconds  membres 
des  relations  (3)^  ces  équations  sont  en  nombre  m  —  p  +  1 
et  renferment  p  -{-  i  inconnues  d'une  manière  liomo- 
gène;  elles  ont  toujours  des  solutions  si  m  — p  -f-  i  est 

intérieur  a  p  -\-  i^  c  est-a-dire  si  p  est  supérieur  a  —  • 

Nous  allons  considérer  deux  cas  suivant  que  m  est  im- 
pair ou  pair. 

Premier  cas  :  ni  impair.  —  Si  les  coefficients  de/  ne 
sont  soumis  à  aucune  restriction,  la  plus  petite  valeur 

que  1  on  puisse  attribuer  a  p  est ;  pour  cette  va- 
leur, les  coefficients  de  o  sont  déterminés,  à  un  facteur 
constant  près,  car  leur  nombre  est  supérieur  d'une 
unité   à   celui    des   éipialions   qui   servent    à   les  déter- 


(    M:>-   ) 
miiicT.  11  existe  donc  une  seule  l'orme  cp  apolaire  ày  e 


d'ordre 


m 


;  onroLtient  en  éliininanl  les  coefficients  c 


entre  les  équations  (2)  et  (3)  où  Z>o,  ^« , 
nous  les  écrirons  de  la  façon  suivante 


(4) 


a[(Xp       — a^ci-p-i 


CI2  ^p—'2 
^3  '^p—2 


sont  nuls 


ir  a  u     a.)  = 


a 


/)+l«0 


«0  = 


^m—p  '^p  —  ^//t— P-+-1  ^/J— 1  "+"  ^m-p+i  ^p—i  —  •  .  .  ±  Clfu     ao  = 

(5)  yPap-^ yP-'^xa.p-y-^ yP-^x'^cLp-^  —  .  .  .-^  xP(Xq=:  <p; 

on  a  ainsi,  à  un  coefficient  numérique  près 


(6)       9 


ai 


a\ 


ai 
«2 


«2 

«3 


a, 


(^m—p        ^m—p-i-l  ^fn—p-i-2 

-4-yP     — yP-^x     -hyP-^x^ 


(^p-hl 
ztxP 


p  ayant  la  valeur 


m  -{-  i 


,  m  4-  I 


Lorsque  l'on  donne  à  p  une  valeur  supérieure  à 

il  existe  une  infinité  de  formes  d'ordre  p  apolaires  par 
rapport  à  /*,  et  elles  renferment  2p  —  m  —  i  coefficients 
arbitraires  non  homogènes.  Pour  qu'il  existe  des  formes 


d'ordre  inférieur  à 


m  -(- 1 


apolaires  à  y,  il  faut  que  les 

équations  (4)  soient  compatibles,  c'est-à-dire  (|ue  tous 
les  déterminants  d'ordre  p  -l-  i  tirés  du  tableau  des 
coefficients  de  ces  équations  soient  nuls. 

Par  exemple,  si  m  =  3,  il  existe  dans  le  cas  général 
une  forme  d'ordre  2  apolaire  à  la  forme  /,  et  elle  est 


«0 

ai 

CI2 

«1 

«2 

«3 

r- 

—  ^.y 

X^' 
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c'est  la    liessieniie  de  la  forme  cubique  donnée;  pour 
qu'il  existe  une  forme  linéaire  apolaire  à  /,  il  faut  que 
tous  les  déterminants  tirés  du  tableau 

Uq     ai 

cil       ^2 
Cli       «3 

soient  nuls,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


«0 

«1 


5!i 
«9 


Cl=i 


ou  bien  que  la  liessienne  soit  identiquement  nulle. 

Second  cas  :  ni  pair.  —  Lorsque  les  coeflioicnts  de  / 
sont  qu('lcoii(|nes,    la    plus   [>etite   valeur  qu'on    puisse 

attribuer  à  p  est h  i  ;  la  forme  ^  contient  alors  un 

paramètre    arbitraire;    pour    qu'il    existe   une   forme   o 

d'ordre  -,  il  est  nécessaire  que  les  cocîHicients  de  /  sa- 


tisfassent à  la  condition 

«0  «I 


^7) 


fil       n-i 


— 1-1 


n. 


a. 


T-^' 


rti 


=  o, 


et  si  elle  est  seule  remplie,  il  existe  une  forme  cp  et  une 
seule  répondant  à  la  (|uestion,  à  un  facteur  près;  on 
l'obtient  en  remplaçant  l'une  des  lignes  du  déterminant 
précédent  par 


\r'>   —y' 


— i 


X, 


X' 


Par  exemple  dans  le  cas  de  m  =  2,  il  existe  une  infi 
nité  de  formes  quadratiques  telles  que 


•i    —   V...T- 


'XiJry  -h  a,/' 
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apolaires  par  rapport  à  la  forme 

il  faut  et  il  suffit  que  olq^  a,,  7.2  satisfassent  à  la  relation 

ao  «2  —  ai  «1  -f-  a2  «0  =  o , 

c'est-à-dire  que  les  racines  des  deux  formes  soient  en 
situation  harmonique.  Pour  qu'il  existe  une  forme  cp 
linéaire  apolaire  par  rapport  à  y,  il  faut  et  il  suffit  que 
le  discriminant 

ai     «2 


soit  nul  ;  on  a  alors 


cp  =  aox  -haiy. 


Dans  le  cas  de  m  =  4?  il  existe  une  infinité  de  formes  cp 
d'ordre  égal  ou  supérieur  à  3  apolaires  par  rapport  à  /; 
pour  que  l'on  puisse  trouver  une  forme  o  quadratique 
jouissant  de  cette  propriété,  il  faut  que  l'on  ait 


«0 

«t 

«2 

ai 

«2 

«3 

«2 

«3 

«4 

=  o. 


c'est-à-dire  que  l'invariant  T  de  la  forme  biquadra tique 
soit  nul;  pour  que  l'on  puisse  trouver  une  forme  cp 
linéaire,  il  faut  que  l'on  ait 


Oq 

«1 


«1 

«2 


«2 

«3 


«3 
«4 


4.  L'intérêt  que  présente  la  théorie  des  formes  apo- 
laires par  rapport  à  une  forme  y  d'ordre  m  réside  dans 
la  réduction  de  cette  dernière  forme  à  une  somme  de 
puissances  m^^"^*^^de  facteurs  linéaires;  nous  allons,  à  ce 
sujet,  démontrer  le  théorème  suivant  ; 

Si  l  on  connaît  une  forme  cp,  d'ordre  /?,  apolaire 


I 


/ 
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par  rapport  à  une  /orme  donnée  f  d'ordre  m^  si  cp  est 
décoînposahle  en  an  produit  de  p  facteurs  linéaires 
distincts  y  et  si  l'on  a,  par  exemple, 

(8)        cp  =  {xy^  —  yx^){xy^^  —  yx.,).  .  .(ccyp—yXp), 

on  peut  mettre  f  sous  la  forme  de  la  somme  des  puis- 
sances m'^"^^^  de  ces  p  facteurs,  affectées  de  coefficients 
constants,  c'est-à-dire  sous  la  forme 

î  -\-  k.p{xyi,  —  yXpY\ 

et  cela  d' une  seule  manière. 

Réciproquement,  si  f  est  donnée  sous  la  forme  (9) 
la  forme  cp  donnée  par  l'équation  (8)  lui  est  apolaire. 

Nous  commencerons  par  faire  les  remarques  géné- 
rales suivantes  : 

1°  Pour  qu'une  fonction  cp,  écrite  sous  la  forme  (8), 
soit  apolaire  par  rapport  à  une  fonction  donnée  /*,  il 
faut  et  il  sulfit  que  l'expression  symbolique 


'       d  ')  \  /       0  à  \         /       à  ô  \ 


appliquée  à  y*  donne  un  résultat  nul  ;  ce  résultat  est  celui 
que  l'on  obtient  en  appliquant  à  fia.  formation  polaire 
successivement  par  rapport  à 

(^i,7i),    (•2^2,72),    -•.,    i-x^p^yp)- 


ï 


2°  Pour  qu'une  forme  o  soit  apolaire  par  rapport  à 
une  puissance  m""'''  telle  que  (joyi  —  J'^i)"^-)  il  f^iut  et 
il  suffit  que  cette  forme  cp  soit  divisible  par  le  facteur 


xyi  —  yxi; 


en  effet,  les  polaires  successives  de  celte  puissance  sont, 
à   un  facteur  constant  près,    des   puissances  de  même 
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nature;   pour  que  le  résuhat  des   formations  polaires 
successives  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  l'un  des  élé- 
ments par  rapport  auxquels  on  prend  la  polaire  soit 
identique  à  [xi,  yi). 

3°  Si  une  forme  cp  est  apolaire  par  rapport  à  plusieurs 
formes  y,,  /"o,  ..  ">  fp-,  elle  est  apolaire  par  rapport  à 
toute  combinaison  linéaire  de  ces  formes,  telle  que 

les  équations  (4)  sont,  en  elFet,  satisfaites  pour  cette 
combinaison  si  elles  le  sont  pour  chacune  des  formes  f. 

Il  résulte  de  ces  remarques  que  la  forme  (8)  est  tou- 
jours apolaire  par  rapport  à  la  forme  (9)  quels  que  soient 
les  coefficients  A,,  A21  •  •  •  j  A^  ;  par  suite,  la  réciproque 
du  théorème  énoncé  est  vérifiée.  Pour  démontrer  la  pro- 
position directe,  il  suffit  de  faire  voir  que  si  la  forme  (8) 
d'ordre/?  est  apolaire  par  rapport  à  une  forme  donnée  y* 
d'ordre  ni  telle  que  (i),  on  peut  toujours  déterminer  les 
coefficients  A, ,  A2,  .  .  . ,  A^  entrant  dans  l'expression  (9) 
de  manière  à  identifier  cette  expression  avec  la  forme 
donnée  5  nous  allons  voir  que  cela  est  possible  et  d'une 
seule  manière. 

Les  relations  d'identification  sont 

^^^^    )  —ai   =  AijKr-ia7,+ A2jf-i:r2-h...-^A;,7^'-»a7/„ 

[  ±  a,n  =  Ai^rf  -f-  X^x^'  _|_ . . .  +  A;, 37;;'  ; 

or,  les  relations  (4)  sont  satisfaites  identiquement  par 
hypothèse;  elles  sont  en  nombre  m  —  /^  +  i ,  et  peuvent 
remplacer  m  —  /^4-i  des  équations  précédentes,  par 
exemple  les  ui  — p  -\-  \  dernières;  il  suffit  alors  de  satis- 
faire aux  p  premières.  Ces  p  équations  déterminent  h*s 
inconnues  A|,  Ao,  ,,.,  A^,  d'une  manière  unique;   en 
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eilct,  le  clétermiuant  des  coefficients  des  inconnues  est, 
à  un  facteur  près  différent  de  zéro,  le  déterminant  de 
Vandermonde  des  p  systèmes  (x<,  j^/)  et  il  n'est  pas  nul 
puisque  ces  systèmes  sont  distincts;  il  existe  donc  un 
seul  système  de  valeurs  de  A,,  Ao,  .  ..,  A^,,  et  la  pro- 
position est  démontrée.  On  obtiendrait  l'expression  de/ 
en  éliminant  A,,  A2,  ..  .,  A^  entre  l'équation  (9)  et 
les  p  premières  équations  (10). 

5.  Gomme  conséquence  des  résultats  précédents,  nous 
pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Une  forme  f^  dont  l'ordre  m  est  impair,  et  dont  les 
coefficients  ne  sont  soumis  à  aucune  restriction,  se  ra- 
mène toujours  d'une  manière  et  d'une  seule  à  la  somme 

de puissances  m'^"'^^  de  formes  linéaires,  ciffec- 

tées  de  coejjicîents  constants;  ces  formes  sont  les  divi- 
seurs du  déterminant  (6),  oii  p  a  la  valeur 

Par  exemple,  toute  forme  cubique  se  ramène  à  la 
somme  de  deux  cubes  de  formes  linéaires,  et  ces  formes 
sont  les  diviseurs  de  la  liessienne;  on  retrouve  ainsi  un 
résultat  bien  connu. 

Toute  ibrme  y  d'ordre  quelconque  se  ramène  d'une 
infinité  de  manières  à  la  somme  d'un  nombie  /)  de 
puissances  /n'^^'n^s  j^  lorme  linéaire,  j)  étant  supérieur 

à •  Pour  C|u'elle  se  ramène  à  la  somme  de  p  puis- 
sances m''""^%  p  étant  inférieur  à  >  il  faut  et  il  suffit 

que  les  équations  (4)  soient  compatibles.  En  particulier, 
SI  m  est  pair,  /  se  ramené  a  la  somme  de  —  puis- 
sances m'^""^^  si  le  déterminant  (7)  est  nul. 

Par  exemple,  une  forme  (juadratique   est  réduclibh; 
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d'une  infiniléde  manières  à  la  somme  de  deux  carrés,  et 
une  forme  biquadratique  à  celle  de  trois  carrés;  pour 
que,  dans  ce  dernier  cas,  le  nombre  des  carrés  se  réduise 
à  deux,  il  faut  et  il  suffit  que  l'invariant  T  soit  nul. 

6.  Nous  allons  supposer  plus  généralement  que  la 
forme  o  d'ordre  p  apolaire  par  rapport  à  y  ait  des  racines 
multiples,  et  soit  égale  à 

(il)     (p  =z  {xyi  —  yxi)P^{xy^^  —  yx^)P^. .  .{xyq  — yXq)P<], 

Pi  -h  P2-\-  '  '  '  -\-  Pq  étant  égal  à  p-^  nous  allons  montrer 
que  y  est  réductible  à  la  forme 


(12)      , 

y,  f'x^  .  .  .,  fq  étant  des  formes  particulières  d'ordres 
respectifs  /?<  —  i ,  /72  —  i ,  »  »  .  ^  pq  —  i ,  et  réciproque- 
ment. 

Nous  allons  d'abord  voir  que  co  est  apolaire  par  rap- 
port à  chacune  des  parties  de  la  somme  dont  se  com- 
pose/*;  cela  résulte  de  ce  fait  qu'en  appliquant  l'opération 
symbolique 

où  cpi  est  d'ordre  />  —  pi,  à  la  forme 

(  ^yt  —  yXi)"'-Pi+^  fi(x,y), 

où  fi  est  d'ordre  pi —  i,  on  obtient  une  quantité  identi- 
quement nulle.  Si  l'on  commence,  en  efl'et,  par  effectuer 

l'opération  cp^V  — ^  —  —  h  le  résultat  est  de  la  forme 

{xyi—yxiy''-p-^^'\>i{x,y), 

où '\i  est  une  forme  d'ordre /;/ — i;  en  prenant  ensuite 
Pi  fois  successivement   la  polaire  de  cette  quantité  par 
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rapport  à  [xi,yi),  on  constate  que  le  résultat  est  iden- 
tiquement nul,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

La  forme  o  étant,  d'après  ce  qui  précède,  apolaire  par 
rapport  à  chacune  des  parties  dey*,  est  apolaire  par  rap- 
port /i  y* elle-même^  il  nous  reste  à  montrer  inversement 
que  si  cp  est  apolaire  par  rapport  à  une  forme  /"donnée 
telle  que  (i),  celle-ci  peut  être  mise  sous  la  forme  (12); 
nous  allons  voir  que  cela  est  toujours  possible,  et  d'une 
seule  manière. 

Les  formes /, ,  f2-,  .  .  . ,  /^  entrant  dans  l'équation  (12) 
contiennent/?, -h /^o  4- •  •  .  H- /^^,  c'est-à-dire/;  coefficients 
indéterminés  ;  ces  coefficients  doivent  satisfaire  aux  m -f-i 
relations  d'identification  de  (1)  et  de  (12);  mais  ni  —  /^4-i 
de  ces  relations  peuvent  être  remplacées  par  les  équa- 
tions (4)  qui  sont  identiquement  satisfaites  par  liypo- 
llièse;  il  suffit  donc  de  considérer/;  équations  d'identifi- 
cation, par  exemple  celles  qui  donnent  les  valeurs  de^o, 
rt,,  a^i  ...,  o,p-\-,  et  de  montrer  qu'elles  donnent  un 
système  unique  de  valeuis  des  p  coefficients  inconnus. 

Pour  ne  pas  compliquer  l'écriture  nous  nous  placerons 
dans  un  cas  particulier,  ce  qui  ne  change  rien  aux  rai- 
sonnements^ nous  supposerons  que  l'on  ait^=:3,/?i  =3, 
/>j  =  2 ,  /;3  =  I ,  d'où p=.(d\  nous  ferons  de  plus  les  quan- 
tités ^  égales  à  l'unité,  et  nous  supposerons  f\t  fi.  ^^  /s 
développés  suivant  les  puissances  respectives  de  x  —  x, , 
X  —  Xo  et  a:  —  x^i  sous  la  forme 

/i  =  Ai(a7  — a7,)2  4- A2(:r  —  a7i)-f-  A3, 
/2=  k,^{x  —  x^)  H- As, 

/s  =  As  ; 
nous  écrirons  alors  l'identité  suivante, 

«0^'"  -+-  G;'„rti  :r'«-i  -h  G2j  a2^'"-2  -f- . .  . 

=      A,(.r  —  37i)'"+ AaCa:  — ^i)'«-iH-  k^ix  —  a7,)'«-2 
-h  k^{x  —  372 )'«-+- As (x  —  a:-, )'""*  +  Ag(:c  — ^3)'", 


(  35o  ) 

et   nous  égalerons  les  coefficients  des  six   plus   hautes 
puissances  de  x  dans  les  deux  membi^es. 

Le  déterminant  des  coefficients  de  A,,  A2,  ...,  A^ 
dans  les  six  équations  obtenues  est,  au  signe  près^ 


C],iXx  I  O  G/„a72  I  Ci,  373 

v-f/n-^l       ^/«-l-^l  *  ^w*'2       '^m-l -^2       '-'/«•*' 3 

f4  ^4      ra       ^3     r;2       ^2     r;4  ^4     na       ^3     r;4  ^4 

Ce  déterminant  est  la  généralisation  de  celui  de  Vander- 
monde;  nous  allons  voir  qu'il  ne  diffère  que  par  un 
coefficient  numérique  du  produit 

Considéré  comme  fofiction  de  x, ,  il  s'annule  pour 
Xi  =  X2-,  je  dis  qu'il  en  est  de  même  de  ses  dérivées 
successives  jusqu'à  la  cinquième*,  formons  sa  dérivée 
par  rapport  à  Xi  ;  elle  est  la  somme  des  déterminants 
obtenus  en  remplaçant  les  éléments  d'une  des  colonnes 
par  leurs  dérivées  par  rapport  à  cette  lettre^  les  dérivées 
des  éléments  de  la  première  colonne  sont,  comme  on  le 
voit  immédiatement,  égales  aux  produits  par  C^^^  des  élé- 
ments correspondants  de  la  seconde,  et  le  déterminant 
qui  en  résulte  est  nul;  on  voit  de  même  que  la  dériva- 
tion des  éléments  de  la  seconde  colonne  donne  encore 
un  résultat  identiquement  nul,  il  suffit  donc  de  rem- 
placer les  éléments  de  la  troisième  colonne  par  leurs 
dérivées;  on  constate  bien  que  le  résultat  ainsi  obtenu 
s'annule  encore  pour  ar,=:X2.  On  verrait  de  la  même 
façon  que  les  dérivées  suivantes  du  déterminant  par 
rapport  à  .r,  jusqu'à  la  cinquième  jouissent  de  la  même 
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propriété,    et    que    ce    déienninant    est    divisible    par 

Pour  une  raison  analogue,  il  contient  en  facteur 
(x^  —  XiY  et  (x^ — «^2)"  5  ^'"  examinant  les  degrés  par 
rapport  à  l'ensemble  des  lettres  et  les  coefficients  du 
terme  fourni  par  la  diagonale  principale,  on  voit  que  le 
déterminant  a  pour  valeur 

par  conséquent  il  n'est  pas  nul  et  il  existe  un  seul  sys- 
tème de  valeurs  de  A,,  A2,  .  .  .,  Ao,  ce  que  nous  vou- 
lions établir. 

Comme  exercice  de  calcul,  on  peut  vérifier  qu'un 
déterminant  analogue  au  précédent,  renfermant  x,  dans 
les  Pi  premières  colonnes,  X2  dans  les  p2  suivantes,  et 
ainsi  de  suite,  ne  di (l'ère  que  par  un  facteur  numérique 
du  produit 

(X-î—  Xi)Pil't  {X3  —  Xi)P2Pi.  .  .{Xi—X/,.)PiPk 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  on  voit  que  si 
une  forme  cubique  /  a  une  liessienne  cp  égale  au  carré 
de  xyi  — yj^i-,  f  est  réduclibhî  d'une  manière  et  d'une 
seule  à  la  forme 

7.  Considérons  le  cas  de  j)  =  m'^  les  relations  (4), 
qui  expriment  que  cp  est  apolaire  par  rapport  à  y,  se 
réduisent  à  une  seule,  qui  est 

(i3)  «oa/n—  «1  «/«-!+  «2  2f/«-2  — • .  .±a,„ao=  o. 

En  introduisant  les  coefficients  du  binôme  dans  les 
termes  de  'j,  c'est-à-dire  en  écrivant,  par  exemple, 

m  ,  ,  m  (m  —  i  )  .  „    , 

o  =  b^x'"-\ bxX'"-^y-\ ^^ -biX"'~^y^-\-. . ., 

"  I  1.2 
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la  condition  précédente  s'écrit 

7  ^       u  7n(m  —  i)  _!_        / 

comme  elle  est  symétrique  par  rapport  aux  coefficients  a 
et  bj  on  en  conclut  que  f  est  inversement  apolaire  par 
rapport  à  (p. 

Si  les  deux  formes  /"  et  cp  sont  identiques,  la  condi- 
tion précédente  se  réduit  à 

m  m  {m  —  i  )  , 

le  premier  membre  est  un  invariant,  car  il  est  le  ré- 
sultat du  calcul  symbolique  /(-r-f  —  y-  )  appliqué  à  la 

forme  y  elle-même. 

Dans  le  cas  de  m  impair,  cet  invariant  est  identique- 
ment nul,  et  la  forme  f  est  toujours  apolaire  par  rap- 
port à  elle-même. 

Dans  le  cas  de  7?i  pair  l'invariant  reuferme  deux  fois 
les  mêmes  termes,  à  égale  distance  des  extrêmes,  sauf 
le  terme  du  milieu,  qui  intervient  une  seule  fois;  par 
exemple,  dans  le  cas  de  la  forme  quadratique  il  est  égal 
au  double  du  discriminant  et  dans  le  cas  de  la  forme 
biquadra tique,  il  a  pour  valeur 

2  («0^4 —  4^i<^3+  3a|)  =  9.8; 

en  l'annulant,  on  a  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que/ soit  apolaire  par  rapport  à  elle-même. 

8.  Nous  allons  maintenant  considérer  un  système  de 
formes  f  d'ordre  m',  nous  nous  placerons  d'abord  dans 
le  cas  où  l(î  nombre  do  ces  formes  est  égal  à  m,  et  nous 
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les  écrirons 


(lO 


ni 


1  f^^  1 


f      —    î    T' 


m 


l^j^m-ly 


nous  supposons  qu'elles  sont  linéairement  iudépeu- 
dantes,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  aucun  système  de 
nombres  X,  >  >*  2^  •  •  • ,  '^^m  îion  tous  nuls  tels  que  l'on  ait 
identiquement 

pour  qu'une  telle  identité  ne  soit  pas  possible,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  déternn'nants  d'ordre  m  tirés  du  tableau 
des  coellicients  a,  h,  •••^  /,  ne  soient  pas  tous  nuls; 
c'est  ce  que  nous  admettrons  désoiinais. 

11  existe  une  forme  o  et  une  seule  apolaire  par  rap- 
port à  chacune  des  formes  /;  les  coelHcieiils  de  cette 
ibrme  doivent,  en  efl'et,  satisfaire  à  la  relation  (i3)  et 
aux  relations  analogues  relatives  aux  coeilicients  by 
c,  ...,  /^  on  obtient  ainsi  iti  équations  homogènes 
à  ni  -i-  I  inconnues  ao,  ai,  .  .  . ,  a,„,  et  elles  déterminent 
à  un  facteur  numérir|ue  près  un  système  unique  de  va- 
leurs de  ces  inconnues,  d'après  l'hypothèse  faite  que  les 
Ibrmes  sont  indépendantes. 

L'élimination  des  coefficients  a  entre  l'équation  (2) 
qui  définit  cp  et  les  relations  telles  que  (i3)  fournit, 
comme  expression  de  cp,  la  suivante 


U>) 


^^0 


«1 

0, 


/,  1-2 


■y 


X    y 


n:  X' 


Afin,  de   Uathémat.,  4"  séric;  l.  I.   (  \oùt  1901.) 
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nous  allons  voir   qu'elle  ne  diffère  que  par  un  facteur 
numérique  du  délerniinant  des  dérivées  d'ordre  m  —  i 
des  formes  f  : 


(i6) 


dx  "^  -  ^       dx  '"-2  dy  dy  '" 

si  nous  multiplions,  en  effet,  les  éléments  de  la  pre- 
inière  colonne  du  déterminant  (t5)  par  x^  et  si  nous 
leur  ajoutons  ceux  di;  la  suivante  multipliés  par  j/-,  puis 
si  nous  répétons  le  même  calcul  pour  la  deuxième  co- 
lonie, la  troisième,  etc.,  nous  obtenons  un  déterminant 
qui  se  réduit  au  signe  pi'ès  à 


^^'«-1 

âx"^-^  dy 

()ym 

d'n-\f^ 

à'"-\h 

à"'-\U 

dx"^-^ 

àx"^~'^  dy 

dyni 

à"'-'f,n 

à"'-\fm 

à'-\fm 

a^x -+- a^y     a^x -+- a^y 
boX  -\-  biy     biX  -+-  b^y 


a,n—\X 
b/n—l  ^ 


<^my 


lox^  liy     hx^  l^y     ...       l,n-iX-\-  l^y 

et  ce  dernier  est  identique  à  (i6)  à  un  facteur  numérique 
près. 

Dans  le  cas  général,  cp  a  ses  racines  distinctes;  sup- 
posons que  l'on  ait 

cp  =  (^xyx—yxx){xy^  —  yx^). .  .i^xy,n  — y x,nY. 

nous  savons  que  chacune  des  formes  f  par  rapport  aux- 
quelles cp  est  apolaire  peut  être  mise  sous  la  forme  d'une 
somme  de  m  puissances  m'^™^%  et  cela  d'une  seule  ma- 
nière^ nous  pourrons  de  cette  façon  écrire 

/i  =  k^{xy^—yx^Y^+k^X^y^i—yx.iY'-^...-\-k,„{xy,n—yx,n)'^ 
/2  =  B,(a77i  — jK^i)'"+  ^^{xy^_- yx.Y^-\-...~-  V,,„{xy„,— yx,n)»' 

f,n  =  L,  (xy^  _  v.r,)'"-f-  Lo  {xy.  — yx.^)'» -\- .  .  .-h  K//,(.r  r,„  —  r.r,„)« 
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les  coeiîicients  A,  B,    .  .  .  ,  L  étant  déterminés  d'une 
manière  unique;  nous  énoncerons  ce  résultat  de  la  façon 
suivante  : 

m  formes  binaires  d  ordre  m  telles  que  (i4)  peuvent 
en  général  être  ramenées  siîuultanément  à  la  somme 
de  m  puissances  jti^^"'^^  des  mêmes  formes  linéaires; 
ces  dernières  sont  les  diviseurs  du  premier  degré  des 
déterminants  (i5)  ou  (i6). 

Dans'  le  cas  particulier  où  cp  a  des  racines  multiples 
1 1  se  met,  par  exemple,  sous  la  forme  (i  i),  les  formes  /' 
sont  réductibles  simultanément  à  la  forme  (isi). 

Comme  exemple,  deux  formes  quadratiques  /*,  et  y'o 
sont,  en  général,  réductibles  simultanément  à  des 
sommes  de  deux  carrés  des  mêmes  foinies  linéaires;  ces 
formes  sont  les  diviseurs  de  la  jacobienne  de  deux  formes 
données 

dx      ây 

ôx      dy 

si  celte  jacobienne  est  le  carré  parlait  d'une  foiine 
linéaire  f^  et  f-,  ont  cette  forme  comme  diviseur  com- 
mun. 

9.  Nous  considérons  maintenant  le  cas  où.  l'on  donne 
ij  fornïcs y* d'ordre  m,  y  étant  inférieur  à  m;  nous  allons 
clierclier  les  formes  o  d'ordre  m  qui  sont  apolaires  par 
rapport  à  ces  formes  f.  Pour  simplifier  l'écriture  des 
coeiîicients,  nous  supposerons  cette  fois  que  les  coefTi- 
cients  du  binôme  sont  mis  en  évidence  dans  cp,  et  nous 
poserons 


ao^'»  -i-  g;,,  a,  .r'"-i j  4-  C}„  'X^x> 


^'«J' 
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nous  écrirons  de  même,  comme  dans  ies  formules  (i4)» 


fq=h^x'r^^C},Ji,x"^-^y 


h-my' 


Pour  que  cp  soit  apolaire  par  rapport  à  ces  formes/, 
il  faut  que  les  q  conditions  suivantes  soient  remplies 


(17) 


.±(XQa„i=  o, 

> 

.±:ccQh„i=  o; 


comme  les  formes  f  sont  supposées  linéairement  indé- 
pendantes, les  déterminants  d'ordre  q  tirés  du  tableau 
de  leurs  coefficients  ne  sont  pas  tous  nuls;  si  l'on  sup- 
pose, par  exemple,  que  le  déterminant 

«0       G/n^l        •••        G„j      Ctq—l 

bo     C/„6i      ...      CJ'^  bg-i 


d  = 


ho     C},ihi 


soit  différent  de  zéro,  les  équations  (17)  fournissent  les 
valeurs  de  q  des  coefficients  a,  celles  de  a,„,  ct-m-i^  •  •  -^ 
oi-m-q+i  au  moyen  des  m  —  ^  H-  i  autres;  il  en  résulte 
que  la  forme  co  répondant  à  la  question  a  ses  coefficients 
fonctions  linéaires  et  homogènes  de  m  —  </  -h  i  para- 
mètres arbitraires^  autrement  dit,  il  existe  m  —  <7  +  i 
formes  cp,,  cp2,  ...,  (^m^q+i  apolaires  par  rapport  aux 
formes  /,  et  toutes  les  formes  cp  sont  données  par  la 
formule  générale 

(18)  ^  =  [J.1  cp ,  +  (^2  ?2  +  •  .  •  +  [^m-q-hl  ^m-q-^l , 

OÙ  les  coefficients  ^x  sont  arbitraires. 

Dans  le  cas  que  nous  avons  considéré,  où  d  n'est  pas 
nul,  cp,,  cpo,  ...,  Z)„,_q_^i  peuvent   être  représentés  par 
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des  déterminants  d'ordre  q  -h  i  tirés  du  Tableau 


(•9) 


«0 

ho 


Qnb, 


Cfnb, 


-C}ny"'-'00      Cl.yn-'ix'- 


bm 
hm 

zhx"^ 


et  formés  en  adjoignant  aux  q  premières  colonnes  cha- 
cune des  suivantes  respectivement.  Ces  fonctions  sont 
linéairement  indépendantes,  car  elles  contiennent  cha- 
cune un  terme  différent  dans  la  suite  des  termes 


xiy'<i~fi^     x'/+^y"^-l-^, 


X' 


Il  j  a  réciprocité  entre  les  formes  f  et  '^,  d'après  les 
formules  (17)^  l'ensemble  des  formes  f  apolaires  par 
rapport  à  toutes  les  formes  (18)  est  représenté  par 

(•-'-«)  ^1/1-1- >^2/2-^-•..^-À7/7' 

OÙ  les  X  sont  des  paramètres  arbitraires. 

10.   Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Le  déterminant  fonctionnel  constitué  par  les  déri- 
vées partielles  d'ordre  q  —  i  des  formes  f  y  et  le  déter- 
minant analogue  constitué  par  les  dérivées  partielles 
d'ordre  m  —  q  des  formes  cp  ne  diffèrent  Vun  de 
V autre  que  par  un  facteur  constant. 

Nous  commencerons  par  mettre  le  premier  de  ces  dé- 
terminants sous  une  autre  forme,  en  montrant  que  les 
deux  déterminants 


(21) 


dx'i-^ 


dx't-'^  ôy 


ôxl-^       dx'l'"'  ôy 


ôyl-i 
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et 


(22) 


«0 

C,\,a, 

<^m«2 

• 

K 

Ci//, 

C,^„A2 

.         . . 

yq 

-  ^),r^' 

l•.^■ 

C^j-y-^r^ 

±:  x't 

0 

yq 
O 

—  G}./^-!^ 



o 

1 

\rq       

x'i 


o 
o 

:  x'i 


ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant^  c'est  la  géné- 
ralisation de  la  propriété  démontrée  dans  le  cas  des 
déterminants  (i5)  et  (i6). 

Nous  multiplierons  pour  cela  le  déterminant  (22)  par 
le  suivant 


Kr-i^OCn-q^^ 


^ln-1  :r '«-7-1  j2  A^^r-2  A  \  ^"' ~''y 


A^-\A2a7'«-7+i 


pJI~J^ym-q+X 
O 
O 


^q-l  ^m-t/+\'*-  J  '       ^^<i-\^in-q\\.^   J         ' 

A  7-3   A  2  ^     „i-q 

^q-ï  ^ tn—q+  2  "^J 

A  7-3  A  2  v"i-7-t-l 

-^7-3  ^/«-7+3  J 


q~i  ^^n 


ir/n—q-hl  A  7    3  A2  7-v'«  — 7 


les  </  premières  colonnes  de  ce  dernier  déterminant  sont 
constituées  par  des  éléments  dont  la  loi  de  formation 
est  mise  eu  évidence,  AJ^  désignant  le  nombre  des  arran- 
gements de  /•  objets  5  à  5;  les  colonnes  suivantes  con- 
tiennent seulement  l'unité  sur  la  diagonale  principale, 
et  leurs  autres  éléments  sont  nuls;  ce  déterminant  est 
égal  au  produit  de  x^^"*~^+*'  par  un  facteur  constant. 

En  eliectuant  la  multiplication,  on  obtient  d'abord, 
dans  les  r/  premières  lignes  et  les  r/  premières  colonnes 
du  produit,  les  éléments  du  déterminant  (21);  on  con- 
state ensuite  que  les  lignes  suivantes  ont  leurs  </  premiers 
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éléments  égaux  à  zéro;  on  vérifie,  en  effet,  que  l'élénient 
situé  clans  \a  q  -\-  /■''''°*'  ligne  et  la  s'"""""  colonne  {s^  q) 
contient  ,^'«-^-'+^+<  j^?+^-^  en  facteur,  et  le  coellicient  de 
ce  produit  est  égal  à  la  valeur  que  prend  l'expression 


i 


lorsqu'on  y  fait  u=v^  cette  valeur  est  toujours  nulle. 

Le  produit  elï'ectué  se  trouve,  de  cette  façon,  être 
égal  au  déterminant  (21)  multiplié  par  un  déterminant 
d'ordre  m — y  4- i  ;  ce  dernier  renferme  x^  dans  tous 
les  éléments  de  la  diagonale  principale  et  se  réduit 
à  3+2  ^^(''i-^+O .  comme  le  déterminant  par  lecpiel  on  a 
multiplié  (22)  a  cette  môme  valeur,  à  un  coeilicient 
numérique  près,  l'identité  des  expressions  (21)  et  (22) 
se  trouve  bien  démontiée  à  un  facteur  constant  près. 

M.  Andoyer,  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  des 
formes,  a  mentionné  la  transformation  précédente  des 
déterminants  (21)  et  (22)  Tun  dans  l'autre,  et  a  indiqué 
que  l'évanouissement  idenli(jue  de  Tune  ou  l'autre  de 
ces  expressions  est  la  condition  nécessaire  et  sulïisante 
pour  (jue  les  q  formes  /  ne  soient  pas  linéairement 
indépendantes. 

Ceci  étant  posé,  nous  avons  vu  que  les  formes  indé- 
pendantes C5,  en  iiombie  m  —  V  "^  '  sont  repiéseiitées 
par  des  déterminants  d'oidre<7  +  i  tirés  du  Tableau  (19), 
ces  déterminants  ayant  en  commun  les  g  premières  co- 
lonnes de  ce  Tabbîau,  et  différant  par  la  ^  -|-  1 '•""'.  Les 
dérivées  partielles  d'oidre  m  —  q  de  ces  formes  se  dé- 
duisent de  la  même  manière,  à  des  facteurs  numériques 
près,  de  Tableaux  analogues  à  (19);  il  sufïit  d'y  rem- 
placei'  la  dernière  ligne  succc^ssivement  par  les  dernières 
lignes  du  déterminant  (22).  Ces  dérivées  sont  donc  à 
des   facteurs   constants  près  égales   à  des  déteinilnants 
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d'ordre  </  -1-  i ,  mineurs  de  (22),  et  obtenus  en  bordant 
le  mineur  désigné  précédemment  par  d  au  moyen  des 
éléments  de  la  ^  +  j-^^'"^^  ligne  et  de  la  </  -H  5>enie  colonne. 
D'après  un  théorème  démontré  dans  un  précédent 
article  \^Théorèine  relatif  aux  mineurs  rVun  détermi- 
jiant  (^Nouvelles  annales,  mai  1901,  p.  211)],  le  dé- 
terminant A  de  ces  mineurs  a  pour  valeur  D^i"^"^"  ^ , 
D  représentant  le  déterminant  (22);  l'identité  du  déter- 
minant (21)  et  de  celui  qui  est  formé  par  les  dérivées 
d'ordre  m  —  q  des  formes  o ,  déterminant  que  nous 
représenterons  par 

(20) ^— —     , 

se  trouve  ainsi  démontrée,  à  un  facteur  constant  près. 

11.  Nous  allons  donner  de  ce  théorème  une  démon- 
stration plus  courte  que  la  précédente,  en  supposant 
toutefois  que  les  coefficients  ne  sont  soumis  à  aucune 
restriction,  et  nous  indiquerons  en  même  temps  la  signi- 
fication du  déterminant  (21)  et  de  son  analogue  (28) 
relatif  aux  formes  (p.  Cherchons  parmi  le  système  des 
formes 

/  =  >^l  /l  -^  X2/2  +  •  .  .  +  >^^/7, 

celles  qui  ont  une  racine  multiple  d'ordre  y;  si  (^),j)  i) 
est  cette  racine,  elle  annule  les  dérivées  partielles 
d'ordre  q  —  i  de  y,  et  satisfait  aux  équations 


('M) 


X. .  "^y:\ .  ^.  1  "^-'^" 


àx'i- 1  -^  ày^  dxi-'^  -^  dy^ 

ùx'i-'^-^  dy^ 


+  Ay ....-:  ^  .  =  o, 


pour  les  valeurs  successives  de  s.  L'élimination  des 
quantités  \  entre  ces  équations  fournit  précisément 
l'équation  obtenue  en  annulant  le  déterminant  (21)-,  on 
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voit  donc  que  les  racines  multiples  d'ordre  q  des  formes/ 
annulent  ce  déterminant.  Réciproquement,  si  («^i,./») 
rend  nul  le  covariant  (21),  les  équations  (24)  ont 
pour  x^=x^  et  yz=zy^  au  moins  une  solution  en  X|, 
X2,  '  '  "i  \i  et  il  existe  une  ou  plusieurs  formes  f 
ayant  (x,,  ji  )  comme  racine  multiple  d'ordre  au  moins 
égal  à  </. 

Cela  posé,  toutes  les  formes  représentées  par 

^  =  ;-ll  ?l  -^  [-^2  ?2  -i-  .  •  .  -+-  [J-m-q-^l  Ofn-q-hl 

sont  apolaires  par  rapport  à  toutes  les  formes  y,  et  ce 
sont  les  seules^  or  nous  avons  démontré  (n"  6)  que  si 
une  forme  /*  contient  {j^-yi — .yj^\)^  cmi  facteurs,  tonte 
forme  o  contenant  {xyi — yxt)"*~^'^^  en  facteur  est 
apolaire  par  rapport  à  la  première  f-^  par  suite  on  doit 
trouver  j)armi  les  formes  o  renfermées  dans  la  formule 
précédente  une  forme  au  moins  ayant  (x,,  j^i)  comme 
racine  multiple  d'ordre  ni  —  </  +  i . 

Comme  les  racines  multiples  d'ordre  m  —  </  +  i  que 
peuvent  présenter  les  formes  cp  aniiulent  le  détermi- 
nant (23),  d'après  un  raisonnement  analogue  au  précé- 
dent on  voit  que  toutes  les  racines  de  (21)  doivent 
annuler  (23);  la  réciproque  est  évidente  d'après  la  réci- 
procité qui  existe  entre  les  systèmes  /  et  cp.  Si  les  ra- 
cines (jOi^  yt),  en  nombre  q{m  —  </  +  i),  sont  toutes 
simples,  l'identité  des  déteiminants  (21)  et  (23)  à  un 
facteur  près  se  trouve  par  cela  même  démontrée.  Nous 
n'insisterons  pas  sur  le  cas  où  deux  ou  plusieurs  ra- 
cines (a:<,  y,)  sont  égales,  et  nous  admettrons  que  la 
proposition  est  générale;  le  raisonnement  du  numéro 
précédent  s'applique  du  reste  à  tous  les  cas. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Etant  données  rj  formes  binaires  d'ordre  ni^  Linéai- 
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renient  indépendantes  :  f\tfi->  .  .  .  ^  jq  (//^//i),  parmi 
les  combinaisons  linéaires  de  ces  formes,  telles  que 

il  existe  en  général  (j  {m  —  q  -\~  i)  formes  qui  possèdent 
une  racine  multiple  d'ordre  q\  les  systèmes  de  va- 
leurs (x,  y)  qui  sont  les  racines  d'ordre  q  de  ces 
formes  s'obtiennent  en  annulant  le  déterminant  fonc- 
tionnel  (21)  et  sont  les  racines  de  l'équation  aijisi 
formée. 

Il  existe  m  —  ^7  +  1  formes  linéairement  indépen- 
dantes d'ordre  m,  cp,,  cp2,  .  .  .,  ^m-q^\-)  apolaires  par 
rapport  aux  formes  f]  parmi  les  combinaisons  linéaires 
de  ces  formes,  telles  que 

il  y  a  le  même  nombre  qi^Tti  —  q  -\-  \)  de  formes  pos- 
sédant une  racine  multiple  d'ordre  m  —  <y  -f-  i  5  ces 
racines  multiples  s'obtiennent  en  annulant  le  détermi- 
nant (23)  et  sont  les  mêmes  que  les  précédentes. 

42.   Nous  allons  appliquer  les  considérations  précé- 
dentes à  la  réduction  simultanée  des  formesy  et  o  à  une 
forme  canonique;  nous  nous  limiterons  au  cas  général, 
où  les  coefficients  des  formesy*  ne  sont  soumis  à  aucune    \ 
restriction  particulière. 

Désignons  par  q'  le  nombre  m  — <yr  -f-  i ,  par  v  le  de- 
gré qq' ^=^  '/("^  —  */  +  0  ^^'^  déterminants  (21)  ou  (23) 
et  par  [x^,  y^),  [X2,  y-i)-,  .  .  . ,  (cTv,  jv)  li^urs  racines, 
qui  sont  les  mêmes  comme  nous  l'avons  vuj  à  l'une 
(juclconque  d'enire  elles,  telle  que  (x/,j) /),  correspondent 
des  systèmes  de  nombres  XJ,  etjjij  tels  que  les  formes  2ÀJ.yV 
et  S[Ajcp^  aient  comme  racine  (xi,  yi),  la  première  avec 
Tordre  q^  la  deuxième  avec  l'ordre  </'=  m  —  </  +  i   de 
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mulliplicilé;  nous  aurons  donc  des  idenlilés  de  la  forme 

\À  ?i  -^  A  ?2^-  •  .-^  IV?'/'^  i^Xi—  y^ù'^'^i^ 

/variant  de  i  à  v,  gi  et  ']>/  étant  des  formes  d'ordres  res- 
pectifs m  —  q  et  m  —  7'=  </  —  ï  • 

Nous  déduiions  de  Jà,  pour  les  formes  /  et  o^  des 
expressions  telles  que 

'^s={xy\—yorx)i'-/s\-^{ory^,  —yx-^yi'  /^.vo-H... 

-^{^yq'—y^<r)'''v,^<i''-> 

les  quantités  h  et  y  étant  des  formes.  d'ordr(!s  respecti- 
vement égaux  à  ui  —  (j  et  m  —  </';  dans  chaque  groupe 
de  formes,  nous  pourrons  remplacer  les  racines  qui 
interviennent  dans  les  j)arentlièses  par  d'autres  racines 
des  déterminants  (21)  ou  (23);  nous  aurons  ainsi, 
lorsque  //  est  di lièrent  de  i  ou  de  /?/,  plusieurs  réduc- 
tions possibles  analogues  à  la  précédente. 

Par  exemple,  étant  données  deux  formes  cubiques^', 
ety*2,  on  a  7/1  =  3,  /y  =  2,  r/'^  2  ^  parmi  les  coudjinai- 
sons  linéaires  telles  que  X,y, -f- Xo^o  O'»  peut  trouver 
quatre  formes  ayant  une  racine  double,  ainsi  que  parmi 
les  combinaisons  linéaires  telles  (jue  \>-\^\-\-  \i.2'^i  t^les 
formes  cubiques  apolaires  par  rapport  aux  premières; 
les  racines  doubles  des  premières  ainsi  que  celles  des 
secondes  formes  sont  les  racines  du  jacobien  de  f^  et 
de/,. 

13.  Nous  avons  peu  de  chose  à  ajouter  en  ce  qui  con- 
cerne la  généralisation  des  théories  précédentes  au  cas 
où  les  foimes  cp  apolaires  aux  q  formes  y  d'oidre  m  sont 
d'ordre  p  inférieur  à  in\  nous  remarquons,  d'après  les 
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équations  (4),  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'une  forme  cp  d'ordre  p  soit  apolaire  par  rapport 
à  une  forme  /d'ordre  in^p^  est  qu'elle  soit  apolaire 
par  rapport  aux  m  —  /?  +  i  dérivées 


dx"^-P^      dx"^-P-^  dy' 


d"^-pf 
dy 


m—  p 


les  formes  cp  apolaires  aux  q  formes  f  doivent  donc 
satisfaire  à  {rri — p-{-\)q  conditions,  et  comme  elles 
renferment  p  -\-  i  coefficients  d'une  manière  homo- 
gène, on  voit  que  les  formes  cp  répondant  à  la  question 

dépendent  de 

q'  —  p  -^\  —  q{m  —  />-H[) 

paramètres  homogènes;  ce  nombre  q'  doit  être  égal  ou 
supérieur  à   i,  ou  bien  p  doit  être  égal  ou  supérieur 

.    qim-^\)  ,  1  , ,  .  Mil  1 

a ,  pour  que  le  problème  soit  possible  dans  le 

cas  général  ;  si  q^  est  nul  ou  négatif,  le  problème  n'est 
possible  que  si  les  formes  f  sont  soumises  à  certaines 
restrictions  qu'il  serait  facile  de  former. 

Par  exemple  il  existe  une  forme  cp  d'ordre  4  apolaire 
par  rapport  à  deux  formes  d'ordre  5 


c  est 


/. 

=  «0 

x° 

-f-  5ai 

x^y-h. 

•.+  «oJK% 

/2 

=   ^0 

X"» 

4-  5  6i 

x'^y  -H. 

• .  -+-  b-^y^  ; 

a^ 

«1 

«2 

«3              «4 

«I 

«2 

«3 

«4              «5 

== 

^0 

b, 

b, 

b,          b. 

b, 

b. 

bs 

b,          b. 

y* 

- 

-xy^ 

x^y^    . 

—  x'^y     x'* 

Si  (^■,,j',),  {x^tyi)^  .  .  . ,  (^4,  JK', )  sont  les  quatre 
racines  de  co,  les  deux  formes  y,  et  y^2  sont  réductibles 
simultanément  à  la  somme  de  quatre  puissances   cin- 
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quièines,  telles  que 

/2=  B^{xy^—yxyY-^...-^  Yi,jxy,^—yx,^Y; 

lorsque  o  a  des  racines  multiples,  les  cousidérations  du 
n"  5  s'appliquent  à  chacune  des  formes  y. 


[02e] 
SIR  LES  TRA\SFOmiATIO\S  POLAIRES  DE  LA  COIRRURE; 

Par  m.  m.  d'OGAGNE. 


Nous  appelons  transformations  polaires  des  courbes 
planes  toutes  celles  qui  utilisent  un  pôle  fixe  O  dans 
le  plan. 

Si  l'on  veut,  pour  une  telle  transformation,  étudier 
la  relation  qui  lie  les  rayons  de  courbure  en  deux  points 
correspondants,  on  est  tout  naturellement  amené  à  se 
servir  des  coordonnées  polaires  en  prenant  le  pôle  O 
pour  origine.  L.a  question  revient  alors  à  uii  simple 
changement  de  variables:  mais  ce  changement  de  va- 
riables, étendu  à  des  dérivées  du  second  ordre,  com- 
porte, en  général,  des  calculs  assez  compliqués  et  qui 
ne  sont  pas  toujours  d'une  traduction  géométrique  im- 
médiate. Voici  quelques  formules  qui  permettent  dans 
bien  des  cas  d'y  introduire  une  notable  simplification. 

Appelons  p  et  to  les  coordonnées  polaires  d'un  point 
courant  M,  ^  et  0  les  angles  que  la  tangente  en  M  fait 
respectivement  avec  le  rayon  vecteur  OM  et  l'axe  po- 
laire Ox,  s  l'arc,  N  et  7Z  la  normahî  et  la  sous-normale 

c  O 
polaire,  K  le  rayon  de  courbure,  enfin  y  le  rapport  -p^y 

pris  avec  son  signe,  dans  lequel  la  projection  c  sur  OM 
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du  cenU'tî  de  courbure,  répoudant  au  point  M,  divise  ce 
rayon  vecteur. 

On  connaît  les  formules  fondamentales 

(i)  <:/p  =  p  cotp.f/w, 

et 

(2)  G?p  =  cos  v.ds, 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

(3)  ds  =  p  sinç.diji. 

Les  formules  (i)  et  (3)  peuvent  d'ailleurs  s'écrire 
(i')  dp  =  n.dio^ 

et 

(3')  <:/5  =  N<^w. 

Remplaçant  ds  par  sa  valeur  en  fonction  de  rf8,  on  a, 
en  retrancliant  de  part  et  d'autre  la  quantité  Rr/w, 

R(<ie  —  r/co)  =  (N  —  R  )  r/to 

ou 

Rf/c;  =  (N  — R)afco, 

qu'on  peut  écrire,  comme  on  le  voit,  en  se  lepoitant  à 
la  définition  de  y  donnée  ci-dessus, 

(4)  dv  = —  Y  d()i. 

Il  est  aisé  d'apercevoir  que  cette  formule  (4)  permet 
de  trouver  la  relation  entre  les  rayons  de  courbure  dans 
une  transformation  polaire. 

En  eflet,  en  ditférentiant  les  deux  équations  qui 
lient  p  et  w  à  p'  et  to'  on  obtient  deux  équations  dans 
lesquelles  la  formule  (1)  permet  de  ne  conserver  que  ^to 
et  <r/to',  et  comme  ces  équations  sont  homogènes  par 
rapport  à  ces  dillérentielles,  elles  se  prêtent  à  leur  élimi- 
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nalionj  ce  qui  conduit  à  la  relation  entre  les  tangentes 
correspondantes. 

Si  l'on  dillérentie  à  son  tour  l'équation  obtenue,  les 
formules  (i)  et  (4)  permettront  encore  de  n'y  laisser 
subsister  que  dto  et  d(x)\  qui  pourront  encore  être 
éliminés  au  moyen  d'une  des  équations  précédentes,  et 
l'on  aura  cette  fois  la  relation  entre  les  centres  de 
courbure. 

Nous  donnerons  à  titre  d'application  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  que  nous  avons  énoncé  ailleurs  (*). 
11  s'agit  de  la  transformation  définie  par  les  équations 

qui  pourrait  ètie  dite  trans/orniation  j)otenliellc  d'ex- 
posant ni,  puisqu'elle  fait  correspondre  au  point  iM,  dont 

l'allixe  est:2"  H- J'/,  le  point  M',  dont  l'aOïxe  est ^f^^ — « 

JiCS  équations  de  définition  ditlérentites  donnent  ici 

afn-i  dp'  =  m  p'«-»  dp, 
dio'  =  ni  <^co, 

ou,   en  divisant  membre   à  membre    et    tenant  couq)te 

de(i). 

a'"-'p'cotr'=  p"'colv, 

c'esl-à-dlie 

cotf'  =  COlf . 

On  trouve  ainsi  que  la  l ransformaiion  conserve  les 
angles,  propriété  bien  connue  remarquée  d'abord  par 
W.  Roberts  et  (pii  n'est  (ju'un  cas  particulier  du  célèbre 
théorème  de  liiemann,  puisque  la  fonction  {x  -{-  yi)"^ 
est  monogène.  J.es  angles  t^'  et  v  étant  égaux,  nous  avons 

maintenant 

dv  ^=  dv. 

(')  Bull,  de  la  Soc.  Math,  de  France,  t.  XVIII,  p.  io8;  1890. 


ou,  en  veilu  de  (4), 
c'est-à-dire 
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^l' dm'  =  Y  dui, 


Si  nous  appelons  P  le  point  où  la  droite  INIM',  qui 
joint  les  deux  points  correspondants,  est  coupée  par  la 
droite  qui  joint  les  projections  c  et  c'  des  centres  de 
courbure  répondant  à  M  et  M'  respectivement  sur  les 
vecteurs  OM  et  OM',  nous  voyons,  d'après  le  théorème 
des  transversales,  que 


PM' 
FM 


Donc,  d'après  la  dernière  formule  écrite,  on  a 

PM' 


PM 


=  771, 


ce  qui  constitue  le  théorème  en  question. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  (M)  soit  un 
cercle  de  diamètre  a  passant  par  l'origine  O  et  ayant  son 
centre  sur  Ox.  Son  équation  est 

p  =  a  cosw, 
et  celle  de  sa  potentielle  d'exposant  771 

p/,n_  a"i  cos— . 
771 

Dans  ce  cas  le  point  c  étant  le  milieu  de  OM,  on 
a  Y  =  —  1 ,  et  la  formule  précédente  devient 


T=- 


7)1 


Pour  771  =^  1^  la  courbe  obtenue  est  un  limaçon  de 
Pascal  5   pour   m  = ->     une    lemniscate   de    Bernoulli  ; 
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pour  m  =z —  -•  une  liypeibole   équilatère.  On  a  ainsi 

des  déterminations  très  simples  des  centres  de  courbure 
de  ces  trois  courbes  que  nous  avons  déjà  fait  connaître 
ailleurs. 


[Q2] 

SIR  LES  COLUBES  U  Sn  {')  Eï  PAKTICllLIÈREiMENT 
SUR  CELLES  A  COURBURES  COiXSTANTES; 

Par  M.  Henri  PIGGIOLI. 


1.  Une  courbe  L  en  S,i  étant  donnée,  nous  appelle- 
rons 2, ,  Sj,  .  .  . ,  S,i  les  surfaces  à  deux  dimensions  lieux 
des    directions    principales    premières,    secondes,    .  .  . , 

Cela  posé,  déplaçons-nous  d'une  longueur  constante  hi 
le  long  de  la  direction  principale  /''"'*^,  à  partir  du  point 
(xi,  JTo,  •  '  ")  J^n)  de  L;  nous  obtiendrons  une  nouvelle 
«ourbe  (pie  nous  indiquerons  par  L/.  L'indice  i  variant 
de  I  jusqu'à  w,  nous  aurons  ri  lignes  L,,  L^i  .  .  . ,  L„  et 
si  nous  considérons  les  angles  0,,  O2,  •  .  .  ,  ^n  qu'elles 
font  respectivement  avec  les  génératrices  de  S|,  '!^2i  •  •  •? 
S„  on  trouvera,  après  des  calculs  très  simples, 

(i)  cosO/,  = 


f)  étant  un  des  nombres  3,  4>  5,  >  -  >  -,  n  —  1  ;  tandis  que 


(*)  Nous  rappelons  que  courbe  en  S„  veut  dire  :  courbe  dans  un 
espace  à  n  dimensions. 

Ann.  de   \fathémnt .,  4'  série,  t.  I.  (Août  1901.)  24 
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pour  p  égal  à  i ,  2,  w  on  a  : 

I 


COSOi  = 


i/-(r; 


(2)  /  cos62  = 


Ri 


COSO;,   = 


Il  s'ensuit  que,  pour  que  les  angles  8,,  82,  . .  . ,  8,^  soient 
constants,  il  faut  et  il  suffît  que  Rj ,  Ro,  .  . . ,  R«_t  soient 
constants,  c'est-à-dire  que  la  courbe  L  soit  à  courbures 
constantes. 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  si  on 
se  déplace  d' une  longueur  constante  le  long  des  direc- 
tions principales  d'une  courbe,  les  lignes  lieux  des 
extrémités  soient  trajectoires  isogonales  des  généra- 
trices des  surfaces  à  deux  dimensions  qui  les  con- 
tiennent, est  que  la  courbe  initiale  soit  à  courbures 
constantes. 

La  nature  des  formules  (i)  et  un  examen  spécial  des 
formules  (2)  nous  permettent  d'ajouter  que  : 

Parmi  les  courbes  lieux  des  extrémités  des  segments 
constants  mesurés  à  partir  des  points  d'une  ligne  sur 
ses  directions  principales,  celle  gui  est  relative  aux 
normales  principales  peut  seule  être  trajectoire  ortho- 
gonale des  génératrices  de  la  surface  qui  la  contient. 


Cela  arrive  lorsque  le  segment  est  égal  au  rajon  de 
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première  courbure;  alors  cette  trajectoire  n'est   autre 
chose  que  le  lieu  des  centres  de  première  courbure  de  L. 
Et  même  on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

En  S3,  si  les  courbes  L, ,  L3,  en  deux  points  corres- 
pondants au  même  point  de  L,  coupent  sous  le  même 
angle  {variable  de  point  à  point)  les  génératrices  de 
2| ,  S3  respectivement j  la  ligne  L  est  une  hélice  cylin- 
drique; et  réciproquement,  pour  toute  hélice  cylin- 
drique,  on  peut  toujours  trou\^er  deux  courbes  Li,  L:j 
qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Remarquons  encore  que  lorsque 

sont  constants,  il  en  est  de  même  de 

Ri,     R|,     ...,     Rp(R,i_i,  Rn_2,  . . . .  R„_y>_i  )  ; 

et  que  de  la  constance  de  w  —  1  des  angles  0,,  O.2,  •  •  • ,  B„ 
résulte  la  constance  du  w"'"''. 

2.  Conservant  les  mêmes  notations  que  plus  haut, 
cherchons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  courbes  L,,  Lj,  .  .  . ,  L„  soient  des  lignes hyper- 
sphériques.  En  nous  référant  à  la  courbe  générique  Ly, 
dont  les  équations  sont  : 

Zi=  Xi-^  hp%pi        (f  =  I.  -2,  3,  . . .,  n)j 

{y*") y2i  •  •  '  1  yn)  représentant  un   point  fixe  dans  S„, 
posons 

n 

.'^(yi—Xi—hpapiy=  R2         (Rconst.). 
1 

En  dérivant  par  rapport  à  Tare,  on  trouve  aisément 
la  relation 

ds  f^p 


(372) 

qui  est  aussi  une  condition  suffisante  pour  que  hp  soit 
une  courbe  liyperspliérique. 

Pour  toute  courbe,  les  quantités  A,,  A  2,  ...,  A^j  sont 
liées  par  n  équations  du  type 

dXt       Xt-^i       At-i 


(3) 


ds  Ht         Bt-i 


tout  A  dont  l'indice  est  différent  de  i,  2,  ...,72,  étant 
nul;  mais  si  nous  voulons,  par  exemple,  qu'une  courbe 
jouisse  de  la  propriété  que  L^  soit  hypersphérique,  il 
suffira  de  garder  les  t  —  i  premières  et  les  n  —  t  der- 
nières des  relations  (3),  et  de  changer  la  t''^^^  avec  la 
suivante 

dAt       At^i       At-i  A, 


(4) 


ds  R/  Hf—i  ht 


Nous  donnerons  un  exemple  de  ce  qui  précède  en  nous 
proposant  de  chercher  les  courbes  de  S2  telles  que,  si  l'on 
se  déplace  d'une  longueur  constante  sur  les  tangentes, 
le  lieu  des  extrémités  soit  un  cercle. 

Nous  aurons  le  système  d'équations 

c?Ai        A2  A|  dAz  Al 

ds         Ri  hi  ds  Ri 

On  trouve,  après  des  calculs  tout  à  fait  simples  (  *  ), 


d^ 
ds 


h('-r"^)]"î^^'^=°'  I 


formule  qui  nous  fournit    l'équation   intrinsèque   des 
lignes  cherchées.  Pour  c  égal  à  zéro,  on  a  un  cercle. 


(')  Cela  avait  été  ti'ouvé  autrement  par  M,  Pirondini  dans  son 
Travail  :  Sulle  linee  a  doppia  curvaiura  (  Giornale  di  Matema- 
tiche,  1888).  Le  premiei'  théorème  du  premier  paragraphe  de  cette 
Note  est  la  généralisation  de  celui  que  M.  Pirondini  a  donné  dans 
ce  Travail. 
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Remarquons  que  les  équations  (4)  se  trouvent  véri- 
fiées quand  on  y  fait 

Ag/i-i  =  o,         A2yi=const.         (A  =  I,  2,  . . . ,  m), 

n=i  im  étant  la  dimension  de  l'espace  ambiant.  Il  est 
très  facile  de  voir,  d'après  des  résultats  connus,  que  l'on 
a  l'énoncé  que  voici  : 

Si  Von  se  déplace  d'une  longueur  constante  le  long 
des  directions  principales  d'une  ligne  hjpersphérique 
à  courbures  constantes,  on  obtient  une  courbe  hyper- 
sphérique. 

3.  Le  théorème  du  premier  paragraphe  nous  donne 
une  propriété  caractéristique  des  courbes  à  courbures 
constantes  de  S^.  Ici  je  me  bornerai  a\ix  hélices  cylin- 
driques à  courbures  constantes  (qui,  d'après  un  théo- 
rème dû  à  M.  Brunel,  ne  peuvent  exister  que  dans  un 
espace  à  un  nombre  impair  de;  dimensions),  renvoyant 
pour  les  lignes  hypersphériques  à  courbures  constantes 
à  une  Note  insérée  dans  ce  Journal  (^). 

Nous  pouvons  trouver  une  propriété  des  courbes  à 
courbures  constantes  de  S'^p^^  en  appliquant  un  théo- 
rème que  j'ai  énoncé  dans  la  Note  précitée,  et  qui  est 
ainsi  exprimé  : 

Les  courbes  de  S^^+i  définies  par  les  équations 

les  quantités  h  étant  des  constantes,  sont  telles  que 
leurs  diiections  impaires  coupent  sous  un  angle  con- 


(  '  )  Sur  les  développantes  de  certaines  lignes  en  S„  et  sur  une 
propriété  caractéristique  des  courbes  hypersphériques  à  courbures 
constantes  {JV.  A.,  septembre  1900,  p.  385). 
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stant  une  direction  donnée,  pendant  ijne  les  autres  lui 
sont  perpendiculaires. 

Il  sufEl  d'y  joindre  la  condition  que  les  H  d'indice 
pair  soient  zéro  et  de  remarquer  que  de  ces  conditions, 
au  nombre  de  p,  avec  les  relations  (5),  également  au 
nombre  de  p,  il  s  ensuit  que  tons  les  rayons  de  cour- 
bure sont  constants,  pour  en  déduire  le  théorème  que 
voici  : 

Les  hélices  à  courbures  constantes  de  Sj/j+i  sont 
caractérisées  par  ce  fait  que  les  directions  impaires 
coupent  sous  uji  angle  constant  une  direction  donnée^ 
pendant  que  les  autres  lui  sont  perpendiculaires  et  que 
les  2p  lignes  6f,  èo,  .  .  . ,  bnp  lieua:  des  centres  de  pre- 
mière, deuxième,  •  .  -  ,  ip^^"*^  courbure  se  réduisent  à 
p.  bi  coïncidant  a^^-ec  b^.  b^  avec  ^4, . . . ,  b^p_\  avec  bnp. 


[K8b] 

PROPRIETE 

Par  m.  E.  LEGRAND 


PROPRIETE  Dl  OIADRILATERE  IXSCRIPTIBLE;  ^ 


Dans  un  polygone  inscriptible  quelconque  il  est  un 
point  jouissant  de  diverses  propriétés  intéressantes  :  c'est 
le  point  de  coordonnées 

X  =  R(cosa  -^  cos3  -^. . .-+-  cosX), 


\  y  =  R(sma  —  sid  6  -r-. . .—  sin  À  ), 

2R  étant  le  ravon  du  cercle  circonscrit,  a,  3,  —  ,  À  étant 
les  coordonnées  angulaires  des  sommets  A,  B,  . . . ,  L.  par 
rapport  au  centre  O  de  ce  cercle. 

Si  1  un  examine,  eu  particulier,  le  cas  du  quadrila- 


(  375  ) 
1ère  ABCL,  et  que  l'on  transporte  l'origine  au  point  A, 
on  reconnaît  facilement  les  résultats  suivants  : 

O     cercle  circonscrit 

=      [ar -h  R(cosa4- cos3-+- COSY-+- cosX)]2 
-T-  [y  -h  R(sina  -+-  sin^  4-  siny  -+-  sin  X  )]* —  4  R>=  o, 

point  H^  orthocentre  de 

(  a:  =  R  (  cos  a  4-  cos  3  -+•  cos  v  —  cos  X  ), 
ABC  ^  ^  .       ' 

f  y  =  R(sina  -hsin^  -^-siny  —  sinX) 

{symétrique  de  L)] 

Û4     cercle  des  neuf  points  de 

ABC  ^  x^-T-y^-h  2R2?cosX  -h2R^sinX  =0 
(passe  en  A)  ; 

i2'^     cercle  des  neuf  points  de 

HjHjHj     (orthocentres  de  BGL,  GLA,  LAB) 

^x^-^y^ —  2R2:  cos  X  —  2R^  sinX  =0 
{symétrique  de  Û4), 

point  n^  pied  de  la  normale  abaissée  de  L  sur  BC 

X  =  —  R[cosa  -+-  cos(p  "+■  Y  —  ^)]» 
j/'  =  —  R  [  sin  a  -+-  sin  (  ^  H-  Y  —  X  )] 
a-H^H-Y  —  X\ 


ni 


[i- 


tane 


Expression  symétrique  en  a,  3,  y  qui  fait  apparaître 
la  droite  de  Simson,  donne  son  équation  simple,  et 
montre  que  cette  droite  de  Simson  24  passe  au  point  A. 

Le  quadrilatère  des  orthocentres  H,,  H2 ,  H3,  H4 
étant  symétrique  du  quadrilatère  ABCL,  par  rapport 
au  point  A,  ses  quatre  droites  de  Simson  se  confondent 
respectivement  avec  celles  de  ce  quadrilatère. 

Le  milieu  de  OA  est  le  milieu  des  droites  joignant 


(  376  ) 
les  milieux  des  côtés  du  quadrilatère,  d'où  construction 
simple  de  A. 

En  résumé,  on  reconnaît  que,  dans  le  quadrilatère 
inscriptible,  les  quatre  droites  de  Simson  passent  par  un 
même  point,  centre  de  symétrie  du  quadrilatère  donné 
et  du  quadrilatère  des  ordiocentres,  commun  aux  huit 
cercles  des  neuf  points  de  ces  deux  figures,  et  relié  à  la 
figure  par  une  relation  simple. 

Si  Ton  passe  à  l'hexagone,  on  voit  immédiatement 
que  son  point  A  est  le  point  milieu  des  dix  droites  joi- 
gnant deux  à  deux  les  orthocentres  des  vingt  triangles 
que  l'on  peut  former  sur  la  figure. 

Dans  tous  les  cas,  le  point  A  est  sur  la  droite  joignant 
le  centre  du  cercle  circonscrit  au  barycentre  et  à  une 
distance  du  premier  qui  est  dans  un  rapport  simple  avec 
la  distance  au  second. 

La  démonstration  détaillée  de  tout  ce  qui  précède  se 
fait  par  les  calculs  ordinaires  sans  difficulté  et  par  de 
simples  transformations  d'expressions  trigonométriques. 
L'Auteur  se  propose  de  la  donner  ultérieurement  dans 
les  Noui^elles  Annales,  en  même  temps  que  de  nou- 
veaux développements  sur  la  question. 


SOLUTIONS  DE  OHESTIOiXS  PROPOSÉES. 


1683. 

189V,  p.    h' .) 


On  donne  une  ellipse  de  foyers  F  et  F'.  Par  l'un  des 
foyers  l'on  mène  une  sécante  quelconque  rencontrant 
l'ellipse  aux  points  M  et  M'  : 

1°  Enveloppe  des  cercles  de  diamètres  MM',  FM,  F'M; 

2°  Soit  N  le  point  de  concours  des  normales  en  M  et  M' . 


(^77) 

Lieu   du  point  de  rencontre  de  la  sécante  MFM'  avec  la 
parallèle  au  grand  axe,  menée  par  le  point  N; 

3"  Soit  P  le  point  de  rencontre  des  tangentes  à  l'el- 
lipse en  M  et  M'.  Lieu  du  centre  de  gravité  du  quadrila- 
tère MIS  M' F.  (André  Gazamian.) 

SOLUTION 

Par  M.  E,-N.  Barisien. 

On  pourrait  traiter  la  question  en  rapportant  l'ellipse  à  son 
centre  et  à  ses  axes.  Mais  il  est  préférable  de  mettre  l'origine 
des  coordonnées  au  foyer  F  et  de  prendre  le  grand  axe  pour 
axe  des  x.  De  cette  façon  on  pourra  passer,  sans  nouveaux 
calculs,  du  cas  de  la  conique  à  centre  au  cas  de  la  parabole. 

L'équation  de  l'ellipse  en  coordonnées  polaires  étant 

(0  r=  ^, 

I  —  e  cosO 

dans  laquelle 

.    .  b-^  c 

(2)  p=  _,  e  =  -, 

a  a 

l'équation  (i),  transformée  en  coordonnées  rectilignes,  devient 

(3)  x^{i  —  e-) -\- y^ — lepx — p^=o. 

Soient  (^ij'i),  (^2^2)  'es  coordonnées  des  points  M  et  M', 
et  m  le  coefficient  angulaire  de  la  corde  MM'.  Si  l'on  pose 
m  =  tangO,  on  a,  d'après  (i), 

,  , ,  p  cosO  p  sin6 

(  4  )  ^1  =  -^ fTf  Ji  ==  —^ ô  ' 

I  —  ecosO  I  —  ecostJ 

,  . ,  —  p  cosô  —  p  sin  0 


i-hecosO  "^  i-f-ecos6 

L'équation  de  MM'  étant 

(6)  y  =  mx, 

on  a  aussi,  en  résolvant  (3)  et  (6), 

•lep  —  p'- 

(7)  Xi-hX2=- ~- ^,  XxXi=    f— 


1  —  e-  4-  nV^  1  —  e^  -h  nv 

lepni  — ni'p''' 
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i"  Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  MM'.  —  L'équation 
de  ce  cercle  est 


•2       /  4 

ou 

(9)    x'^-\-y'^—  (:ci-h^2)^  —  (ri-^r2)7-+-^i^2-^rirî  =  o, 

ou  encore,  d'après  (4)  et  (5), 

(i  —  e2cos2G)(:r'H-^*)  —  2<3/?a?cos'0  —  2e^^sin6cos8 — />'  =  o, 

et  puisque  tang6  =  m,  cette  équation  devient,  en  fonction  du 
paramètre  \ariable  /n, 

ni'^{x'^-\-  y^  —  /)2)  —  lepy  m 

4-(l  —  e2)(a72_|-j2^  _  2€!/>ar— />2=  o. 

Comme  m  entre  au  second  degré,  l'enveloppe  du  cercle  est 
immédiatement 

(10)  (a72-+-j'2_jr,2)[(i_eJ)(a?'-+-7*)  — 2e/?a7— /?«]  — e2/72^2=o. 

A  première  vue,  ce  lieu  semble  être  une  quartique  :  mais,  avec 
un  peu  d'attention,  on  voit  que  l'équation  (lo)  se  décompose 
en  les  deux  facteurs  du  second  degré 

,        [(l e)(iC2-4-j2) Qpx—p'^\ 

Le  lieu  se  compose  donc  des  deux  cercles  dont  les  équations 
sont 

(11)  (i  —  «)(iP'-h7')  —  epx  —  p^  =  o, 

(12)  {\-^  e){x'^-{'y^)  —  epx —p^  =  o. 

Si  Al  est  l'abscisse  du  centre  de  (i  [)  et  R  son  rayon  ;  si  A'  est 
l'abscisse  du  centre  du  cercle  (12)  et  R'  son  rayon,  on  a 

(i3)  2a  =  cH ,  2a'=c > 

a  a 

^^  (a-+-c)(2a  — c)^  ^,_  (g  — c)(2a-t-c)^ 
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Si  donc  S  et  S'  sont  les  points  de  rebroussement  de  la  déve- 
loppée de  l'ellipse,  situés  sur  le  grand  axe,  les  centres  de 
chacun  des  deux,  cercles  sont  les  milieux  de  FS  et  FS'.  On 
remarque  ainsi  que  l'on  a 

R— R'=c. 

Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  FM.  —  L'équation  de  ce 
cercle  est 

x-^-^y-^—xx^—yy^^  o, 

ou,  d'après  (4), 

(i  —  e  cos 0 )  (  J7« -I- j'^ )  — px  cosO  — py  sinO  =  o, 

ou  encore 

{e{x-^y^)-^  px]  cosO  -\- py  sinO  =  x'^-\- y"^. 

Ce  cercle  enveloppe  donne  la  courbe  d'équation 

[e(2:«-+-J'^)-+-/?:r]2-i-/)^J^2=(^^_^_^t)2^ 

laquelle  développée  s'écrit 

{x"^ -^ y'^)\i^\  —  e"')  {x"^ -\- y"^)  —  lepx  — />2j  =  o. 

L'enveloppe  de  FM  est  donc  le  cercle  d'équation 

(i5)  (i  —  e*)(j72_4_^î  j  —  rtepx — />2=o. 

D'après  (2),  cette  équation  s'écrit 
(16)  (a?  — c)»-t-jk2=  a». 

On  reconnaît  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

Il  est  évident,  d'après  la  symétrie,  que  l'enveloppe  des 
cercles  de  diamètre  F'M  est  aussi  le  cercle  principal  (  *  ). 

2"  Les  équations  des  normales  en  M  et  en  M'  sont 

(»7)  Xji—  Y[(i  -  e'^)Xi  —  ep]  =  eyx{ex^-\- p), 

(18)  X7,— Y[(i  — e2)a7i  — e/>]  =  ey^^ex^-^- p). 


(')  L'enveloppe  des  cercles  de  diamètres  FM  et  FM'  a  déjà  été 
proposée  dans  ce  Recueil.  (Question  1620,  t.  X,  3«  série,  p.  43*; 
189..) 
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En  tenant  compte  de  (7)  et  de  ce  que 

on  trouve  pour  les  coordonnées  (XY)  de  N 


(19) 
(20) 


^  _  g/>(2-4-  m») 
I  —  e^-+-  m* 


Y  = 


emp 


i  —  e^-{-m^ 

Si  donc  on  élimine  m  entre  (20)  et 

Y  =  mX, 

on    aura    l'équation    du    lieu    du    point    de    rencontre   de   la 
corde  MM'  avec  la  parallèle  au  grand  axe  menée  par  le  point  N. 
On  trouve  ainsi  la  conique  d'équation 


(•21) 


(i  —  e2  )  X2  -f-  Y2  —  e/? X  =  o, 


qui  est  homothétique  à  la  conique  donnée. 

On  voit  accessoirement  qu'en  éliminant  m  entre  (19)  et  (20), 
on  trouve  pour  lieu  du  point  N  la  conique  d'équation 

(22)      (I  — e2)X24-(i-He2)2Y2+e^(3  — e2)X  +  2eV  =  o. 

3°  On  sait  que  le  point  P  est  à  la  rencontre  de  la  directrice 
relative  au  foyer  F  et  de  la  perpendiculaire  à  MM'  élevée  en  F. 
Si  a  et  p  sont  les  coordonnées  du  point  P,  on  a  donc 


(23) 

et  par  suite 

(M)   ■ 


e 


m^ 


o, 


P  = 


em 


Cherchons  maintenant  le  lieu  du  centre  de  gravité,  soit  du 
périmètre,  soit  de  l'aire  du  quadrilatère  MNM'P. 

Centre  de  gravité  du  périmètre  du  quadrilatère  M  N  M' P. 
—  C'est  alors  le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des 
quatre  points  M,  N,  M' et  P.  On  a  pour  les  coordonnées  de  ce 
centre 

4  or  =:  371 -(-372 -H  X  H-  a, 

4r  =ri+72+Y-f-p. 


(  38.   ) 

et  d'après  (7),  (8),  (19),  (20),  (23)  et  (24),  on  a 

epii  -h  m^)       p 


(25)  ^x  — 


ni^ 


(26)  4r  = h  ^^  . 

On  a  ainsi  l'équation  du  lieu  sous  forme  unicursale.  La 
courbe  lieu  du  centre  de  gravité  est  donc  une  courbe  unicur- 
sale. 

Si  l'on  élimine  m  entre  les  équations  (25)  et  (26),  on  trouve 
que  le  lieu  est  la  cubique  d'équation 

[-M^  -  e-^)  X  -  \epYl\ex  -^  {x  -e'^)p] 
^    '^      -^  (3-f-e2)2[(5e2— 1)/>  — 4e(i  — e2):r] 

Centre  de  gravité  de  la  surface  du  quadrilatère  M  N  M' P. 
—  Si  g  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  MPM'  et  g'  le 
centre  de  gravité  du  triangle  MNM',  on  a  pour  les  coordonnées 
des  centres  g  et  g' 

(28)  3  2-^  =  j^i -+- a^j -h  a   =  ^  '     ^ 

(29)  3^^  =  ^, -I-7j-^  3   = 
(  3o  )           3  Xg'  =  ari  -h  ^2  -h  X  = 

Or  si  G  est  le  centre  de  gravité  de  la  surface  du  quadrila- 
tère MNM'P  et  si  S  et  S'  sont  les  aires  des  deux  triangles 
MPM'  et  MNM',  on  a  pour  les  coordonnées  du  point  G 

(32)  (S-+-S')Xg=  Sa7^-f- S'a:^', 

(33)  (S4-S')Yg=Sj7g-+-S>^'. 

Mais  les  deux  triangles  MPM'  et  MNM' ont  même  base  MM'  : 
leurs  aires  sont  donc  dans  le  rapport  des  hauteurs  abaissées 
de  P  et  N  sur  MM'.  Donc 

S  p  —  m%   _  \  —  e'^-\-  rrC*- 

S'  ^  wX— Y  ^         ~^^^' 


I  - 

-  «*  H-  m' 

lenip 

I  - 

_e2_j_  „j2 

ep 

(4  +  m2) 

I  - 

-  e2  -h  m2 

Zemp 

e 

P_ 
em 
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Par  suite  (82)  et  (33)  deviennent,  en  supprimant  l'indice  G, 

[(i-h  e2-t-  m2)H-  e^m^Y  =  (i  —  e^-+-  m'^)yg-{-  e^m^y^', 
ou,  en  substituant  les  coordonnées  de  ^  et  ^', 


(34) 


(35) 


3X[(i  — e2)-i-(n-e2)m2] 

^        e^  '  I  —  e2  4-  m* 

3Y[(i  — e2)-H(i-i-e2)m2] 


lemp 


p(i  —  e2-i-m2)  3e^m^p 


em 


I  —  e'H-  w2 


Le  lieu  du  centre  G  est  donc  une  courbe  unicursale.  L'éli- 
mination de  m  entre  ces  deux  valeurs  de  X  et  Y  ne  paraît  pas 
devoir  donner  un  résultat  simple. 

Remarque.  —  On  peut  encore  observer  que  le  lieu  du  centre 
de  gravité  g  du  triangle  MPM'  est  la  cubique  d'équation 


(36) 


y 


{Zex  ~\- p)\x(i  —  e"-)  —  epY 
/)(3e2— I)  — 3e(i  — e2)a7 


Le  lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  MNM'  est  l'ellipse 
d'équation 

(37)         i  9(1 -e2):r2+ (3  4-^2)2^2 

(  —  3e(5  —  e2)/)a-  + 4e2/)2=  o. 


Cas  oii  la  conique  donnée  est  une  parabole.  —  On  obtient 
immédiatement  les  résultats  relatifs  à  ce  cas,  en  faisant  e  =  i 
dans  les  résultats  précédents.  On  trouve  ainsi  : 

Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  MM', 
or -f- /)  =  o         (directrice). 


('-fj 


y 


9P2 
16 


(cercle). 


Enveloppe  des  cercles  de  diamètres  FM  et  F' M. 
IX  -\-  p  =  o        (tangente  au  sommet). 
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Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  sécante  MFM'  avec  la 
parallèle  au  grand  axe  menée  par  N. 

Y2  =  /?X        (parabole). 

Lieu  du  point  N. 

2Y2 — pli-\-p^=o        (parabole). 

Lieu  du  centre  de  gravité  du  périmètre  du  quadrila- 
tère MNM'P. 

Y»  =  /?X        (parabole). 

Lieu  du  centre  de  gravité  de  la  surface  du  quadrila- 
tère MNM'P. 

X=^, 

m 
Y2  =  /)X        (parabole). 

Lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  MPM'. 
^'=  —  (3a7 -f-/?)        (parabole). 

Lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  MNM'. 

v'=-7-(3a: — p)        (parabole). 
4 

On  remarquera  que,  dans  la  parabole,  l'angle  MPM'  est  droit  : 
par  conséquent  le  quadrilatère  MNM'P  est  un  rectangle.  Dans 
ce  cas,  le  centre  de  gravité  du  périmètre  et  le  centre  de  gra- 
vité de  la  surface  du  rectangle  MNM'P  se  confondent  en  un 
seul  point,  qui  est  le  milieu  de  la  corde  MM'.  Or  le  lieu  de  ce 
milieu  est  bien  la  parabole  d'équation 

y^  =  px. 

Remarque.  —  On  peut  encore  observer  que,  dans  le  cas 
d'une  conique  à  centre,  le  lieu  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  MPM'  ou  le  lieu  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  MNM'  est  une  cubique. 
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1817. 

(1899,  p.  148.) 

Soient  K  e^  H  les  points  d'intersection  de  deux  cercles 
situés  dans  le  même  plan,  dont  les  centres  sont  C,  G';  on 
mène  par  K  une  droite  mobile,  et  par  les  points  où  cette 
droite  rencontre  les  cercles  conduisons  les  tangentes  res- 
pectives à  ces  courbes. 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  est  une 
cardioïde.  (Gardoso-Laynes.) 

SOLUTION 

Par  M.  V.  Retali. 

Soient  H,  K,  I,  y  les  points  communs  à  deux  coniques  G^, 
G'2,  menons  les  tangentes  a.  a'  à  ces  courbes  en  les  points  A, 
A'  011  elles  sont  coupées  ultérieurement  par  un  rayon  issu  du 
point  K  :  les  deux,  faisceaux  de  la  deuxième  classe  C^{a,  ...), 
G'2(a',  .  .  .)  sont  homographiques ,  car  les  ponctuelles  du 
deuxième  ordre  G2(A,  ...),  G'2(A',  ...)  sont  perspectives  au 
faisceau  (de  la  première  classe)  K;  leur  produit  est  donc  une 
courbe  du  quatrième  ordre  (en  général  de  la  sixième  classe); 
mais  lorsque  deux  faisceaux  de  la  deuxième  classe,  formés  par 
les  tangentes  de  deux  coniques  G^,  G'^,  sont  homographiques 
et,  en  outre,  les  tangentes  en  l'un  des  points  K  commun  à  G^, 
G'2  forment  un  couple  de  rayons  correspondants,  K  est  un 
rebroussement,  delà  première  espèce,  sur  le  produit  des  deux 
faisceaux  (théorème  connu);  donc,  dans  notre  cas,  la  quar- 
tique  lieu  du  point  (aa')  a  un  rebroussement  en  chacun  des 
trois  points  H,  I,  y  et  touche  les  coniques  données  en  les 
points  où  elles  sont  coupées  par  les  tangentes  en  le  point  H. 
En  prenant  pour  I,  y  les  points  circulaires  à  l'infini  on  obtient 
le  théorème  proposé. 

Note.  —  La  question  proposée  est  bien  connue;  voir,  par 
exemple,  le  beau  travail  de  M.  Weill  :  Note  sur  la  cardioïde 
et  le  limaçon  de  Pascal  {Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, 2*  série,  t.  XX,  p.  160-171).  (A.  Droz-Farny.) 

Autres  solutions  de  MM.  H.  Brocard,  E.  Lemoine,  Cardoso- 
Laynes,  E.  Valdès,  etc. 
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[L>3] 
SIK  mî  DÉTERlIliXATIOX  NOIIYÈÎ.E  SIMPLE  DE  LA  DIRECTION 
DES  AXES  DIJXECOMOIIE;  ^ 

Par   m.    E.    LEMOINE    (i). 


Lorsque  l'on  veut  déterminer  la  direction  des  axes 
d'une  conique  donée  par  son  équation  générale  en  coor- 
donées  cartésiènes  obliques,  on  (;st  conduit  à  des  calculs 
classiques  mais  assez  compliqués  et  le  résultat  final,  par 
exemple  la  valeur  explicite  des  tangentes  des  angles  cjue; 
font  les  axes  de  la  conique  avec  l'axe  des  or,  contient  des 
radicaus  et  manque  totalement  d'élégance  ^  en  outie  il 
ne  corespond,  pour  l'esprit,  à  aucune  image  géomé- 
trique sim[>le.  Si  la  conique  est  donée  par  son  é(|ualion 
en  cooidonées  normales  raportée  a  un  tiiangle  dv.  réfé- 
rence ABC,  les  calculs  ilirects  deviènent  pres(jue  formi- 
dables et  le  résultat,  inutilisable  pratiquement;  aussi 
ne  les  fait-on,  pour  ainsi  dire,  jamais. 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  douer,  piécisément 
dans  ce  cas,  une  détermination  imagée,  simétiiquc;, 
même  relativement  très  sim[)le  dans  sa  généralité,  si 
l'on  considère  que,  dans  le  résultat,  doivent  figurer  les 
six  coéficients  de  l'équation  de  la  coni(jue.  Les  calculs, 
simétriques,  dis-je,  sont  rapides,  souvent  imédiats. 

Lemme.  —  Si  M  est  an  point  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  les  bissectrices  des  angles  que  la  direc-  ^  ^ 
tion  de  la  droite  qui  joint  M  à  un  soniet  fait  avec  la 


(     (•)  Nous 
/'J  graphe  qu'i 


laissons  à  M.  E.  Lenioine  la   responsabilité  de  l'ortho- 
I  a  adoptée. 

4nn.  de  Mathémat.,  ^*  série,  t.  I.  (Septembre  1901.)  25 


(  :m  ) 

(UreciLon  thi  coté  oposéj  sont  paralèles  deus  à  deus, 
ijuel  que  soit  Le  somet. 

JNous  n'insisterons  pas  sur  la  facile  démonstration  de 
ce  téorèine  conu  sous  plusieurs  formes. 

11  suit  de  là  qu'à  la  direction  de  deus  droites  rectan- 
gulaires corespond  un  point  M  et  un  seul  du  cercle  cir- 
conscrit. La  détermination  de  ce  point  corespondant  à 
la  direction  des  axes  d'une  conique,  va  nous  servir  à 
résoudre  le  problème. 

Je  dirai  simplement  pour  abréger  ;  point  M  cores- 
pondant à  tèles  directions. 

Nous  indiquons  ici  une  marclie  de  calcul  pour  ariver 
à  l'expression  des  coordonnes  du  point  M.  Soit 

(i)         /.r-  -h  niy-  -h  n s^  -f-  '?^fyz  -h  igzx  -h  ih  xy  =  o 

l'équation  en  coordonées  normales  de  la  conique  (ABC 
triangle  de  référence). 

Je  raporte  la  conique  à  CB  axe  des  X,  CA  axe  des  Y; 
j'obtiens  ainsi 

(2)  AY2  4-  BXY  +  GX2=  o 

en  négligeant  les  t«;rmes  inutiles  pour  la  détermination 
de  la  direction  des  axes. 

Si  j'apèle  a  l'angle  que  fait  l'un  quelconque  des  axes 
de  la  conique  avec  la  direction  CB  de  l'axe  des  a:,  j'ai 
par  la  formule  classique 

îGcosC  —  B 


tans: sa  =  sin  C 


A  —  B  cosC  -h  G  cosaG 


Le  coéfîcient  angulaire  des  droites  qui  font  avec  CB 

1                     9.GcosG  — B     ,     ,     .  ., 

cet  angle  2 a  sera  -r- 7^ ??;  la  droite  passant  par  C 

et  paralèle  à  cète  direction  aura  donc  pour  équation  en 
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coordoiiées  cartésiènes 

Y  _  o.CcosC  —  B 
X        A  —  '2.C  cosC 

et  en  coordonées  normales 

jr  _  9.C  cos C  —  B  ^ 
y       A  —  2  G  cos  G' 

on  en  conclut  que  la  droite  menée  par  A  et  paralèle  à 
cète  direction  aura  pour  équation 

y  _  c{X  —  9.  G  cos  G) 


y, G ( 6  —  a)  cos  G  h-  a B  —  bX 


Cèle  droite  coupe  le  cercle  circonscrit  au  point  M 
corespoiidant  aus  directions  des  axes  de  la  conique, 
puisqu'èle  fait  avec  BC  l'angle  2  a  et  que  les  bissectrices 
des  angles  que  fait  sa  direction  avec  la  direction  BC, 
doueront  alors  les  angles  a  que  les  directions  des  axes 
de  la  conique  font  avec  BC. 

Eu  remplaçant  dans  (3)  A,  B,  C  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  /,  t?i,  7i^/,  g^  h  que  Ton  trouve  dans  (2), 
on  arive  linalemeut  aus  valeuis  des  coordonées  du 
point  M  corespondant  aus  axes  de  la  conique  (i) 

(4) 


l{b- —  c-^)  -h  a-{  m  —  /i)  H-  i^ac  —  ihab 

c'est  le  résultat  cherché. 

Remarques.  —  Le  point  M  corespondant  aus  axes 
d'une  conique  circonscrite  fyz  -\-  gzx  -h  hxj  =  o  est 
évidament  le  quatrième  point  où  èle  coupe  le  cercle  cir- 

conscrit rr*  etc. 

gc  —  no 

Deus  coniques  conceniriques^  l'une  inscrite,  l'autre  )        y^ 

circonscrite,  ont  même  point  M  corespondant  à  la  direc-  (       ^ 

tion  de  leurs  axes  qui  est  comune. 
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Voici  quelques  exemples  pris  sur  des  coniques  reinar- 
(juables  éludiées  dans  la  Géométrie  du  triangle. 

\ .  Les  coniques 


l'iperbole  circonscrite  qui  passe  par  les  points  de  Bro- 

card    >  =  0,  les  coniques  inscrites  et  circon- 

jLâ        ax  '  ^ 

scrites  de  Steiner,  l'élipse  de  Lemoine      X, 

/   \/ax{ib- ^  'ic'^ — a^)  =  i)j 

qui  a  pour  foyers  le  baricentre  G  et  le  point  K  de 
Lemoine,  touchant  BC  au  pied  sur  BG  de  la  siméciiane 
partant  de  G  dans  le  triangle  BGG,  etc.,  la  conique 

\  «  co?,k{a-x- —  bcyz)  =  o, 

ont  pour  le  point  M  corespondant  à  la  direction  de  leurs 
axes  le  point  de  Steiner. 

2.   Les  coniques 

H  ^  X-  ±  K  \  yz  cos  A  =  o,  N  ^x  cos  A  =  o 

qui  a  pour  centre  le  point  de  Lemoine  et  touche  les 
cotés  aus  pieds  des  hauteurs,  la  conique 

\  aR  cosB  cosC(6  cosB  h-  c  cosC).r2 

—  2  ^  cos  A  (  a  S  cos  A  h-  6c  R  cos  B  cos  G  )rz  =  o 

qui  passe  par  les  six  points  où  les  paralèlcs  aus  cotés 
menées  par  le  centre  du  cercle  ABC  coupent  les  cotés, 
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ont  pour  point  M  corespondant  à  leurs  axes  le  point  : 


a 

>  etc. 


Dans  la  plupart  des  cas  qui  se  rencontrent  en  étu- 
diant la  Géométrie  du  triangle,  on  arive,  pour  ainsi 
dire  imédiateinent,  sans  transformations,  à  la  déter- 
mination des  coordonées  de  M  sous  une  forme  simple, 
en  substituant  dans  les  valeurs  (4)i  ^^^  plutôt  dans 
l'une  d'èles  à  cause  de  la  simétrie,  les  coéficients  de 
l'équation  de  la  conique,  mais  quelquefois  cependant 
la  forme  simple  doit  être  dégagée.  L'exemple  le  plus 
complexe  que  nous  ayons  rencontré,  se  trouve  être  la 
conique  que  nous  venons  de  considérer  et  nous  alons 
indiquer,  pour  lui,  les  transformations  à  opérer  sur  le 
résultat  imédiat  doné  par  les  valeurs  (4). 

On  trouve  que  le  dénominateur  est  composé  des 
quatre  ternies  : 

«R  cosB  cosC(  b  cosB  -i-  c  cosC)  (Z*- —  c-), 

«2[^F(  cosC  cos  A(c  cos  G  -h  «  cos  A  ) 

—  cR  cosA  cosR(a  cos  A  -h  b  cosB)], 

—  xac  cosB(6  S  cosB  h-  ac  R  cos  G  cosX), 

lab  cosG(cS  cos  G  -+-  «^  R  cos  A  cosB)  ; 

le  second  peut  s'écrire 

a*  cos  A  .  R[6c(cos2G  —  cos^  B)  4-  a  cos  A  (6  cos  G  —  c  cosB)]  ; 

/ji ^.2 

ou,  en  remarquant  que  cos-C  —  cos-  B  =  — 7\7r~  ^^  4^*^ 

Z>cosC  —  ccosB=: ,  il  devient 

a 

a2R(^/2_c2)cosA/ ^-j^  -^cosAj, 

Le  troisième  et  le  quatiième  termes  peuvent  se 
grouper  ainsi   : 

—  2  «6c  S(cos-l>  —  cos^C  )  —  2rt2R  cos  A  cosB  cosC(t'- —  6^), 
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de  sorte  que  le  dénominaleur  devient  successivement 


(  62  _  c2  )  Lz  R  cos  B  cos  G  (  ^>  cos  B  -+-  c  cos  C  ) 


bc 
4R2 


(62  — c2)raR 


-  a2R  cos  A 

labc'è 
4R2    ^ 

cos  B  cos  G  ^  a  cos  A 


cos  A 


2^2  R  COS  A  cosB  cos  G 


]• 


«RcosA 


abc 


4R^ 


acosA  +  acosBcosG 


\      2S2R-1 


et  en  remarquant  que 

2S 


bc 


7  a  COS  A  =  -:=-,  cos  A -4-cosB  cosG  =  sinB  sinG  =     _,„  . 

.^  R  4R2 

2 ( 62 —  c2  )  s  (  <2  cos  B  cos G  +  a  cosA  +  —  j 

4(62—  C2)S2 


OU 


ou 


R 


a 


Les  valeurs  (4)  douent  donc,  finalement  :  j^ ^,  etc. 

Si  K  et  G  sont  le  point  de  Lemoine  et  le  bari- 
centre,  AK,  BK,  CK;  AG,  BG,  CG  coupent  les 
cotés  du   triangle   en  six   points  qui  apartiènent  à   la 

conique   ^^^ — ^ — 7- — yz  =  o   dont  le  centre  O  : 

2«2_|-  62-+.  c^ 


a 


f  etc.,  est  sur  KG.  On  a 


OG 
OK 


Les  axes  de  cète  conique  ont  aussi  pour  point  M  le 


(  391  ) 

T  1       V^  COS  A  .  I  .  1 

Les  axes  de   >  =  o,  qui  a  pour  centre  le  point  de 

Lemoine  et  les  élipses  de  Cesàro  qui  ont  pour  centres 
le  point  de  Lemoine  et  sont  tel  es  que  la  some  des  carrées 
des  distances  de  chacun  de  leurs  points  aus  cotés  soit 

constante,  ont  encore  le  point  v^ -y  etc.,  pour  point  M 

corespondant  à  la  direction  de  leurs  axes. 

3.   a.   Les  coniques  bomofocales 


^ 


i 


2,y'  =  o         et         2^^,-—-^o, 

qui  ont  pour  centres  le  point  j)  —  a^  p  —  ^,  /;  —  c^ 
h.    La  conique 

qui  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  inscrit  o; 
c.   La  conique 

^ax^  -^(b  -h  c)jz  =  o, 

qui  passe  par  les  milieus  des  cotés  et  par  les  pieds 
des  bissectiices  intérieures  et  a  pour  centre  le  point  : 
2p  -h  a 


a 
cf.  L 


y  etc. ^ 


a  conique 
^a(/>  -  a)x'-  —  y^[bc  ^{p-b){p-  c)]yz  =  o, 

qui  passe  par  les  points  où  les  tangentes  au  ceicle  inscrit 
paralèles  aus  cotés  coupent  ces  cotés; 
e.   La  conique 

N^a(6-f-c)x"^— 2\^(a/>-4-  bc)yz  =  o, 
qui  est  circonscrite  à  l'exagone  formé  par  les  six  points 
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OÙ  les  paralèles  ans  colés  menées  par  le  centre  du  cercle 
inscrit,  rencontrent  les  cotes,  ont  toutes,  les  directions 

de  leurs  axes  qui  corespondent  au  point  -, y  etc. 

Par  transformation  continue  en   A  (voir  Nouvelles 
Annales,  p.  2o-36;  iBgS),  on  voit  que  : 
a! .   Les  coniques  liomofocales 


yz  -\-  zx  -h  xy 


ax 


=  o. 


/  —  ^y 


\  p  "^V^  />— c  ~^v 


cz 


p-b 

qui  ont  pour  centre  le  point  '.  p-,  p  —  c,  p  —  b'^ 
,a  conique 

pyz^{p  —  c)zx  -^{p  —  b)xy  —  o, 


=  o 


b'.  u 


qui  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  exinscrit  Oa't 
c' .    La  conique 


ax' 


by^- 


-[-  {b  -\-  c)yz  -^  {a  —  c)zx -\-  {a  —  b) xy  =  o, 


qui  passe  par  les  milieus  des  colés,  par  le  pied  de  la 
bissectrice  intérieure  de  A  et  par  les  pieds  des  bissec- 
trices extérieures   de   B   et  de   C   et   a  pour  centre  le 

6-J-c  —  'la     ib  -\-  c  ~  a     b  ^  oc  —  a 

point  :  > -, --Ï  ; 

^  a  b  c 

d' .   La  conique 

apx--^  b{p  —  c )y~  -h  c(  p  —  ^ ; ^2 
^[hc-h(p  —  b)(p  —  c)yz] 
-\-  [ac  -i- p( p  —  b )]zx  -h  [ab  -h p(p  —  c  )] xy  =  o 

qui  passe   par  les    points    où   les    tangentes  au   cercle 
exinscrit  Oa  paralèles  ans  colés,  coupent  ces  cotés; 
c' .   l^a  conique 

a{b  -^  c)x'-^  b{a  —  c)y--\-  c{a  —  b)z- 

—  'i[a{p  —  a)  —  bc]rz 

—  '2 [  A (  p  ~  a)  H-  ca  ]zx  —  ^la,  p  —  a)  -h  cib]xy  =  o 


I 
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qui  est  circonscrite  à  Texagone  formé  par  les  six  poinls 
où  les  paralèles  aus  cotés  menées  par  le  centre  du  cercle 
exiiiscrit  o^  rencontrent  les  colés;  ont  toutes,  les  direc- 
tions de  leurs  axes  qui  corespondent  au  point  :  ^ — , 

^  ^  ^  0  —  c 


4.   L'iperLole  de  Kiepert 


1 


b^—c*- 

=  o 

ax 


L'iperboie  équilatère 

Vaî(^>2_cî):r2=o 

qui  passe  par  les  centres  des  cercles  trîtangents,  par  le 
baricentre  et  a  pour  centre  le  point  de  Sleiner;  ont 
pour  point  M  corespondant  à  la  diiection  de  leurs  axes 
le  point  de  Tarry. 

5.  a.  M.  G.  de  Longchamps  a  le  premier  étudié 
(Congrès  de  Nancy,  A.  F.  A.  S.,  i886)  une  élipse 
remarquable  qui  a  pour  cenire  le  centre  du  cercle 
inscrit  et  passe  par  les  pieds  des  bissectrices  inté- 
rieures;  èle   a  pour  équation 


i:^. 


a)x- —  >  avz  =  o; 


quand  M.  de  Longchamps  veut  déterminer  les  direc- 
tions de  ses  axes  qui  sont  cèles  de  l'axe  antiortique  et 
de  sa  perpendiculaire,  il  y  parvient  d'une  façon  ingé- 
nieuse mais  fort  détournée  et  s'exprime  ainsi  :  «  Cette 
proposition  très  simple  ne  se  vérijie  directement  cjne 
par   des  calculs  très  laborieux   et   que  nous    n'avions 
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Tnêtne  pas  poussés  jiisq IL  au  bout,  par  suite  des  compli- 
cations qu'ils  semblent  présenter.  »  Cependant  Téqua- 
lion  de  la  conique  est  simple,  et  on  peut  juger  de  ce 
que  serait  alors  la  complication  des  calculs  pour  cer- 
tains des  cas  traités  plus  haut  1  En  apliquant  les 
valeurs  (4),  on  trouve  presque  imédiatenient  que  le 
point  M   corespondant  à  la  direction  des   axes  de  la 

conique  a  pour  coordonées  :  —, m ;'  etc., 

^  ^  {b —  c){b -^  c  —  ia) 

c'est  précisément  le  point  M  qui  corespond  aus  directions 
de  l'axe  antiortique  et  de  sa  perpendiculaire. 

Si  l'on  aplique  la  transformation  continue  en  A,  on 
arive  imédiatement  à  la  proposition  suivante  : 

La  conique 

px"^  —  ( />  —  c )j/2  —  (^p  —  ^^^2+  ayz  -\-  h zx  -\-  c xy  =  o 

qui  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  exinscrit  o^,  passe 
par  le  pied  de  la  bissectrice  intérieure  de  A  et  par  les 
pieds  des  bissectrices  extérieures  partant  de  B  et  de  G, 
a  pour  point  M  corespondant  à  la  direction  de  ses  axes 

I  .    ^  a  b 

Je  point  :  ~, -, , : -, » 

••^  {b  —  c)  {b  -h  c  -\-  'la)  {c  -\-  a)  (a  -^  ib  —  c) 

7 rr-, -j -y  c'est-à-dire  le  point  qui  corespond 

(a -h  6)  (a  — 6  H- '2c)  '  i  ^ 

à  la  direction  de  l'antibissectrice  de  A  :  —  x  -\-y  -\-  z  =  o 
et  à  sa  perpendiculaire. 

Cète  conique  jouit  naturèlement  de  toutes  les  pro- 
priétés énoncées  par  M.  de  Longchamps,  mais  modifiées 
suivant  la  loi  de  la  transformation  continue.  Il  y  a  aussi 
les  coniques  transformées  en  B  et  en  C. 

b.  La  conique  inscrite 

2  /^  =  o , 
tangente  aus  cotés  aus  pieds  des  bissectrices  intéiieures, 


i 

•h 
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a  pour  point  IVI  corespondant  à  la  direction  de  ses  axes 

le  ^^^^  point  :  —. -—, ->  etc. 

"  ^  {O  —  C)  (6>  -4-  C -+-  2«) 

Par  transformation  continue  en  A,  on  voit  que  la  co- 
nique inscrite 

tangente  aus  cotés  au  pied  de  la  bissectrice  intérieure 
partant  de  A  et  aus  pieds  des  bissectrices  extérieures 
partant  de  B  et  de  C,  a  pour  point  M  corespondant  à  ces 
axes  le  point  : 

a  b 

{b  —  c)  ( —  b  —  c  -{-  ia)        {a  -r-  c )  { —  c  -h  a  —  'ib) 

c 


{a  -\-  b){a  —  b  —  'ic) 

C.  Pour  l'iperbole  Va  ' 

{b^ —  c-)yz  -{-  abxz  —  abxy  =  o 

du  groupe  F^,  F^,  F^  si  souvent  rencontré  dans  la  Géo- 
métrie du  triangle,  le  point  M  corespondant  à  la  direc- 
tion des  axes,  est  le  point  cosB  cosG,  — cosB,  — cosG 
extrémité  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  passant 
par    A.    Les    axes   font   donc   avec    CB  des    angles  de 

45° i   I  3d° 

1  1 


d.  L'élipse  inscrite 


l[/l 


x 

=  o 
a 


qui  a  pour  foyers  les  points  de  Brocard  et  touche  les 
cotés  aus  pieds  des  simédianes,  a  pour  point  M  cores- 
pondant à  la  direction  de  ses  axes,  le  point  : 


a 

etc. 


(a*—  b^c'^){b''-—  c-^) 
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e.  La  conique 

L{bx  -^  a  y)  {ex  -\-  az)  -\-M{cy  -^  bz){ay  -^-  bx) 

-\- '^ (a z -\- c x)  {b z  -\-  cy)  =  o 

a  pour  point  M  corespondant  à  la  direction  de  ses  axes 
Je  point  :  7-1 — r-. ;^ ^^r. iC7-i- j  etc. 

f.  La  conique 

ayz{—  La+  M6  -h  Ne)  +  bzx{La  —  Mb  -i-  Ne) 

-+■  cxy{ha  -t-  Mb  —  N e )  =  o 

a  pour  point  M  corespondant  à  la  direction  de  ses  axes 

'«  P°'°'  '■  M6-Nc'  "'"■ 

Si  l'on  employait  les  coordonées  baricentriques,  on 
verrait  que,  à  la  direction  des  axes  de  la  conique 

/a^H-  m^^-f-  /lY^-^-  2/Py  -^  '2g^(%->r  ihcf.^  =  0, 

corespond  le  point  M  dont  les  coordonées  baricentriques 

sont  : 

I 

ou 

1 


b'-(l  -i-  m  —  '2  II)  —  c-  (7  H-  /i  —  '2  g) 


etc. 


6.  On  voit  sans  multiplier  davantage  ces  exemples 
que  la  détermination  de  la  direction  des  axes  des  co- 
ni(jues  remarquables,  revient  à  placer  des  points  re- 
marquables sur  le  cercle  circonscrit,  points  qui  ont, 
pour  la  plupart,  été  déjà  étudiés  dans  la  Géométrie  du 
triangle  et  que  cète  détermination  se  présente,  par  la 
métode  que  nous  venons  d'exposer,  dans  des  conditions 
de  simplicité,  de  simétrie  et  d'élégance  qu'èle  n'avait 
pas  jusqu'ici. 
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Nous  profitons  de  l'ocasiou  de  cète  Noie  pour  douer 
quelques    propriétés    que    nous   croyons    nouvèles   du 

ponit  7- y  etc.,  et  de  ses   transiormes  continus  ren- 

*  0  —  c 

contrés  ici  coine  points  M  corespondant  à  la  direction 
des  axes  de  nombreuses  coniques  remarquables. 

Nous  apelons  d^  d^^  df,^  de  les  distances  du  centre 
du  cercle  circonscrit  aus  centres  des  cercles  tritangenls; 

M  étant  un  point  du  plan,  nous  convenons  que  AM, 
BM,  CM  auront  le  même  signe  que  les  cooidonées  nor- 
males du  point  M. 

a.   Si  M  est  le  point  -. >  etc.,  on  a  : 

^  b  —  c 

h.  Donc  : 

MA-f-  MB  -^  MG  =  0. 

c.  MA,  MB,  MC  coupent  respectivement  BC,  GA, 
AB  en  trois  points  situés  sur  la  droite  ^-^(^  +  ^')  =  o 
paralèle  à  l'axe  anlioitique  et  à  une  distance  de  cet  axe 

écale  à  — t-j  tiers  de  la  distance  du  centre  du  cercle  in- 

^  a 

scrità  l'axe  antiortique. 

La  transformation  continue  en  A  montre  que  : 

a  .   01  Ma  est  le  point  -, »  * y»  on  a 

'  0  —  c     a  ^  c     a  -\-  b 

MaA=       77- (''-'  — c), 

"a 

]M„G  = -j-ia  +  b). 

b'.   Donc  : 


X 


(  3<)8  ) 
c'.  MflA,  MflB,  MrtG  coupent  respectivement   BG, 
CA,  AB  en  trois  points  situés  sur  la  droite 

x{b  -h  c)  -hy{a  —  c)  -h  s{a  —  b)  =o, 

paralèle   à  l'antibissectrice  — jc  -\-y  -{-  z  =  o  de  A  et 
à  une  dislance  —7-^  de  cète  droite,  tiers  de  la  distance 

du  centre  du  cercle  exinscrit  Oa  à  cète  antibissectrice. 
d.  Lorscjue  le  point  M  que  l'on  trouve  par  notre 
mëtode  est  un  point  déjà  étudié  de  la  Géométrie  du 
triangle,  il  n'y  a  qu'à  le  construire  par  le  moyen  géo- 
métrografique,  c'est-à-dire  le  plus  simple  que  l'on 
conaisse,  à  le  joindre  à  un  somet  du  triangle  et  à  mener 
les  bissectrices  des  angles  que  cète  droite  fait  avec  le 
coté  oposé  au  somet  choisi  :  quand  le  point  M  n'est  pas 
conu,  on  en  fait  l'étude  et  la  construction  par  les 
moyens  ordinaires  de  la  Géométrie  du  triangle,  mais 
nous  croyons  ulile  de  faire  remarquer  qu'on  trouve 
quelquefois  une  solution  élégante  par  l'emploi  du  téo- 
rème  très  conu  suivant  : 

Si  une  droite  Kx  -\-  ^^y  -j-  Gz  =  o  coupe  les  cotés 

du  triangle  ABC  en  A',  B',  G'  les  courbes  B'G'A,  G'A'B, 

y    A'B'G  5e  coupent  en  un  point  P  du  cercle  circonscrit 

dont  les  coordonées  sont:  -7— -j^ Trr-r  >  tttt^ 1 — ^» 

A(DC  —  Lo)      B{La  —  Ac) 


G(A6  — Ba) 

On  identifie  les  coordonées  du  point  P  avec  cèles  du 
point  M  et  l'on  profile  de  l'indétermination  du  problème 
(puisque  M  apartient  au  cercle  circonscrit)  pour  choisir 
le  mieus  possible  cèles  des  valeurs  de  A,  B,  G  qui  douent 
une  droite  conue  ou  facile  à  construire. 

7.  Les  exemples  précédents  que  nous  avons  pris  pour 
ainsi  dire  au  hasard  de  la  rencontre  de  coniques  remar- 
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quables  dans  nos  Mémoires  sur  la  Géométrie  du  triangle, 
montrent  que  les  points  de  Steiner  ;  de  Tarrj;  les  points 

Cl  I  r  '  '  ^ 

-rz ->  etc.:  7 j  ete.,  et  ses  translornies  continus;  le 

a  p 

point  —, ——, ;  5  etc.,  et  ses  transiormes  con- 

*■  {b  —  c)(6-i-c-h-2rt)  ' 

imus;  le  point  -j-. irz-, — \ , .,   , ,  ?  etc.,  se  rencontrent 

souvent  parmi  les  points  M  corespondants  à  la  direction 
des   axes   des  coniques   remarqnables.    Pour  les  points 

de  Steiner  et  de  ïarry  qui  ont  été  sulisament  étudiés  et 

.         .                        a  ,         , 

pour  le  point  —. -yr ;»  etc.,  corespondant  a 

*  '  {b  —  c){b ->r- c  ~  la)  '  ^ 

la  direction  de  l'axe  antiortiqne  et  à  la  direction  per- 
pendiculaire laquèle  (voir  A.  F.  A.  S.,  Congrès  de 
Paris,  1900,  Suite  de  téorènies  et  de  résultats  concer- 
nant  la  Géométrie  du  tiiangle,  A.  9)  se  détermine 
avec  la  plus  extrême  simplicité  géométrografique,  nous 

n  ajouterons  rien,    mais   pour    les    points  y-^ :^»   etc., 

% »  etc.,  qui  se  trouvent  cependant  à  chaque  instant 

dans  les  études  sur  les  points,  droites,  etc.,  remar- 
quables du  triangle  nous  croyons  qu^on  ne  les  a  guère 
étudiés  à  part  et  nous  devons  indiquer  quelques  con- 
structions. 

a.   On   peut  construire  le  point  j^^ "2»  ^'^c,    en    se 

servant  du  téorème  que  nous  venons  de  doner  6.  d.^  la 

droite  à  choisir  est  alors  la  droite  de  Lemoine  >  -  =  o. 

On  conduit  ainsi  la  conslruction. 

D'un  rayon  quelconque  p  je  trace  les  trois  cercles 
A(p),  B(p),  C(p)  (3C,  4- 3C3),  puis  les  intersections 
de  deus  d'entre  eus  avec  le  troisième  (4B-»  +  2R2)  qui 
placent  le  centre  O  du  cercle  circonscrit  à  ABC;  je 
trace  ce  cercle  (2C<  +  C3)  ;  je  fais  du  coté  de  AB  oposé 
à  C  et  en  me  servant  des  trois  cercles  A  (p),  B(p),  C(p) 


(  4oo  ) 

Jesan8lesBAC,  =  ABC,=:C(4R,  +  2R2  +  4C,  +  2Co); 
AG,  et  BC,  coupent  BC  et  CA  en  A',  B';  A'B'  que 
je  ne  trace  pas,  serait  la  droite  de  Lenioine.  Je  trace 
maintenant  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A' B' C 
(4Ht  H- aRg-h  5G,  4- 4G3),  il  coupe  le  cercle  ABC  au 
point  cherché. 

Op.  :  (12R1-1- 6R.2+ 14G1-1- 10G3); 
Simplicité  :  42;     Exactitude  :  •16;     6  droites,  10  cercles. 

Je  pourais  économiser  (Ci-l-Ca)  si  je  me  servais  de 
deus  compas. 

Cette  construction  est  assez  simple,  mais  ce  n'est  pas 
la  construction  géométrografique  qui  déiive  du  léo- 
rème  suivant  que  croyons  nouveau  : 

Si  IN    est   le  point  de  Tairj   et  G  le   baricentre, 
.   la   droite  NG    coupe    le  cercle   circonscrit   au   point 


a 


b-^—c'' 


etc. 


Je  prends  dans  le  compas,  en  métant  la  pointe  en  B, 
la  longueur  BC  =  a  du  plus  grand  coté  du  triangle  et  je 
trace  B(«)  (2C,-|- C3);  je  trace  C(<fi),  A(«)  (2C,4-2G3)^ 
puis  par  deus  des  inteisections  d'un  de  ces  cercles  avec 
les  deus  autres  (4Ri  ~t-  2R2),  je  place  le  centre  O  du 
cercle  circonscrit  et  je  trace  ce  cercle  (2C|-[-G3)  qui 
coupe  en  B, ,  C,  le  cercle  ABC  ;  je  trace  B|  d  (2R|  -f-Ra) 
qui  coupe  B(]  en  A2  ;  je  trace  AA;,  (2R|H-Ro)  qui 
coupe  le  cercle  ABC  au  point  R  de  Steiner^  je  trace 
RO  (2R,  +  R2)  qui  place  le  point  N  de  Tarry  sur  le 
cercle  circonscrit.  Je  place  G  en  traçant  deus  mé- 
dianes (4Ri-i-  2R2)  puisque  les  milieus  de  deus  cotés 
ont  été  marqués  pour  placer  O;  je  trace  GN  (2Ri  -f-  Ra) 
qui  coupe  le  cercle  ABC  au  point  cherché. 

Op.  :  (i6Ri+8R2-hC)Gi-t-4C3); 
Simplicité  :  34;     Exactitude  :  ii;     8  droites,  4  cercles. 


(  4o.  ) 

l\e))iavque.  —   I^a  droitt;  GN  est  paralt'Io  à  la  di'oitc 
(le  de  Loiigcliainps  \  <7''.r  =  o  et  a  pour  point  à  Tiii- 

liin -y  eU'. 

a 

h.   Le  point  -, ->   etc..  se  construit  facilement  soit 

*-  b  — ■  c 

avec  le  téorènie  que  nous  avons  tloné  (voir  plus  haut 
6.  a.),   soit  avec  l'autre  téorèine  signalé  (roi/G.  d.)  au 

nioven  de  la  droite  ^^a-x  =  o,  soit  en  remarquant  que 

le  r  a  port  de  ses  distances  à  BC  vl  à  AC  est  7 y  ce 

^  b  —  c 

qui  donc  un  lien  de  ce  point,   puis  prenant  l'intersec- 

lion  de  ce  lieu  avec  le  cercle  ABC;  mais  je  crois  que 

la  véritable  construction  géométrograli(pie  est  encore  à 

trouver  et  je  n'ai  pas  analisé  ces  construclioiis. 

c.   Le  point     ,,    —       , .   , r->  etc.,  corespondant  a 

la  diiection   des   axes,   conue  a  prioiiy   de   la   conicpie 

—  =  o   se  construit  cirali'nii'nt  au  moven  du  léo- 

ènu;  doué  (0.  d.)  en  «'mplov-nil    la  dioile  (pii    joint  les 
points  de  hrocaid, 


1\ 

r«înu; 
[^   poini 


[M'3ja] 

AïKE  ne  LA  pon\iKE  OKLioLE  M  i\  nÉVKLOPPKE  oiilioif: 

»E  LEMJPSE; 

V\n  M.  E.-X.  IîARISIi:\, 

Commandant  (l'Infanterie, 
en    mission    à    Consianlinf>plo. 


Le  but  (b'  celle  jNole  est  de  donner  quebpuis  résultats 
intéressants  concernant  lellipse  et  d'attirer  l'attention 
sur  ce  que  ce  genre  de  qiuîstions  doit  pouvoir  êtr(* 
généralisé,  par  exemple,  pour  les  courbes  à  cenfre. 

Ann.  de  Mtilln-m  ^it .,   \'  <v\\e.  t.  I.  (  Scpteniljie  njoi.)  26 
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Il  faut  loul  crabord  donner  cjiukjucs  définilions  cl 
iiolations. 

L'équation  de  l'ellipse  est 

Nous  appelons  normales  obliques  en  un  point  M  les 
deux  droites  qui  sout  inclinées  d'un  angle  co  sur  la  nor- 
male droile.  Ces  mêmes  droites  sont  également  des 
tangentes  obliijues  sous  l'angle  90" —  03,  et  par  consé- 
quent coupent  la  courbe  sous  l'angle  90° —  w. 

Chacune  de  ces  normales  obliques  a  pour  enveloppe 
une  développée  oblique. 

Si,  maintenant,  l'on  mène  d'un  point  O  des  droites 
inclinées  sur  chaque  norinale  oblique  d'un  angle  con- 
stant B,   on  aura  sur  l'une  des  normales  des  points   P 


et  P',  et  sur  l'autre  des  points  P,  et  P', .  Le  Heu  de 
chacun  de  ces  points  est  une  podaire  oblique  {sous 
l'angle  Q)  des  normales  obliques  [sous  l'angle  co),  ou 
pour   parler   plus    exactement,    ces   courbes    sont    de^s 


(  4o3  ) 
podaires  obliques  (sous  V angle  9)  des  deux  déi^eloppécs, 
obliques  [sous  V angle  co). 

Formons  l'équalion  de  rnnc  des  noiniales  obliques. 

Si  A  est  le  coefficient  anj^ulaire  de  la  normale  droite 
cl  'JL  celui  d'une  normale  oblique,  on  a 


a.  =  A 


Prenons  la  normale  pour  laquelle  a  =  ).  +  to.  L'équa- 
tion de  cette  normale  est 

y  —  6  sin^  =  lang(X  -+-  w)  (j"  —  a  cosco), 

'j  étant  l'anomalie  excentrique  du  point  M.  Celte  équa- 
tion s'écrit 

X  sin(À  -f-  0)  )  — y  cos(X  -{-  w) 

=  a  cos  cp  sin  (  X  -i-  (o  )  —  h  sin  cp  ros  (  X  H-  to  ). 

Or 

a  siiic 


ta  nu  A  =: 


sinA      = 


cos  A     = 


b  ros  o 

ti  si  no 

t 

^a^  sin^o  -+-  b^  cos^cp 

b  roso 
y/rt'  sin^o  -i-  6*  cos^cp 


L'équation    de    Tune    des    normales    obliques    sons 
l'angle  to  est  donc 

I        a:(rt  cosio  sin  cp  H- 6  sin  to  cos<p  ) 
(i)  <   — ^(6  costo  coscp  —  asintosincp) 

[         =  c'^cosw  sincp  cos^ -h  a6  sinoj. 

L'équation  de  la  seconde  normale  s'obtient  en  chan- 
geant (0  en  —  co,  ce  qui  donne 

I       ar(a  coso)  sin 'j)  —  ^sinojcoscp) 
{i)  «   — jj'f^  coso)  coscp  +  a  sinu)  sin '^) 

I  =  c-  oo?  u)  fino  co$;p  —  o6  sin  to. 


(  4o4  ) 

Fortuons  inaiiilenaiil  les  «kjiialions  des  deux  proje- 
lanU's  obli(]ues  sous  l'angle  8,  abaissée>î  du  point  O  sui* 
la  normale  (i).  Soient  (a,  [3)  les  coordonnées  du  point  O 
et  V  le   coellicient   angulaire  de  l'une  des  projetantes. 

Ou  a 

V  =  0  -h  X  +  w  —  1 8oo, 

Par  (conséquent  l'équation  de  l'une  des  projetantes 
sur  la  normale  (i)  est 


ou 


(3) 


y—^  =  tanov(.r  —  a) 

x[b  sin{^  -+-  to)  cos©  -h  a  cos(0  +  w)  sinip] 

—  y[b  cos(0  -h  to)  coscp  —  «sin(6-t-(o)  sincp] 
^        a[b  sin  ( 6  H-  w )  cos ©  -h  a  cos ( 6  -{-  to )  sin (f  ] 

—  ^[b  cos (6  4-  to)  coscp  —  a  sin (6  H-  to)  sin©]. 


Ou  a  l'équation  de   la   seconde  [)rojelaiite  en  chau- 
reanl  9  eu  —  B 


(4) 


x[b  sin((o  —  0)  cos©  +  a  cos(to  —  6)  sin  ©] 

—  y[b  cos(to  —  0)  coscp  —  a  sin  (to  —  6)  sin  cp] 
=        a[6  sin(to  —  6)  cos  cp  -h  a  cos(  to  —  6)  sin  ©] 

—  |j  [6  cos(to  —  6)  coscp  -f-  a  sin  (to  —  6)  sin  ©]. 


On  trouve  de  même,  pour  les  équations  des  projetantes 
de  O  sur  la  normale  (2),  en  changeaul  to  en  —  to  dans 
les  équations  (3)  et  (4), 


(5) 


(<>) 


x[ —  ^  sin(to  ^ —  G)  coscp  h-  a  cos( to  —  6)  sincp] 

—  jk[^  coscp  cos(to  —  d)  -h  a  sin(to  —  6)  sinç] 
=  a[ —  b  sin(to  —  6  )  coscp  +  a  cos(to  —  0)  sincp] 

—  ^[b  coscp  cos((o  —  6)-4-asin((o  —  6)  sin©], 

[  cc[ —  b  sin(to  -f-  0)  cos<f  +  a  cos(to  -h  0)  sincp-] 

1  — y[^  cos©  cos(to  H-  6)  -h  rt  sin(to  4-  6)  sincp] 

j  =0^1 —  6sin((OH-0)  coscp  -i-  a  cos(to  4-6)  sin©] 

(  —  '^l  b  cos  cp  cos  (  «0  --  0  )  -!-  a  sin  (  to  -f-  6  )  sin  cp  ]. 


I 


(  4oj  ) 

Nous  avons  iiiaiiilcDant  tous  Jes  éléments  pour  cal- 
culer l'aire  de  riine  des  quatre  podaiies  obliques  sous 
l  angle  9  des  développées  obliques  sous  l'angle  w. 

(]e  calcul  étant  fort  long,  nous  nous  contenterons 
d'en  indiquer  l'esprit. 

Cherchons,  par  exemple,  l'aire  de  la  podaire  dont 
les  é(juations  (i)  et  (3)  fourniraitînt  l'équation  de  la 
courbe  par  l'élimination  de  co. 

On  obtiendrait  l'équation  de  cette  courbe  en  posant, 
pour  abréger  Técritnre,  9  +  to  =  £,  et  l'on  trouverait 
une  courbe  du  sixième  degré. 

J^es  quatre  podaires  obliques  des  développées  oblicpies 
sont  donc  des  sexticpics. 

Mais  poui'  le  calcul  de  Taire,  il  vaut  mieux  se  servir 
de  la  formule 

En  résolvant  les  é(jualions  (i)  et  (3)  pai*  rapport  à  x 
et  hy^  on  trouve  qui;  ces  coordonnées  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  sin.p  et  cos'j,  ce  qui  montre  que  les 
podaires  sont  des  courbes  unicuisalcs.  On  trouve  ainsi 
(|ue  le  dénominateur  connnun  de  x  et  j'  est 

(a-  sin-cp  -i-  />-  cos^o  )  siii  0, 

de  sorte  (jue  x  v.l  y  sont  de  la  forme 

F(  sin  o,  cosz  ) 

X  = 


y  = 


.sinb(^rt2  sin^ci  -\- b"*-  cos2cp) 

Fi  (sin  o,  coso) 
sinO(rt2  sin^o  -f-  b-  cos-cp  ) 


On  forme  alois -7-  et  -j- •  On  trouve   alois  |)Our  r/lJ 

une  ex[)ressi()n  très  compliquée.   Mais  en   intégrant  d(* 
'^  =  o  à  '^  =  77:,   on   voit  c[u  un  grand    nombie   d'intc- 


(  4<>fi  ) 

gralc's  du  gcnie  de  celle-ci 
1 


sin-<f  coscp  do 


(«2  sin2(p  -h  62cos2cp)2 

s'amuileiit.  El  il  reste 

ab      \     ,         ^       r^  sin-o  cos-o  6/cp 


]        sin2 

0 

J^27l 
f         — ^ 
0       («"^sinaci 


rf» 


(«2  sin2-f-  6-  cos'^o)-^ 


CP  -i-  ^2   COS2o)2 


Or, 


on»    r"'''  sin2c5c?o  "1 

^  J^       (a2  sin2cp4- 62cos2o)2j 


,2Tt 


/"' "■  5in2qj  cos2c»  c?cp  tt 

7^        {«2sin2çp-^  ^2  cos2o)2        ab(a-^by- 

dz>  tA  a'^ -{- b'^) 


{a-  sin^cp  +  b~  cos2o  j2 


.  /        Ta'^  sin2co  -i-  62cos2co)2  ~  ^ 


«3^3 


,2TC 


,27r 


sin2o  do 


,^  («2sin2cp_|_  ^2  cos2cp)2  «»  6 

U  devient  donc 


U  =    r^    [(a  —  ^)2c()S2co-f-(^<2_x_  ^2  )  ^i  n2  ^.j  ^  ^2  +  (^2  ] 


2sin2  0 


ou 
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(8)  U   rr    — .     ^       («2.^  ^2_^  2(2_|_  32_.  .^^^C0S2(0). 

2  sm2(J  ^ 

Coin  me  celle  fbiinule  ne  change  pas  en  cliangeanl  0 
en  —  Cl  et  (o  en  —  o),  il  en  résulte  (jue  l'aire  des  quatre 
podaires  obliques  des  développées  ol)li(pies  est  la  même 
pour  un  même  point  (a,  [^  ). 


» 


L 


(  407  ) 

On  voit,  d'aulre  part,  que   li;  lieu  des   points  (a,  ^3) 
tels  que  l'aire  (8)  soit  constante,  est  un  cercle  concen- 
trique à  l'ellipse. 

En  d'autres  termes,  on  a  la  propriété  suivante  : 

Si,  (Van  point  quelconque  d'un  cercle  fixe  concen- 
trique à  une  ellipse,  on  construit  les  podaires  (sous 
l'angle  Q)  des  déi^eloppees  obliijues  {sous  l'angle  ô), 
toutes  ces  podaires  ont  une  aire  constante  égale  à 

■1  sin^G 
Il  étant  le  rayon  du  cercle  Jixe. 

Cette  propriété,  qui  est  déjà  connue  lorsque  la  po- 
daiie  est  dioite  et  la  développée  est  droite  (c'est-à-dire; 
lorsfjue  Q  =  90"  i;l  to  =  90'*),  est  donc  tout  à  fait  géné- 
ralisée. 

La  formule  (8)  donne  donc  l'airt;  commune  aux 
combes  lieux  d(*s  quatre  points  P,  P',  1*,,  P, . 

Mais  les  droites  OP,  et  OP',  rencontrent  la  droite 
MPP'  en  Q  et  Q'  :  les  droites  OP  et  OP'  rencontrent  la 
droite  MP,  P',  en  Q,  et  ()', .  Or  la  droite  OQ  rencontre 
Pl^  sous  l'angle  (Q-f-  210).  De  nièiiie,  la  droite  OQ', 
rencontre  P,  P',  sous  le  même  angle  (0  -f-  aoj).  De  même, 
les  tlroites  OQ,  et  OQ'  sont  aussi  anti-parallèles  par 
rappoit  aux  dioiles  PP'  et  P,  P', ,  et  coupent,  l'une  P,  P', , 
l'autre  PP',  sous  l'angle  (0  —  ib)). 

Il  en  résulte  donc  imnu'diatement  rpie  les  courbes 
lieux  des  points  Q  et  Q',,  en  substituant  dans  la  foi- 
mule  (8)  8  H-  2to  à  ^,  ont  pour  aire  commune 

I  f)  I  V   =    : "^ (  «2  _^  ^2  ^   3^2  _|_   ^2  _  3  ab  C0%-  M  ). 

De  même  les  courbes  lieux  des  points  Q'  et  Q,  ont 


(  4o8  ) 

pour  aire 

( 1 0)  W  =  — ^-r-4^- ■  ( a-  -h  ^2  ^  a2  -i-  32  —  2 a6  cos2 (O ). 

On  a  aussi  la  relation 

(11)  Usin2  0  =:Vsin2(0  +  2 w)  =  W  sin2(0  — -20)). 

En  résumé,  sur  les  huit  courbes  lieux  des  points  P, 
P',  P,,  P', ,  Q,  Q',  Qi,  Q'^,  quatre  ont  pour  aire  (8), 
deux  ont  pour  aire  (9)  et  les  deux  autres  ont  pour 
aire  (10). 

Lorsque  la  podaire  est  droite  et  la  développée  est 
droite,  ces  huit  points  se  confondent  en  un  seul. 

Il  y  a  donc  intérêt  à  envisager  divers  cas  particuliers. 

I.  Podaire  ohlujue  par  rapport  au  point  (a,  P)  de 
la    développée  oblique.    —    Formules    générales   (8), 

{9),(>o). 

Si  (a,  p)  est  au  ccntie  de  l'ellipse, 

2  sin'^t) 

(i3)  V=  — .    ,,J^ ('a2+62_2a^cos2u)), 

2Sin^(6  -H  2(o)  • 

(14  )         W  =       .    ^    '^ (a2-i- 62  — 2a6cos2w). 

^    ^^  2SII1HO  —  2C0)   ^ 

II.  Podaire  droite  par  rapport  au  point  (a,  p)  de 
la  développée  obli(/ue  ;  Q  =  90". 

(i5)  U  =  -  (a2  4-62+a2_|_^2_._i«^cos2w), 

(16)  V  =  \V= («2+ 62-i-a2+ 32— 2«6cos2w). 

2  COS2  2tO  ' 

Si  a  =  0,  p  =  o, 

(17)  U  =  -  («2-^  b-^—'iab  cosUù), 

(  (  8  )  V  =  W  = (  rt-2  _u  62  —  ■>  ah  cos-  (o  ). 

2  ros2-,j.  (0 


(  4o9  ) 

III.  Podaire  ohliij ne  par  rapport  au  point  (a,  jîl)  de 
la  développée  droite  :  to  =  o. 

Si  a  =  o,  [i  =  o, 
(20)  u  =  V  =  W=  — ^(a-6)2. 

IV.  Podaire  droite  par  rapport  au  point  (a,  ^)  de 
la  développée  droite  :  ca  =  o. 

(2r)  U  =  V  =  W=  -[(a  — è)2-^a2+  psj. 

Si  a  ^  o,  3  =  o, 
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(20  U  =  V  =  W=  -(«  —  6)2 


2 


V.  Lorsque  o)  =  go°,  la  développée  oblicjiie  devient 
l'ellipse. 

Par  conséquent,  la  podaire  ohHipie  de  V ellipse  par 
rapport  au  point  (a,  ^)  a  pour  aire 

(•23)  U  =  — A-(a2-4-62-i-a2-h  3^), 

2sin20 

et  sa  podaire  droite 

(24)  U    =    -(«2-1-62^  a2-f-   ^2). 

Lorsque  le  point  (a,  [^)  est  le  centre  de  l'ellipse,  on 
trouve  pour  \a podaire  oblique  du  centre  de  l'ellipse 

(25)  U=       ^'    .(a-^-^b-^), 

2sni-l) 

et  pour  sa  podaire  droite 

(26)  '  U  =    -f«2H-  62  ). 


(  4.0  ) 

Voici  encore  (juelques  propriétés  relatives  à  ces  aires  : 
i"  Si  l'on  considère  l'aire  (8)  de  la  podaire  oblique 
de  la  développée  oblique  sous  l'angle  co  et  l'aire  sui- 
vante de  la  podaire  oblique  de  la  développée  oblique 
sous  l'angle  perpendiculaire  au  premier,  90°+  w, 


TT 


(27)         Ui=       .        (a2+^>2_^a'^-t-  32— 2a6sin2a)), 
2Sin-8  ^ 


on  en  déduit 

(28) 


Ui-U 


T.ab  C0S2ti> 

sin2  6 


Donc,  quel  que  soit  le  point  (a,  j3),  la  différence  des 
aires  \}^  —  U  est  coiistante. 

Lorsque  la  podaire  et  la  développée  sont  droites, 


(^9) 


Ui  —  U  =  T^aby 


et,  quel  que  soit  (a,  p),  la  diiïérence  U,  —  U  est  égale 
à  l'aire  de  l'ellipse. 

2^  La    formule  générale   (8)   de   l'aire  peut   encore 


s'écrire  de  la  manière  suivante  : 
sin^O  X  U  = 


COS^lO 


-  ( a2  H- 62 ^ -^.  ^^a2-f-  p2)    sin^co. 


Or,  si  nous  désignons  par  Pj:  la  podaire  du  centre  de 
l'ellipse,  par  Pp  la  podaire  du  centre  de  sa  développée 
et  par  2  la  demi-aire  du  cercle  ayant  pour  rajon  la  dis- 
lance de  O  au  centre  de  l'ellipse,  cette  expression  devient 


(3o) 


car 


U  =  -^— -  (  Pe  sin^io  -\-  P„  cos2to  4-  S), 


W=:     "(a^-i-^M,  Pl)=:    -(«-6)2, 

'X  '1 


t(*'+?')- 


(4..  ) 

3°  On  trouve  pour  l'équation  de  la  podaire  droite  de 
la  développée  obliqué,  pai-  rapport  au  centre  de  l'ellipse, 

/  (:r2-i-72)2[      (62cos2w -h«2sin2io):r2 

(31)  <  ,         .         '^    . 

'        =  [(  rt-jc--i- 6-j'2)  sino)  —  c-xy  cosLo]'. 

Cette  courbe  est  en  général  une  sextique  et  a  pour 
aire  l'expression  (i y). 

Lorsque  to  =  o,  on  retrouve  l'équation  connue  de  la 
podaire  du  centre  de  la  développée 

(39.)  (62j72_^_  a'iy^-)(x^-^y^y-^  c^x^y^. 

Pour  w  =  90",  on  a  la  podaire  du  ceutre  de  l'ellipse, 
c'est-à-dire  la  quartique 

(33)  (  :r2  -+-  y-  y^  =  a  2  ^2  -h  ^2^2 . 

4"  Aire  d'une  développée  oblique  de  V ellipse.  — 
(^onsidéi'ons  la  développée  oblique  qui  est  l'enveloppe 
de  la  droite  (i).  Si  l'on  prend  la  dérivée  de  l'équation  (i) 
pai*  rapport  à  es  et  si  l'on  résout  ces  deux  écj nations  par 
rapport  à  x  et  v,  on  trouve  pour  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  développée  ol)li(jue 

X  =  9>\x\hi{b  COSCO  sill  O  -r-  (l  sin  fu  COSC5  ) 


c- 


— Y  cos  to  (  ^  cos  to  cos-^  '^  -t-  rt  sin  to  si  n-'  o  ), 
ao  '  ' 

^  =  sinu)(6  sinu)  sino  —  «  costo  coso) 

c2  ,     . 

H r  cosoj(  6  sin  tu  cos-^©  —  a  cosoi  sin^o). 

«6  *  ' 

Ce  point  qui  est  le  ccnli'e  de  courhuie  ohli(jue  s'obtient 
d'ailleurs  par  une  propriété  K^nnue,  en  projetant  le 
centre  de  courbuie  en  M  relatif  à  la  norniabî  droite,  sur 
1.1  nninialc  oblicpic.   De  soite  que  si  Iv'  est  le  lavon  de 


(  4'2  ) 

courbure  oblique  et  R  le  ra^ou  de  courbure  droit,  on  a 

R'=  R  cosio. 

L'aire  A  s'obtient  au  moyen  de  la  formule 


^A 


dx 

2  V    d'^ 


X 


dy^ 
d^ 


On  trouve,  par  un  calcul  facile,  en  intégrant  de  C5  =  o 

à  CD  =  2TC  : 


(34) 


7       .     „  37TC* 

A  =  Tzab  sin^io -; — r-cos^w. 

8a6 


Telle  est  l'aire  de  la  développée  oblique.  On  voit  que 
la  développée  oblique,  enveloppe  de  la  normale  (2), 
a  même  aire  (34)-  Si  l'on  pose 

3  TC  c  ^ 

E  =  izab,  D  =  - — —, 

E  et  D  étant  les  aires  de  l'ellipse  et  de  sa  développée, 
l'aire  de  la  développée  oblique  sous  l'angle  to  prend  la 
forme  remarquable  suivante  : 

(35)  A  =  Esin^w  —  Dcos2ca. 

Cette  formule  est  à  rapprocher  de  celle  qui  donne 
l'aire  de  la  podaire  droite  du  centre  de  la  développée 
oblique 

(36)  U  =  PEsin2(o  +  Pi)  COSTCO. 


[R3] 

KEIIAKQIES  AU  SUJET  DES  DUOITES  DE  \TL  MOMEXT; 

Par  un  Anonyme. 


I.  Considérons  un  système  (S)  de  forces  appliquées 
à  un  solide.  Ces  forces  peuvent  être  décomposées  en  une 
infinité  d'autres,  à  l'aide  des  lègles  bien  connues. 


(  4.3  ) 

Soit  (D)  une  de  ces  décompositions,  et  imaginons  que 
l'on  distingue  dans  le  système  (D)  (l(;ux  gioupes  (G) 
et  (G')  de  forces.  Au  groupe  (G)  on  piMit  faiie  corres- 


j)ondre  un  complexe  (c)  lieu  des  droites  de  nul  moment 
relatives  à  (G).  De  même,  au  groupe  (G')  on  peut  faire 
correspondre  un  com[>lexe  (c'). 

D'ailleurs,  soient  ùG  et  iliV  les  axes  des  couples  ré- 
sultants de  ((•)  et  de  (c')  pour  un  point  Q  de  l'espace. 

Par  le  point  il  passe  un  plan  du  complex<i  (c)  et  un 
plan  du  complexe  (c').  Ces  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  x'x  perpendi(;ulaire  à  QG  et  à  QG' et,  par 
suite,  à  QR.  axe  du  couple  résultant  du  système  pri- 
mitif. 


il.  On  peut  faire  une  infinité  de  décompositions  de 
foices  telles  que  (D)  et,  chaque  fois,  considérer  un 
ensend)Iede  deux  gioup(;s  arbitraiies  tels  que  (G)  et  (G'). 
On  obtient  ainsi,  en  considérant  le  même  point  ù  de 
l'espace,  un  faisceau  de  droites  :v'x  contenues  dans  un 
même  plan,  puisque  ce  plan  est  précisément  le  plan  du 
complexe  (c)  qu'on  obtiendrait  en  cherchant  direc- 
tement les  droites  de  nul  moment  du  système  primitif. 

On  peut  en  déduire  immédiatement  que  le  li(;u  de  la 
(  oiigruence  (v)  commune  à  deux  quelcon(]U(\s  des  com- 
plexes précédemiiUMil  fléfinis  est  le  conq)l('xe  (c). 


(  4.4  ) 

III.  En  parlîculicr,  si  p  sjslèmcs  de  foiccs  sont  équi- 
valeiils,  Je  lieu  des  coiigruenees  (y),  obtenues  par  la 
considération  de  deux  groupements  quelconques  des 
forces  de  l'un  des  p  systèmes,  est  un  complexe  1  inéaire, 

IV.  Ces  remarques  donnent  la  solution  de  la  question 
suivante  ; 

On  considère  deux  complexes  c  et  c'  et  la  congruence 
(y)  correspondante.  Trouver  la  loi  la  plus  générale 
liant  (c)  et  (c')  en  sorte  que  le  lieu  de  (y)  soit  un  troi- 
sième complexe  (c). 


[B12c] 
APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  GRASSMAM  A  Ml 
DÉMONSTKATION  DE  DEUX  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE 
DIFFÉRENTIELLE; 

Par  un  Anonyme. 


La  méthode  de  Grassmann  conduit  très  aisément  aux 
théorèmes  suivants  démontrés  par  M.  C.  Lamioni  dans 
le  numéro  de  décembre  des  Nouvelles  annales  : 

1°  Si  une  ligjie  de  courbure  est.  géodésique  elle  est 
plane; 

2°    Chaque  ligne  géorlésique plane  est  de  courbure. 

Un  point  P  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes u  et  r  appartient  à  une  surface;  u  et  v  étant 
exprimées  en  fonction  d'un  paramètre,  la  variation  de  ce 
paramètre  entraîne  le  déplacement  de  P  le  long  d'une 
courbe  de  la  surface. 

Soient  :  T  le  vecteur  unilé  parallèle  à  la  tangenle  à 


(  4>.5  ) 

celle  courbe,  J\  la  normale  piincipalc,  1^  la  biiiorinale; 
soit  enfin  n  le  vecteur  uni  lé  noruial  à   la  surface  eu  P. 
La  condition  qui  exprime  que  P  déciit  une  ligne  géo- 
clési(jue  est  la  suivanie  (')  : 

(i)  /iNT  =  o, 

en  prenant  comme  parauiètre  la  longueur  tl(;  Tare  décrit 
el  dérivant  il  vient 

dn  d^  dT 

-7-  IN  T  -f-  71  — r-  T  H-  /i  N  — r-   =  o, 

ds  ds  ds 

ou  eu  tenant  compte  des  formules  de  Frenet  : 

(•2)  ^NT-h -/iTB  =  o. 

ds  z 

Supposons  que    celte  ligue  géodési(jue  soit  de  cour- 
bure, nous  aurons  comme  condition  : 

(  J)  n  -j-T  =  o; 

ds 

mais  la   relation  (i),  qui  expriuuî  que  /z,   IN   et   F  sont 
complanaiies,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

par  suite  (3)  devient 

et  comparée  à  (2)  donne  finalement 

-  «  1  B  =  {),  -  =  o, 

car  /îTB  est  forcément  dinérent  de  zéro.  La  ligue  pj'o- 
posée  est  donc  bieu  plane. 


(')   loir  Henri  Fehr,  Application  de  la  méthode  vectorielle  de 
Grassmann  à  la  Géométrie  infinitésimale  (  Thèse  ). 
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In  versement  supposons  que  la  ligne  géodésique  soit 
plane-,  on  a  succt^ssivenient 


as 

n  NT  =  a  —j-  n  T  =  o, 
as 


qui  exprime  qu'elle  est  de  courbure. 


AGRÉGATION  DES  SCIEIVCES  MATHÉUATIOUES  (COXCOllRS 
DE  1900).  SOLUTION  ANALYTIQUE  ET  GÉOIIÉTRIOUE  DE 
LA  QUESTION  DE  MATlIÉllIATIQUES  SPÉCIALES; 

Par  m.  a.  VAGQUANT, 

Professeur    au    l3cée    de   Nancy. 


i"  L'équation  du  cône  C  est 

En  désignant  par  a,  [j,  y  les  paramètres  dii'ecttîurs  de 
la  droite  D  et  par  ^'i  Tabsinsse  de  son  point  de  ren- 
contre avec  OX,  les  éijuations  de  D  sont 

X  —  Xi         y        z 
-^  =  f  =  T  =  ^- 

L'équation  d'une  suiface  S  tangente  au  cône  C  en 
tous  les  points  d'une  courbe  plane  est  de  la  forme 

Kx--\-  oA^  y  z  -\-\{ux  ^  vy  ^  ^vz  -+-  hy  =  o. 
La  di'oile  D  devant  èti-e  située  sur  S,  l'équation  sui- 


I 
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vante  en  z  doit  être  identique 

A(:ri-i-  y.p)--\-  2^^.-(Ç)' -\-\[uxy^  h  -^  p(  ;/ a-f- c^  4- iï'v)]2=:  o. 

D'où 

A  a2  -i-  2  B  Py  +  X  (  ?t  a  -M^  [i  -4-  w  -  ;-  =  o, 
A a:ri  -h  X  (  M  37,  -{-  /i)  (  f<  a  -f-  P  ^  H-  tv y  )  =  o, 
A  JTj  H-  À  (  uj\  -f-  A  )■-  =  o. 

Ces  trois  relations  s'éerivent 

Aa2-{-2B^Y  _  !<a -h  t^^ -h  (^Y  _    ^  ^  _      — -'^^i 

A  7.Xx  uxx  -h  A  X\  (  w;t',  -h  h  Y 

Les  deux  premières  simplifiées  sont 

(1)  2BpY  =  o. 

(2)  37,  (i'3 -T- (ï^y)  —  a/<  =  o. 

La  relation  (i)  signifie  que  la  droite  D  doit  être,  soit 
dans  le  plan  a.  Or  pour  y  =  o?  soit  dans  J!:0<z  pour  ,8  =  o, 
e'est-à-dire,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  tangente  au  cône. 

La  relation  [:*.)  exprime  c[ue  la  droite  D  perce  le 
plan  ^  =  o  sur  la  droite  d'intersection  x  =  o, 
^fy  -f-  (vz  +  /^  =  o  du  plan  jO z  et  du  plan  de  la  co- 
nique de  raccordement  de  S  et  de  C.  Dans  le  cas  où  la 
droite  D  est  dans  le  plan  xOy  elle  rencontrera  donc  Oy 
en  un  point  I  appartenant  à  cette  conique. 

st°  Supposons  Y=  o,  D  est  dans  le  plan  xOy.  Pour 
trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  S, 
on  élimine  u,  ^,  iv,  A,  h  entre  les  équations 

/     '  CI  V  h 

(2)  v\^^\  —  a/<  =  o  ou  -  =  7î —  j 

a 


^x 


.  __        kx\ 


{UXi^k)^' 

\x  -hl  u\\  =  o,         B  ^  -f-  X  p  R  =  o,         By  -h  X  tp  R  =  o, 

en  posant  R  ^  zz  x  -j-  ^y  -\-  wz  -{-  h. 

Afin,  de  Mathéinat.,  4'  série,  t.  I.  (Septembre  1901.)  27 
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Ces  équations  s'écrivent 

A ;r  _  B 5  _  By  _       ^      _  Ax](ux  -^  vy -\~  ivz  -{-  h) 
Il  V  iv    ~        '      ~  {iixi-^  h)'- 

On  en  déduit 

Ax  V  y 

U   =    Ç   — }  W   =    —^y 

liZ  Z 

pA.r2 
Il X  -\-  vy  -^  wz  -^  h  =  — \-  ivy  -^  h, 

ïj  z 

,        vKxxx 

u Xx-\-  h=  — h  A, 

\>  z 

B£  _  Ax\{Avx'^-hiBvyz  -{-Bhz)Bz 
V    ~  {Kvxx^-\-Bhz )2 

Remplaçant,  dans  cette  équation  homogène  en  t^et  /i, 
v^  par  Cf.  et  h  par  p.r,,  on  a,  après  suppression  du  fac- 
teur x'\^z^ 

(Aa;r  +  B[i^)2=  A  a(  Aa^2_|_  2BajK-5  H-  BfJa-jz). 

Développant  et  supprimant  le  facteur  B^,  on  obtient 

(P)  •2Aa(p.r  —  ajK)  +  Bp2^  — Aa|3:ri  =  o 

pour  l'équation  du  plan  P. 

La  trace  du  plan  P  sur  le  plan  xOj^  savoir 

P  X  —  ay  —  '—  =  o, 

est  une  droite  o  parallèle  à  D  et  équidistante  de  D  et 
deO. 

De  plus,  le  plan 

ikii^x  —  ajK )  H-  B'^-z  =  o, 

parallèle  à  P  en  passant  par  O,  est  tangent  au  cône  C, 
comme  on  le  vérifie  aisément;  de  sorte  que  P  est  pa- 
rallèle au  deuxième  plan  tangent  au  cône  G  parallèle  à 
la  droite  D  (le  premier  étant  xOy)\  le  plan  P  est  ainsi 
défini  géométriquement. 
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.\^  Quand  la  droite  D  se  déplace  dans  le  plan  xOj' 
de  façon    que    le   [)lan    P  passe  par   un    point   donné 
A(xo,jo,  -o),  on  a 

Les  coordonnées  de  plan  P  sont 

L'élimination  de  a,  ^  donne 

^        4A2  7.AB 

ou 

Bit^  -+-  'lAviv  =  o; 

c'est  l'équation  langentielle  du  cône  C  de  sommet  O. 
Donc  le  plan  P  enveloppe  le  cône  parallèle  à  C  de 
sommet  A.  Ce  résultat  était  évident  d'après  la  défini- 
tion géométrique  de  P. 

La  droite  D  du  plan  JoOj  a  pour  équation 

ou,  en  tirant  x,  de  la  relation  (3), 

AaC  !3.r  —  xy)  —  7.Aa(  pjTo—  ay^  )  —  Bji-^o  =  «• 

Ordonnant  celte  équation  par  rapport  à  a,  (3,  elle  s'écrit 

AaH  -^yo—y  )  -i-  A  a^(.r  —  aXo  )  —  B  ^2 -„  =  ,„ 

d'où  immédiatement  l'équation  de  l'enveloppe  de  D 

A-{x  —  a:co)--T-  4  AB^o<  2yo  —  y)  =  o 


ou 


/  X.,         -4  B-3o  ,  s 

(t  —  -2Xo)'=   7— (r  —  'ijo)- 


C'est  l'écjuation  d'une  parabole  Q  passant  par  le 
point  O'  de  coordonnées  {2Xq^  ^Jo)5  1^  tangente  en  ce 
point  est  parallèle  à  Ox:  les  diamètres  sont  parallèles 
à  Oj  . 
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4"    Le  paramètre  p  de  la  parabole  Q  est  donné  par  la 
formule 

A 

en  désignant  par  6  l'angle  des  axes  Oo:,  Oy.,  si  p  est 

donne,  z^  est  connu  et  a  pour  valeur      ^    .   „,    ou  cette 

valeur  changée  de  signe  j  le  lieu  de  A  se  compose  donc 
de  deux  plans  parallèles  au  plan  xOy  et  équidistants  de 
ce  plan. 
5"  Soient 

Fécjuation  d'un  plan  quelconque  tt  et 

hx^  -^1  \^yz  -\-  \{ux  -\-  V y  ->r-  w z  -\-  i)"^  —  o 

celle;  des  surfaces  S  qui  lui  sont  tangentes;  on  a  vu  (i°) 


\ 


—  kx\ 


I 


J'ai  supposé  hii^=h^=\  poui*  simplifier  un  peu  les 
calculs. 

Les  coordonnées  (jc^y,  r)  du  point  de  contact  M  du 
plan  71  «l  d'une  surface  S  satisfont  aux  équations 


„  ! 


Ax-+-AiiR        B5-f-XrR        By-hlivR 


=  XR 


1  (H^^  ux  '+-i>y-+-  a>z  H-  j  ;  if(,x  -^  VqJ  -h  WqZ  -h  ï  =  o). 

On  obtient  un  deuxième  lieu  de  M  (le  premier  étant 
le  plan  -)  en  éliminant  a  et  w  entre  les  équations  (4) 
qu'on  p(mt  écrire 

Bz     _       By 


\x 

Il  «0 


=  — aK. 


1 
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D'uii 

Ax 

V  —  Vq        {uxx+i)^  -^ 

Xx\ 


ou 


ou 


(,.^  _^,,J(^*  — "o)-^'-^(t^  — <^o)7+(w^  —  "'0)3] 


[l  M  —  Uq)xi  -i-  i^o^i  H-  i]-B---    =  A^i(A^2  4_  •x^yz){v  —  t'o)^, 
[Axxx^v  —  Vq)  +  {uçiXy^\)Y^  zY  =  kx\{v  —  vq)HKx'^-^  -lYiyz). 

En  (léveloppanl  et  supprinianl  le  facteur  Bz,  ou  ob- 
tient 

.  \>.\(v—K\)xy[[u,,Xx-\-\)x  —  {y^  —  v'^)Xxy\ 

/  H-  (^/o-^t  4-  i)-B-  =  0 

avec 

a 

Le  lieu  des  points  de  contact  M(a:,  j",  z)  est  donc  la 
droite  A  définie  par  les  équations  (tt)  et  (tc,  ).  Le  plan  7c, 
est  celui  qui  passe  par  A  et  l'origine  O.  Si  l'on  pose 

UqXx  -t-  I 


(  V  —  VQ)Xy 

l'équation  (t:,)  s'écrit 

(tti)'  hz^-  -^  ikxo  —  2.\y  =  o. 

L'enveloppe  de  ce  plan  qui  passe  par  O  est  le  cône 
S^x-+  7.k^yz  =  0, 

c'est-à-dire  le  cône  C.  Donc  la  droite  A  est  tangente  au 
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cône  G.  L'équation  (t:,)  s'écrit  encore 

4-  (  «0-2^1  -h  r  /-  B^  =  o. 
Pour  tous  les  points  de  A,  on  a 

Comme  i^^<  =  ^^  la  droite  A  est  donc  située  dans  le 

P 

plan  7^2  représenté  par  l'équation 

—  xi((Vo^  4-  0  +  ^—  ^y\ 

(       -4-  [  B  (  «0  ^1  -+- 1  )-  —  '-i  À  ^f  (  ^  —  t'o  )  ^^0  j  -:;  =  o. 
Si  l'on  pose 


ou 


(^2) 


2A((^  —  i^o)^i 


l'équation  (tû^)  s'éciit 


(^2)' 


x  —  Xi—  -y-i-ixz  =  o. 


Les  équatious  de  la  droite  D  étant 

X  —  Xi        y 


^ 


z  ~  o. 


on  voit  que  le  plan  TU2  contient  la  droite  D  et,  par  suite, 
la  droite  A  rencontre  la  droite  D. 

Ainsi  les  droites  A  s'appuient  sur  Y)  et  sont  tangentes 
au  cône  C. 

Quand  le  plan  it  se  déplace  arbitrairement  dans 
l'espace,  les  droites  A,  représentées  par  les  équations  (iti/ 
et  (^ta)',  forment  la  cougruence  des  droites  s'appuyanl 
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sur  D  en  restant  tangentes  au  cône  C;  les  deux  para- 
mètres aibitraires  sont  o  et  'ji. 

Les  équations  (-,  /  et  (~o)'  montrent  que  par  un  point 
quelconque  lo  de  l'espace  il  passe  deux  droites  A  qui 
sont  d'ailleurs  les  tangentes,  issues  de  to,  à  la  section  du 
cône  C  par  le  plan  déQni  par  la  droite  D  et  le  point  o). 

Quand  A  se  déplace  dans  un  plan  it'  passant  par  D, 
comme  A  reste  tangente  au  cône  G,  le  plan  tt  qui  passe 
par  A  enveloppe  la  section  du  cône  par  le  plan  tc'.  Ce 
résultat  est  d'ailleurs  facile  à  établir  analytiquement. 

Soit 

(tt')  ^  _  j>,  _  _^  _+_/,--  3=  o 

l'équation  du  plan  t:'  passant  par  D.  D'après  l'équa- 
tion (tto)  on  doit  avoir,  entre  la  constante  A  et  les  coor- 
données Uqj  v^o,  <^Vq  du  plan  ir,  la  relation 

B  (  «0^1  -^-  I  )-  —  '2  A  ar'f  (l'o  (v  —  l'y  )  =  A.  0.  A  (  p  =  i>o }  -^i 
ou 

}à{u^Xx-\-  i)2-h2  A(ro—  V)  a;i((VoXj  -+-  k)  =  o, 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  v  par  ^ — » 

C'est  l'équation  tangentielle  d'une  conique  située  dans 

o,  —  ^— ->  o  ), 

(o,o,  "2^)  appartenant  au  plan  tt',  et  située  aussi  sur  le 

côneC,  car,  en  annulant  la  variable  d'iiomogéiiéilé  dans 
ré(juation  de  cette  conique,  on  obtient  : 

ou 

c'est-à-dire  récjuation  tangentielle  du  cône  C. 
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Solution  géométrique. 

Tous  les  résultais  précédents  s'obtiennent  aisément 
par  la  Géométrie. 

1°  Le  plan  défini  par  le  point  O  et  la  droite  D  est  lan- 
gent à  la  surface  S  et  par  suite  au  cône  C,  de  sommet  O, 
circonscrit  à  cette  surface  {Jig.  i);  donc  la  droite  D  est 


dans  un  plan  tangent  au  cône  G,  comme  elle  ren- 
contre O^  en  un  point  D,,  elle  sera  dans  un  des  plans 
tangents  au  cône  G  passant  par  la  droite  O.r,  c'est-à-dire 
dans  le  plana:Oj)  ou  le  plan  xO z.  Supposons  la  droite  D 
située  dans  le  plan  xOj  ;  elle  touche  le  cône  en  un  cer- 
tain point  de  Oy,  soit  I,  qui  est  aussi  le  point  de  contact 
avec  la  surface  S  du  point  tangent .rOy  ou  (O,  D);  donc 
la  droite  D  perce  le  plan  de  raccordement  de  S  et  G 
sur  Oy. 

2°  Je  considère  la  génératrice  D'  de  la  surface  S  paral- 
lèle à  D  {Jig.  2.);  le  plan  (U,  D')  coupe  le  cône  G  sui- 
vant une  conique  y  tangente  en  1  à  D  et  tangente  aussi 
à  D',  car  le  plan  (O,  D')  est  tangent  à  la  surface  S  et  au 
cône  G  en  un  même  point  V  de  D' ;  or  le  plan  101' con- 
jugué de  D  dans  le  cône  est  fixe,  quand  D  est  fixe; 
donc  or  est  une  droite  fixe.  Dans  le  j)lan  (D,  D')  asym- 
ptote de  la  surface  S,  la  droite  D'',  équidistante  de  D 
et  D',  contient  le  centre  de  la  surface  S;  on  peut  remar- 
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(juer  aussi  que  D"  contient  le  centre  a  de  la  conique  y, 
car  ce  centre  est  le  milieu  de  IF.  La  droite  D"  reste  donc 
dans  un  plan  P  parallèle  au  plan  OI'D'  et  équidistant  de 
ce  plan  et  de  D.  La  trace  de  P  sur  le  plan  xOy  est  une 


Fii 


2. 


dioite  0,  parallèle  à  D  et  équidislante  de  O  et  de  D.  Ce 
plan  P,  lieu  des  droites  D"  qui  contiennent  les  centres 
des  surfaces  S,  est  aussi  le  lieu  de  ces  centres  ;  car  si  l'on 
considère  une  surface  S»  se  raccordant  avec  C  le  long 
d'une  conique  v,  passant  [)ar  I  et  L,  son  centre  décrit  D'' 
quand  y,  varie. 

3"  Si  le  plan  P  passe  par  un  point  donné  A,  il  enve- 
loppeia  un  cône  parallèle  à  C,  de  sommet  A.  Le  plan 
passant  par  D  et  parallèle  au  plan  (O,  Df)  coupe  la 
droite  fixe  OA  en  un  point  O'qui  est  fixe,  car  AO'=:  OA, 
de  sorte  que  le  plan  (O',  D)  enveloppe  un  cône  C  pa- 
rallèle h  C,  de  sommet  O^;  la  droite  D,  mobile  dans  le 
plan  xOy  enveloppe  donc  la  section  de  ce  cône  C 
par  le  plan  xOj\  celui-ci  étant  tangent  au  cône  C 
est  parallèle  à  un  plan  tangent  au  cône  C'j  donc  la  sec- 
lion  est  une  parabole  Q  dont  les  diamètres  sont  paral- 
lèles à  Oj  . 

4"  Le  pai  amètre  de  cette  parabole  ne  dépend  que  de 
la  distance  du  point  O'  et  par  suite  du  point  A  au 
plan  xOj  ;  donc  le  paramètre  restera  constant  quand  le 
point  A  restera  à  une  distance  constante  de  xOk,  c'est- 
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à-dire  décrira  deux  plans  parallèles  à  xOj  et  équidis- 
laiils  de  ce  plan. 

5°  Soit  B  le  point  de  rencontre  de  la  droite  D  et  du 
plan  t:  {fig-   3)^  le  plan  tc  tangent  à  une  surface  S  la 


coupe  suivant  dimx  génératrices  A,  A'  dont  l'une  A  passe 
par  B.  Le  plan  (O,  A)  est  tangent  au  cône  et  passe  par  le 
point  B;  donc  il  est  fixe  :  c'est  le  deuxième  plan  tangent 
au  cône  C  (le  premier  étant  xOy)  passant  par  B.  La 
droite  A  étant  l'intersection  de  deux  plans  fixes,  r. 
et  (O,  A),  est  fixe.  Le  point  de  contact  M  de  S  et  ir 
étant  sur  A,  le  lieu  de  M,  quand  S  varie,  est  cette 
droite  A.  On  voit  que  A  s'appuie  sur  D  et  est  tangente 
au  cône  C. 

Quand  le  plan  tc  se  déplace  arbitrairement  dans  l'es- 
pace, les  droites  A  forment  la  congruence  des  droites  (|ui 
s'appuient  sur  D  et  sont  tangentes  au  cône. 

Par  un  point  quelconque  co  de  l'espace,  il  passe  deux 
droites  A  qui  sont  les  tangentes,  issues  déco,  à  la  section 
du  cône  G  par  le  })lan  (w,  D). 

Quand  A  se  déplace  dans  un  plan  ti'  passant  par  D, 
comme  A  reste  tangente  au  cône,  le  plan  ti,  passant  par  D, 
enveloppe  la  section  du  cône  par  le  plan  iz' . 
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SOLITIOXS  DE  011ESTIO.\S  PROPOSÉES. 


1616. 

(  1891,  p.    iï'.) 

La  tangente  en  un  point  de  la  développée  d  une  conique 
coupe  cette  développée  en  quatre  points  autres  que  le  point 
de  contact  :  démontrer  que  les  tangentes  en  ces  points  sont 
concourantes  et  se  coupent  sur  l'ellipse  ayant  pour  sommets 
les  points  de  rebroussement  de  la  développée. 

SOLUTION 

Par  UN  ANONYME. 

L'équation  de  la  développée  de  la  conique \~  -. 1  =  o 

*      a-        o- 

est 

(  r  )  a-  v-  W-  -H  b'  u^  Kv-  —  c'*  u-  V-  =  o. 

Cette  courbe  a  trois  tangentes  doubles  :  les  axes  de  la  conique 
et  la  droite  de  l'infini,  et  les  deux,  points  de  contact  de  cha- 
cune de  ces  droites  avec  la  courbe  sont  des  points  de  rebrous- 
sement. 

Soient  Uq^  Po?  ^»^o  l«is  coordonnées  d'une  droite  A  :  les  tangentes 
aux  points  où  A  coupe  F  sont  tangentes  à  la  courbe 

\  Uou(  b'U- —  c'*v'- }  -t-  VQV{a-w- — c'*  u'^) 

Si  nous  supposons  A  tangente  à  T,  et  si  nous  désignons  par  A, 
B,  C,  D  les  tangentes  à  F,  aux  points  oii  A  coupe  cette  courbe, 
la  courbe  F  et  la  courbe  de  troisième  classe  (i)  ont  les  tan- 
gentes communes  suivantes  :  A,  B,  C,  D  les  axes  de  coor- 
données, la  droite  de  l'infini  et  la  droite  A,  ces  quatre  der- 
nières comptant  deux  fois.  Le  théorème  sera  démontré  si  nous 
prouvons  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  (i)  se  décompose  en  un 
point  et  une  conique  tangente  aux  axes,  à  la  droite  de  l'infini 
et  à  A  au  point  où  elle  touche  F,  c'est-à-dire  si  l'on  peut  déter- 


(  4'^8  ) 

miner  a,  [â,  y,  m,  n,  p,  de  manière  que  l'on  ait  identiquement 

=  (ap(ï'  H-  p  wii  -h  Y  i«(^)  (/?i?<  +  ni^  -+-  pw), 

d'où 

l  Uob^='^p,         —-  c''Uq=  -[71,  a^-Wç,  -  ctn. 

(2)       v  Poa^^a/?,         — c*(^=Y/?i,         62,ï,^_p,^j 

f  (  a  m  H-  p  /i  -i-  Y/?  =  o  ). 

On  déduit  des  six  premières  relations 


(•2/ 


^ 


a^C'oï^'o  62WyWo 


c^i^o^^'o 


m 


n 


P 


<'o  «'0 


WqUq 


UqVq 


Remplaçant  m,  /i,  p  par  les  quantités  proportionnelles  dans 
la  septième  relation  (-2),  nous  avons 

a  c^o  «'0  +  P  «^0  Wo  +  Y  Wo  ^'o  =  o, 
qui  exprime  que  A  est  bien  tangente  à  la  conique 

a  P(v  -f-  p  wu  4-  Y  wt'  =  o. 

Le  point  de  contact  a  pour  coordonnées  homogènes 

^(^o+T^o,     Y"o+a«'o,     a^o+pi^o, 
le  point  de  contact  avec  F  a  pour  coordonnées 

et  ces  deux  points  coïncident  en  vertu  des  relations  (2'). 

Enfin,  en  tenant  compte  des  mêmes  relations,  la  dernière 
égalité  (2)  s'écrit 

«2  (;2  yp,2  _^  ^2  ^^2  ^^2  _  ^4  ^^2  (.2  _  q^ 

qui  exprime  précisément  que  A  est  tangente  à  F;  la  première 
partie  du  théorème  est  démontrée. 

Soit  M  le  point  de  concours  des  tangentes  en  A,  B,  C,  D, 
à  la  développée;  les  coordonnées  homogènes  de  ce  point 
étant  w,  /i, /?,   qui  sont  proportionnelles  à  To^'o-  ♦ï'oWO'  ''o^'o> 


(  4«j  ) 

la  dernière  relation  ci-dessus  s'écrit 

a2  m2  __  ^,2  ^2  _  c'^pi  =  o  ; 

en  revenant  aux  coordonnées  cartésiennes,  on  voit  que  le 
point  M  est  sur  Ja  conique 

a'^x"'-^  b^-y"'—  c'*—  o. 

C'est  bien  la  conique  indiquée  dans  l'énoncé;  elle  passe  aux. 
points  à  l'infini  de  F, 

Généralisation.  —  Si  l'on  considère  u^  v^  w  comme  des 
coordonnées  trilatères,  et  si  l'on  fait  abstraction  de  la  relation 
qui  lie  «,  6,  c,  on  voit  sans  peine  que  l'équation  (F)  est  l'équa- 
tion générale  des  courbes  de  quatrième  classe  ayant  trois  tan- 
gentes doubles  à  points  de  contact  de  rcbroussement,  de  sorte 
que  les  propriétés  ci-dessus  s'appliquent  à  ces  courbes;  on 
remarque  que  les  deux  points  de  rcbroussement  situés  sur  une 
tangente  double  sont  conjugués  par  rapport  aux  deux  autres 
tangentes,  et  que  la  conique  lieu  de  M,  qui  passe  aux  six  points 
de  rcbroussement.  est  conjuguée  par  rapport  au  triangle  des 
tangentes  doubles. 

La  droite  A  ayant  pour  équation 

et  les  coordonnées  de  M  étant 

I  [  I 

—  ,      —  ,      —  f 
"o        <'o         ^^'o 

le  point  M  est  le  pôle  trilinéaire  de  A  par  rapport  au  triangle 
de  référence. 

Corrélativement,  on  peut  énoncer  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Dans  une  quartique  trinodale  à  tangentes  inflexionnelles 
aux  points  doubles,  les  tangentes  en  un  point  double  sont  con- 
juguées par  rap()ort  aux  deux  autres  points  doubles; 

1°  Si  d'un  point  d'une  telle  courbe  on  lui  mène  les  quatre 
tangentes  autres  que  la  tangente  en  ce  point,  les  points  de 
contact  de  ces  quatre  droites  sont  en  ligne  droite,  et  cette 
droite  touche  à  une  conique  tangente  aux  six  tangentes  in- 
flexionnelles et  conjuguées  par  rapport  au  triangle  des  points 
<loubles  ; 

■)°  F*ar  exemple,  la   lemniscate  étant  une   telle  courbe  dont 


(  43o  ) 
les  points  doubles  sont  le  centre  et  les  points  cycliques,  les 
points  de  contact  des  quatre  tangentes  à  la  lemniscate  issues 
d'un  point  N  de  cette  courbe  sont  en  ligne  droite,  et  cette 
droite  L  est  tangente  à  une  hyperbole  équilatère  fixe  H  qui  a 
pour  asymptotes  les  tangentes  à  la  lemniscate  en  son  centre  0. 
La  droite  L  étant  la  polaire  trilinéaire  de  N  par  rapport  au 
triangle  OU  (I  et  J  désignant  les  points  cycliques),  ON  est 
perpendiculaire  à  N. 

Remarque.  —  L'hyperbole  H  étant  une  transformée  par 
inversion  de  la  lemniscate,  ce  qui  précède  conduit  au  théorème 
suivant  :  Par  un  point  n  d'une  hyperbole  équilatère  et  par  son 
centre,  on  peut  faire  passer  quatre  cercles  tangents  à  cette 
conique  en  un  point  différent  de  /i,  les  quatre  points  de  con- 
tact sont  sur  un  cercle  passant  par  le  centre  et  ayant  son 
centre  sur  O/i;  l'enveloppe  de  ce  cercle  est  une  lemniscate  de 
Bernoulli. 

1782. 

(1897,  p.  43C.) 

Etant  donnée  r équation 

^{x)  =  ax^ —  5bx'* -}-  locx^ —  \odx^-^  5ex  — /=  o, 

si  l'on  pose 

8  )v  =  3  c'-^  —  4  bd-+-  ae, 
6  jJi  =  2  cû?  —  obe  -i-  af, 
3  V   =  3  f/2  _  4  ce  -h  bf, 

la  condition 


tu    =  a V  —  ib  (x-^  c\, 

0)1=:  èv  '2C{JLH-  dl, 

i  102  =  c  V  —  'id  [X  -h  <?  À , 

'     Wg  =  <1?V  —  2  e  [X  +/X, 


Wi 

0J2 

CO3 

1-^ 

V 

2 

X 

!-^ 

-  iG 

to 
A 

W2 
V 

exprime  que  l'équation  a  une  racine  double. 

(P.  Sondât.) 


SOLUTION 

Par  M.  P.  Sondât. 


Si  Ton  pose 


IX       V 


A  = 


10 1       10  2       t03 
tO  W|        IO2 

X  IX  V 


(  43 1  ) 

il  s'agit  de  démontrer  que  l'on  a 

(i)  3o2-f-i6A=o, 

avec  une  racine  double. 

Désignons   par  (Çi,  o^,  cps,  cp^   les   dérivées  successives  de  's>y 
divisées  respectivement  par  5,  20,  60,  120. 

Dans  les  fonctions  X,  jjl,  v,  tu,  wj,  coj,  103,  S  et  A,  remplaçons 

à,     h,     c,     d,     e,    / 
par 

«5        ?4,       ?3»       ^2'        ?1        ?5 

et  désignons  par  les  mêmes  lettres  accentuées  les  résultats  des 
substitutions. 

En  procédant  comme  au  théorème  démontré  dans  les  i\oii- 
velles  Annales,  1900,  page  25,  on  trouve,  quel  que  soit  x, 


(>,-  =  >,  j 


(O     =  to, 

Oj'j   =  tu^'    0)|, 


i    '  J   w.,  =  cox- — 2(o,.r  -h     '1)2, 

f   v'  =  X:r- — 2.aJ'-i-v, 


(•>)      .    }i  =  Kx  —  [a,  < 

\^  (.j'.j  =  to x3  -h  3  to  1 T-  -T-  3  (02 .r  —  (03, 
(3)  o'=ro,         A'=A. 

Or  si  l'équation  proposée  a  une  racine  double,  en  attribuant 
à  a?  la  valeur,  soit  p,  de  cette  racine  double,  annulant  cp  et  cpi, 
on  aura 

27A'  =  —       Cpi;(3cp.2(p4—  Cp2)2, 

et,  par  suite. 

3o'2^i(iA'z=  o, 

or,  d'après  (  3), 

3o2-^  iGA=  (.. 

Remarques.  —  I.  Si  p  était  une  racine  triple,  on  aurait, 
d'après  (ij,  pour  la  déterminer,  les  équations 


(',)     Ix- 

1-1  = 

=.0, 

\xx  —  V  =  0,          hix  —  i 

D'où 

P  = 

li.           V           lOi           a>2           ti>3 
X             li.             (O             Wi             to 

et,  par  suite,  0  serait  nul,  ainsi  que  le^  mineurs  de  A. 


(  4.^2  ) 

II.  Si  p  était  une    racine    quadruple,    les    équations  (4)   ne 
la  feraient  pas  connaître,  car  on  aurait 

A   =  O,  [JL  =  O,  V   =  O,  COi  =  0,  W3  =1  O, 

les  trois  premières  conditions  entraînant  les  quatre  autres. 


III.  On    sait  d'ailleurs  qu'une    racine  quintuple  est  donnée 


par 


d 


f 


a 


d 


1822. 

(1899,  p.  ?.',4) 

Etant  donnée  une  conique  G  de  foyers  F  et  F',  on  consi- 
dère une  parabole  de  foyer  F  dont  la  directrice  0  passe 
par  F'.  Soit  A  la  directrice  de  la  conique  C  correspondant 
au  foyer  F.  Démontrer  que  les  tangentes  communes  à  la 
conique  G  et  à  la  parabole  P  touchent  ces  courbes  aux 
points  où  elles  sont  rencontrées  par  les  droites  0  et  A, 

(iM.  d'Ocagne.) 

SOLLTION 
Par  M.  A.  Droz-Fauny. 

Les  deux  coniques  G  et  P  ayant  le  foyer  F  en  commun  sont 
tangentes  toutes  les  deux  aux  deux  droites  isotropes  du 
point  F.  Les  coniques  ont  donc  encore  deux  tangentes  com- 
munes. Soit  A  un  des  points  d'intersection  de  0  avec  G.  La 
tangente  en  A  à  la  conique  G  rencontre  la  directrice  A  en  D,  et 
l'on  sait  que  DF  est  perpendiculaire  sur  FA.  Or,  AD  étant 
bissectrice  extérieure  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  0  et  FA,  si 
de  D  on  abaisse  sur  0  la  perpendiculaire  DB,  il  en  résulte  que 
les  triangles  rectangles  AFD  et  ABD  sont  égaux,  d'où 

DF  =  DB,         angle  FDA  =  FDB, 

et,  par  conséquent,  D  est  un  point  de  la  parabole  P  et  a  pour 
tangente  en  ce  point  la  droite  AD, 

Autres  solutions  de  MM,  Audibert,  E.-N.  Barisien,  Durlimbert. 
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[K6b][P6f] 

SIR  m  SYSTÈHE  SPÉCIAL  DE  COORDONNÉES  TAN- 
GEMIELLES  ET  SIR  LA  TRANSFORMATION  PAR 
TANGENTES  ORTHOGONALES; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE. 


Coordonnées  "k,   [jl. 

1.  Ayant  écrit  l'équation  cartésienne  de  la  droite 
en  fonction  de  deux  paramètres  quelconques,  on  obtient 
une  équation  tangentielle  d'une  courbe  en  exprimant, 
au  moyen  de  ces  deux  paramètres,  la  condition  de  lan- 
gence  de  cette  courbe  avec  la  droite.  C'est  ainsi  que  la 
coiïdition  de  contact  de  la  droite 

(  I  )  ux  -i-  vy  -:-  i  —  o, 

avec  une  courbe  quelconque,  fournit  l'équation  pliické- 
rienne 

(•2)  o(m,  r)  —  o 

de  cette  courbe.  Si,  de  même,  nous  donnons  à  l'équa- 
tion de  la  droite  la  forme 

(3)  y  =  ix(x  —  X), 

|j.  étant  le  coefficient  angulaire,  X  l'abscisse  à  l'origine 
de  cette  droite,  nous  aurons,  par  la  condition  de  contact 
avec  une  courbe  donnée,  une  nouvelle  équation  tangen- 
tielle 

(4)  6(X,|x)  =  o. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  I,  (Octobre  1901.)  28 
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(le  cette  courbe.  Le  passage  du  système  pluckérien  à  ce 
second  système  se  fait  immédiatement  par  les  formules 

( .-)  )  Il  =  —    -  j  V  ~   ^ —  > 

^    ^  A  A[a. 

qui  montrent  qiie,  s'il  s'agit  de  la  courbe  de  la  classe  m 
la  plus  générale,  c'est-à-dire  si  ^(w,  v)  est  un  polynôme 
du  degré  m  en  u  et  p»,  l'équation  (4)  prend  la  forme 

(  6)        /ma)  [J-'"  +/;«-!  (X  )  -X— 1  -  .  .  .  -^/,  (  A  )  |a  -^/o  =  O, 

jOt  représentant,  d'une  manière  générale,  un  polynôme 
en  A  d'un  degré  au  plus  égal  à  h.  Ceci  montre  que,  si  l'on 
se  donne  une  équation  algébrique  quelconque  en  \  et  [jl, 
il  faut,  pour  déterminer  la  classe  de  la  courbe  corres- 
pondante, après  avoir  ordonné  l'équation  par  rapport 
à  a,  la  multiplier  par  une  puissance  de  [ji  telle  que 
chaque  terme  en  u.  soit  d'un  degré  au  moins  égal  à  celui 
du  polynôme  en  \  qui  le  multiplie,  l'exposant  de  la  plus 
liante  puissance  de  \k  faisant  alors  connaître  la  classe  de 
la  courbe  considérée. 

Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  si,  dans  l'équation 
d'une  courbe,  ^.P  se  met  en  facteur,  c'est  que  la  courbe 
est  p  fois  tangente  à  l'axe  Ox^  et  que,  si  l'équation  d'une 
courbe  de  la  classe  in  n'est  que  du  degré  m  — p  en  X, 
c'est  que  la  courbe  est  p  fois  tangente  à  la  droite  de 
l'infini. 

L'équation  du  premier  degré  en  jji  définira  le  point. 
Cette  équation  n'est  d'ailleurs  autre  que  (3)  que  l'on 
peut  écrire 

(3')  ^ÇK-x)+y  =  o. 

L'équation  en  X  et  [Jl  de  certaines  courbes  s'obtient 
immédiatement.  Soit,  par  exemple,  un  cercle  de  centre 
(a,  ô)  (ît  de  rayon  /•.  Si  l'équation  (3)  représente  une 
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de  ses  taiigeiiles,  la  distance  de  cette  droite  au  point  (a,  ^3) 
étant  égale  à  r,  on  a 


on 


I 


Quant  à  l'équation  générale  des  coniques,  courbes  de 
la  seconde  classe,  elle  s'écrira 

(  8  )  (  aoh-  -r-  a  il  -h  Ui)  'J.-  -h  (b  il  -^  b.,)  [x  -4-^2=0. 

Si  on  l'identifie  à  la  précédente  et  qu'entre  les  rela- 
tions obtenues  on  élimine  a,  ^  et  /',  ce  qui  n'offre  au- 
cune difficulté,  on  trouve  les  conditions  pour  que  cette 
équation  représente  un  cercle,  savoir  : 

(9)  nibi^ia(,b,,         a\  —  b\  =  \aQ{a.2— 0.^). 

2.  L'équation  (  3'),  jointe  à  l'équation  en  X  et  \l  d'une 
courbe  quelconque,  fait  connaître  les  X  et  a  des  tangentes 
menées  à  cette  courbe  par  le  point  (j';,  y). 

De  là  résulte  une  méthode  commode  pour  déter- 
miner le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une 
courbe  des  tangentes  entre  lesquelles  existe  certaine 
relation  angulaire.  Il  suffit,   dans  l'équation  (4)  de  la 

courbe,  de  remplacera  par-^-^ =^  et  d'exprimer  qu'entre 

les  racines  de  l'équation  en  |jl  obtenue  existe  la  relation 
demandée. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  le  lieu  du  sommet  d'un 
angle  droit  circonscrit  à  une  conique.  Le  résultat  de  la 
substitution  précédente  effectuée  dans  (8)  est 

!i a^x'^-r-  oix  H-  a-2)[x- 
—  {icioxy  —  bix  -\-  aiy  —  bi)\x 
-{-aoj^—  biy-\-C2=  o. 
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Si  l'on  exprime  que  le  produit  des  racines  a  de  cette 
équation  est  égal  à  —  i ,  on  a  l'équation  du  cercle 

Soit,  d'une  manière  générale, 

(il)    .       U;„fx"^-i-U,„_i[Jt'"-i-i-...-+-U,(Ji  + Uo=o, 

le  résultat  de  la  substitution  indiquée  dans  (6),  JJ^  re- 
présentant un  poljnome  au  plus  de  degré  k  en  x  et  j. 
Si  Ton  appelle  t  la  tangente  de  la  somme  des  angles 
que  les  ni  tangentes  déterminées  par  cette  équation  font 
avec  Ox,  on  a 

,        X  —   U„i_i -f-  U,„_3 U,„_5  —  ... 

(î2)  1=  — ^ — ittt— 

Donc  cette  équation  (la)  fait  connaître  le  lieu  des 
points  d'où  l'on  peut  mener  a  la  courbe  (6)  un  système 
de  tangentes  d'orientation  lixe,  suivant  la  terminologie 
de  Laguerre  ('  ). 

Les  foyers  étant  les  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la 
courbe  des  tangentes  isotropes,  on  voit  que  leurs  coor- 
données satisfont  à  l'équation  (ii)  où  l'on  fait  u.=ri. 
Ces  foyers  se  trouvent  donc  à  la  rencontre  des  courbes 

^••^)  TT  TI  ,     TT 

ce  qui  montre  que  les  courbes  du  faisceau  (12)  passent 
toutes  par  les  n^  foyers  de  la  courbe  considérée. 

Dans  le  cas  d'une  conique,  l'équation  (11)  prend  la 
forme  (10)  et  les  équations  (i3)  deviennent 


(')  Sui*  ceLte  imporianle  notion,  voir  dans  les  Noia^elles  Annales 
(3*  série,  t.  XII,  p.  87  et  129;  1898)  un  intéressant  Mémoire  de  jM.  G, 
llumbert. 
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de  ses  tangentes,  la  distance  de  cette  droite  au  point  (a,  (i) 
étant  égale  à  r,  on  a 

on 

(7)     (X-— •>-aX^  a-— r2)jjL2H-2  3(X  —  a)tJH-  p2_,-2^  o. 

Quant  à  l'équation  générale  des  coniques,  courbes  de 
la  seconde  classe,  elle  s'écrira 

(S)  (aol--T'  rtil  -h  a.2  )  ;jl2  -i-  (  Z>,  X  —  />>2  )  [J-  -H  f^2  =  <>• 

Si  on  l'identifie  à  la  précédente  et  qu'entre  les  rela- 
tions obtenues  on  élimine  a,  [3  et  /',  ce  qui  n'offre  au- 
cune difficulté,  on  trouve  les  conditions  })Our  que  cette 
équation  représente  un  cercle,  savoir  : 

(g)  aibi  =  ■j.a^^b.i,         a]  —  b]  =  'ia^ia^— Ci). 

2.  L'équation  (3'),  jointe  à  l'équation  en  X  et  [jl  d'une 
courbe  quelconque,  fait  connaître  les  X  et  a  des  tangentes 
menées  à  cette  courbe  par  le  point  [a:, y). 

De  là  résulte  une  méthode  commode  pour  déter- 
miner le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une 
courbe  des  tangentes  entre  lesquelles  existe  certaine 
relation  angulaire.  Il  suffit,  dans  l'équation  (4)  de  la 

courbe,  de  remplacer  \  pan- =^et  d'exprimer  qu'entre 

les  racines  de  l'équation  en  jji  obtenue  existe  la  relation 
demandée. 

Soit,  par  exemple,  à  trouver  le  lieu  du  sommet  d'un 
angle  droit  circonscrit  à  une  conique.  Le  résultat  de  la 
substitution  précédente  effectuée  dans  (8)  est 

I   ( aQX^-~  a-ix  -h  ai)ix- 
(lo)  <       —  {la^xy  —  b^x -^  a^y — 62  )(^ 
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raie  de  la  classe  m,  el  ordonnons-la  par  rapport  à  â  : 

Si  nous  considérons  les  \  des  m  tangentes  parallèles 
à  une  direction  définie  par  une  valeur  particulière  de  u, 
nous  avons 


aoix 


et,  par  suite, 


d^  CIq  |JL2 


Donc,  en  vertu  des  formules  (i5),  il  vient,  pour  les 
nt  points  de  contact  de  ces  tangentes  parallèles. 


(i6) 


y 


équations    qui    expriment    que    le    bai j  centre   de  ces 
m  points  de  cojiLact  est  fixe  (théorème  de  Chasles). 

Si    l'on   appelle  ô    l'angle  que   la  droite   ().,  \k)  fait 
avec  Ox  (  '  ),  de  telle  sorte  que 

(^  =  tange, 

on  a,  en  appelant  r  le  rayon  de  courbure  au  point  {x^  y), 

ds  dx 

'  ^  ï/6  ^  cos6  d^' 

Or,  la  diiférentiation  de  l'équation  précédente  donne 

^0 


d\ 


cos^Ô 


(')  Le  système  des  coordonnées  );  et  6  est  celui  qui  a  reçu  le  nom 
de  coordonnées  axiales  {Nouvelles  Annales,  3"  série,  t.  III,  p.  545: 
.88',). 
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Par  suite 


dx 

r  =. 


cos^O  d\L 
ou 

d  T"  ^ 

(.7)  '•=5il"-'''-)^ 

formule  qu'on  peut  transformer,  au  moyen  de  la  pre- 
mière formule  (i5),  en 

(17;  ,.=.(.___,^__j(,^a.).. 

La  formule  (i^)  montre  d'ailleurs  immédiatement,  en 
vertu  de  (16),  qu'entie  les  rayons  de  couibure  corres- 
pondant aux  points  de  contact  des  rjt  tangentes  parallèles 
envisagées  ci-dessus,  on  a  la  relation 

y  r  =  o, 


d'où  résulte  que  le  baiycentre  des  centres  de  couibure 
correspondant  aux  points  de  contact  des  ni,  tangentes 
parallèles  se  confond  auec  celui  de  ces  points  de  con- 
tact (tliéorème  de  Duhamel). 

Remarquons  enfin  que  les  formules  (i5)  conduisent 
à  une  facile  détermination  de  la  développée  d'une 
courbe  donnée  par  son  équation  (4)  en  X  et  p..  Si,  en 
effet,  on  appelle  )/  et  [jl'  les  coordonnées  de  la  normale 
au  point  (jc,  y),  on  a  évidemment 

(18)  l^l^'  -^  1    =    «5 

et 

OU,  en  tenant  compte  des  formules  (i5), 
'     '  dix 
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L'éliiiiinalion  de  A  vl  u,  entre  les  équations  (4),  (i8) 
et  (19)  donne  l'équation  de  la  développée.  On  en  trou- 
vera plus  loin  un  exemple. 

4.  Nous  avons  vu  que  l'équation  générale  des  eo- 
niques  en  coordonnées  \  et  tji  est  Féqualion  (8)  ci-dessus, 
et  que  les  foyers  de  cette  conique  sont  donnés  par  les 
équations  (i4)* 

Reinarc|uons  tout  d'abord  que  si  a^  =  o  l'équation  (8) 
ne  détermine  qu'une  tangente  à  distance  finie  pour  toute 
valeur  de  u.,  c'est-à-dire  que  la  conique  est  une  para- 
bole. D'ailleurs,  en  ce  cas,  les  équations  (i4)  ^^  donnent 
qu'un  foyer. 

Supposons  maintenant  la  conique  douée  de  centre. 
Le  coefficient  aQ,  différent  de  zéro,  peut  toujours  être 
supposé  positif.  En  nous  plaçant  dans  cette  hypothèse, 
cherchons  à  déterminei*  la  nature  de  la  conique  d'après 
son  équation  (8).  Pour  cela,  il  suffit  de  discuter  la  réa- 
lité des  valeurs  de  \  correspondant  aux  diverses  valeurs 
de  ui.  Cette  réalité  dépend  du  signe  de 

T=  (al  —  4'^-o<^2)h-^  -^-  2.{aibi—  iaob2)iJ.-{-  {b]  —  aciqCz), 

qui  lui-même  est  lié  à  la  réalité  de  ses  racines  en  ^.  Or, 
si  l'on  représente  par 

A  =  aobl—  a^bibi-i-  a^b^-^  blc2 —  4«o«2C2 

le  discriminant  de  la  forme  obtenue  en  rendant  homo- 
gène le  premier  membre  de  l'équation  (8)  où  [j.  et  Aj;. 
seraient  les  variables,  on  trouve  immédiatement 

(ai  61 — 2 «0^2)^ —  (0^1  —  4 «0^2)  (^1  —  ^aoCi)  =  ^ao^. 

Donc,  puisque  a^  est  supposé  positif,  suivant  que  A 
est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  zéro,  le  trinôme  en  T 
a  ses  racines  réelles  et  distinctes,  égales  ou  imaginaires. 
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Dans  le  premier  cas,  lorsque  u  est  compris  entre  les 
racines  [jl,  et  ao  de  T  =  o,  les  valeurs  de  ^  correspon- 
dantes sont  imaginaires.  La  conique  est  alors  une  hy- 
perbole dont  u,  et  [jlo  font  connaîtie  les  directions  asym- 
ptoliques.  Si  au  contraire  A  =  o,  les  racines  de  T  =  o 
sont  imaginaires;  ce  trinôme  est  constamment  positif  ou 
négatif  suivant  le  signe  de  a^  —  /^aQa^]  on  a  une  ellipse 
réelle  ou  imaginaiie.  Si  A  =  o,  le  polynôme  du  second 
degré  en  ).  et  ).;j(.  se  décompose  j  on  a  un  système  de  deux 
points.  Cette  discussion  peut  se  résumer  ainsi  : 

«0  =  0 jiarabole 

/   A  >  o. .  .  .      hyperbole 

a^.^  o  }  -^  =  o. .  .  .      deu\  points 

)  (  «2  _  ^^^2>  o...     réelle 

I   A  <  o. .  .  .     ellipse  <       '        ,  ... 

'        (  af  —  4«o<^2<  o- •  •     imaginaire 

La  conique  est  un  cercle  si  les  directions  asympto- 
liques  sont  isotropes,  c'est-à-dire  si  l'équation  T  =  o  se 
réduit  à  jjl^ -j-  i  =i=  o,  ce  qui  redonne  les  conditions  (9) 
déjà  obtenues  directement. 

On  aura  une  livperbole  équilatère  si  le  produit  des 
1  acines  de  T  =  o  est  égal  à  —  i ,  c'est-à-dire  si 

Le  centre,  qui  se  confond  pour  les  coniques  avec  le 
point  de  Cbasles,  a  pour  coordonnées,  d'après  (16), 

(20)  x=~ ,        y=- — } 

et  ce  point  coïncide  bien,  comme  on  l'a  annoncé  à  la  fin 
du  n"  2,  avec  le  centre  de  l'hyperbole  équilatère  définie 
par  l'une  ou  l'autre  des  équations  (i4)- 

Dans  le  cas  de  la  paiabole,  le  centre  est  rejeté  à  l'in- 
fini dans  la  direction  dont  le  coefficient  angulaire,  en 
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vertu  des  formules  (20),  est 


(•21) 


ix.= 

«1 


Il  est  facile  de  former  les  équations  des  coniques 
placées  dans  des  situations  spéciales  par  rapport  à  Ox 
et  Oy. 

Si  ces  axes  se  confondent  avec  ceux  de  la  conique  on  a, 
en  appelant  a  et  b  les  longueurs  des  demi-axes  suivant 
Ox  et  OjK, 

(22)  (X2_a2)  fJl2_è2:^0. 

Une  parabole  ayant  son  axe  perpendiculaire  à  Ox 
aura,  d'après  (21),  une  équation  de  la  forme 

(28)  «2  [JL--i-(6lX  +  62)  [JL  H-  C2  =  O. 

Si  une  parabole  a  son  axe  dirigé  suivant  Ox,  son 
équation  prend  la  forme 

(24)  (ail  -+-  a2)  \J.'^-\-  C2  =  o, 

ei  si  le  foyer  est,  en  outre,  en  O,  elle  devient 

(25)  {il -h  p)  [J.- -{- p  =  o , 

p  étant  le  paramètre  de  la  parabole. 

Comme  exemple  de  reclierclie  de  développée,  nous 
allons  prendre  cette  dernière  équation  réduite  de  la 
parabole. 

La  différentiation  de  cette  équation  donne 

Donc,  l'équation  (ig)  devient  ici 

—  (  2  X  +  />  )  (  ;jl2  -m)  -i-  à  —  X'  =  o, 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (23), 

X-f-X'=o. 
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Tirant  )/  de  celte  équation,  ^'  de  (i8)  et  portant 
dans  (25),  on  a,  en  supprimant  les  accents  de  )/  et  [Jl' 
après  la  substitution  faite 

(26)  pix- — 2X -f- jO  =  o, 

équation  de  la  parabole  semi-cubique  qui  constitue  la 
développée  cherchée  et  qui  a  un  point  de  rebroussement 

sur  Ox  au  point  X  =  —  (centre  de  courbure  au  sommet 
de  la  parabole). 

TllAJVSFORMATlOJV    PAU    TANGENTES    ORTHOGONALES. 

5.  Le  sysième  des  coordonnées  )^,  u.  se  prête  particu- 
lièrement bien  à  l'étude  de  la  transformation  par  tan- 
gentes orthogonales,  ainsi  définie  (')  : 

La  transformée  d'une  courbe  est  t^ enveloppe  des 
perpendiculaires  aux  tangentes  à  cette  courbe,  menées 
par  les  points  oii  ces  tangc/ites  rencontrent  un  axe  fixe. 

Pienant  cet  axe  comme  axe  Ox^  on  voit  qu'il  suffit, 
pour  avoir  la  transformée  d'une  courbe  donnée  par  son 
équation  en  coordonnées  ).  et  a,  de  changer  dans  cette 

I 
équation  u.  en • 

Le  fait  que   /  = :  montre  immédiatement  (jue   la 

transfonnation  conse/ve  les  foyers. 

De  même,  les  points  où  une  courbe  rencontre  Oxsous 
un  angle  non  nul  étant  donnés  par  la  condition  que  Féqua- 
tion  ait  une  racine  double  en  [ji,  on  voit  que  la  transfor- 
mation conserve  les  points  de  rencontre  sous  un  angle 
non  nul  avec  Ox. 

(')  Voir  noire  brochure  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  p.  89. 
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Si  X  et  x'  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  M 
et  M'  des  tangentes  correspondantes  TM  et  TiW,  on  a, 
d'après  la  première  formule  (lo), 


ic  -h  a?  = 
Mais,  de  la  relation 


liix 


I, 


on  tire 


D 


onc 


dix        dix' 

X  -\-  x'  =.  2  X , 


ce  qui  prouve  que  le  millea  de  MM'  se  trouve  sur  la 
perpendiculaire  élevée  en  T  à  Ox  {fig-  •),  ou,  ce  qui 


Fis:.  I. 


revient  au  même,  que  les  normales  en  M  et  en  M'  se 
coupent  en  un  point  I  de  cette  perpendiculaire. 

Ce  point  I  n'est  d'ailleurs  autre  que  le  centre  instan- 
tané de  l'angle  droit  MTM'. 

Si  le  point  M  est  à  l'infini  il  en  est  de  même  du 
point  M'.  Donc,  aux  asymptotes  qui  ne  sont  Jii  paral- 
lèles ni  perpendiculaires  à  Ox  correspondent  des 
asymptotes  pour  la  transformée. 
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DifTérenliant  la  dernière  équation  écrite  on  a 
dx       dx'  dl 

dïï~^  d¥  ^  ^rfê 

ou 

/•cos6  -h  r'cose'=  iT], 

ce  qui  montre  que  si  les  points  c  et  c'  sont  les  projec- 
tions sur  TI  des  centres  de  courbure  G  et  G',  le  milieu  Q 
de  ce'  est  le  symétrique  par  rapport  à  I  du  milieu  P 

On  voit  encore  ici  que  si  le  point  c  est  rejeté  à  l'infini 
il  en  est  de  même  de  c' .  Donc,  à  une  tangente  d^ inflexion 
non  parallèle  ni  perpendiculaire  à  Ox  correspond  une 
tangente  d^ inflexion  pour  la  transformée, 

La  dernière  propriété  obtenue  conduit  immédiatement 
à  la  suivante  :  le  cercle  circonscrit  au  triangle  GIG' 
coupe  TJ  au  point  S  sjjnétrique  de  T  par  rapport  à  I. 

On  peut  donc  dire  que  le  point  M'  est  diamétra- 
lement opposé  à  M  dans  le  cercle  circonscrit  à  MTI,  et 
le  centre  de  courbure  ÇJ  diamétralement  opposé  au 
centre  de  courbure  C  dans  le  cercle  circonscrit  à  CJS  ('). 

6.  La  conique  générale  représentée  par  l'équation  (8) 
aura  pour  transformée  la  courbe  de  quatrième  classe 

Cj  |Jl-  —  (  ^1  À  -+-  62  )  [JL  -4-  «0  ^^  -^  «1  ^  -1-^2  =  0, 

qui  est  bitangente  à  la  fois  à  l'axe  Ox  et  à  la  droite  de 
l'infini.  Elle  n'est   que   de  la  troisième  classe  lorsque 


C)  M.  E.  Cesàro  a  remarqué  {Nouvelles  Annales,  3*  série,  t.  IV, 
p.  260;  i885),  à  la  suite  de  la  publication  de  la  brochure  où  nous 
avions  donné  ces  théorèmes  pour  la  première  fois,  que  si  la  trans- 
formée est  définie  non  plus  par  un  angle  droit,  mais  par  un  angle 
constant  quelconque  entre  les  tangentes  correspondantes,  le  point  M' 
et  le  centre  de  courbure  C  restent  situés  respectivement  sur  les 
cercles  MTI  et  CIS. 
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<7.,)=  o,  c'est-à-dire  lorsque  la  conique  donnée  est  une 
parabole,  el  se  réduit  à  une  conique  lorsqu'on  a  soit 


soit 


«0=  o, 


«n  =  O, 


«1 


Dans  le  premier  cas  [é(iuation  (23)],  .on  a  une  para- 
bole dont  Taxe  est  perpendiculaire  h  Ox-^  dans  le  second 
une  parabole  tangente  à  Ox. 

Dans  les  deux  cas,  d'après  la  propiiété  générale  de  la 
transformation  remarquée  ci-dessus,  les  deux  paraboles 
transfoiniées  l'une  de  l'autre  ont  même  foyer.  En  outre, 
dans  le  premier  cas,  puisque  ces  paraboles  coupent  Ox 
sous  un  angle  non  nul,  elles  le  coupent  aux  mêmes 
poinis.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés 
sont  tangents  respectivement  à  deux  paraboles  de 
même  axe  et  de  même  foyer  est  la  corde  commune  à 
ces  paraboles  (  *  ). 

Dans  le  second  cas,  puisque  le  pied  H  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  foyer  commun  F  sur  la  tangente 
commune  Ox  appartient  à  chaque  tangente  au  sommet, 
ces  deux  tangentes  au  sommet  se  correspondent  dans  la 
transformation  et  sont,  par  suite,  orthogonales.  De  là  ce 
théorème  : 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés 
sont  tangents  respectivement  à  deux  paraboles  de 
même  foyer  et  d'axes  rectangulaires  est  la  tangente 
commune  à  ces  paraboles. 

Une  propriété  classique  de  la  parabole  montre  d'ail- 


(')  Nous  avons  donné  une  démonstration  purement  géométrique 
de  ce  théorème  dans  les  Nouvelles  Annales  {"y"  série,  t.  XIX,  p.  5(jj). 


i 
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leurs  que  le  point  de  contact  de  chacune  des  paraboles 
avec  Ox  est  symétrique  du  point  où  Ox  rencontre  l'axe 
de  la  parabole  par  rapport  à  la  projection  H  du  foyer 
commun  sur  Ox. 

On  aperçoit  une  généralisation  immédiate  du  dernier 
théorème  :  soit  une  courbe  de  classe  m,  tangente  une 
fois  à  Ox  et  m  —  i  fois  à  la  droite  de  l'infini.  Son  équa- 
tion s'écrit 

-h  (  h,n-i  X  H-  h„i  )  1^  -H  (  A-,n-i  X  +  /c„i  )  =  O, 

et  l'on  voit  que  sa  transformée  est  de  même  espèce. 

Donc  :  La  Iransforméf^  par  rapport  à  une  de  ses 
langcntes  t  d'une  courbe  de  classe  m,  tangente  m  —  i 
fois  à  la  droite  de  l'infini^  est  une  courbe  de  même 
espèce  tangejite  à  ?,  coupant  cette  droite  aux  mêmes 
points  que  la  première  et  possédant  les  mêmes  foyers . 

Si  m  est  impair,  les  /;/  —  i  points  de  contact  avec  la 
droite  de  Tinfini  peuvent  coïncider  par  moitié  avec  cha- 
cun des  points  cycliques  qui  complenl  alors  comme  des 
foyers.  En  particulier,  si  la  courbe  est  de  troisième 
classe,  et  est  bitangenle  à  la  droite  de  l'infini  aux  points 
cycliques,  c'est,  comme  on  sait,  une  hypocycloïde  à  trois 
points  de  rebroussement,  et  le  cas  particulier  qu'on 
obtient  ainsi  a  déjà  été  remarqué  par  Laguerre  [Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  t.  MI;  p.  112).  Il 
s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

La  transformée  par  tangentes  orthogonales  d'une 
hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement  par  rap- 
port à  une  de  ses  tangentes  t  est  une  autre  hypocy- 
cloïde à  trois  points  de  rebroussement  également  tan- 
gente à  t  et  coupant  en  outre  cette  droite  aux  deux 
mêmes  points  que  la  première. 
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7.  Considérons  maiiileiiant  la  développée  de  la  para- 
bole d'axe  Ox  ayant  son  foyer  en  O.  Cette  parabole  est 
définie  par  l'équation  (^5)  et  sa  développée  par  l'équa- 
tion (26).  Or,  la  transformée  de  celle-ci  est 

(—  2I  -h p) [J.'^ -h p  =  o, 

qui  ne  diffère  de  (  aS  )  que  par  le  changement  de  X  en  — \. 
Elle  définit  donc  la  symétrique  de  la  parabole  donnée 
par  rapport  au  point  O,  c'est-à-dire  par  rapport  à  son 
foyer.  Donc  : 

La  transformée  de  la  développée  d\ine  parabole 
par  rapport  à  son  axe  est  la  symétrique  de  cette  para- 
bole par  rapport  à  son  foyer  (  '  ). 

Si  M,  est  le  point  où  la  perpendiculaire  enN  à  la  nor- 
male MN  touche  son  enveloppe  {fi g.  2),  ce  point  est  le 

Fis:.   2. 
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symétrique  de  M  par  rapport  au  foyer  O.  Si  donc  la  per- 


(  '  )  Pour  démontrer  ce  théorème  par  la  Géométrie  élémentaire,  il 
suffit  de  remarquer  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  d'une 
parabole  coupent  l'axe  de  cette  courbe  en  des  points  symétriques  par 
rapport  au  foyer. 


(  il9  ) 
|)t3i)diciilaire  élevée  en  ee  point  à  JNM(  coupe  en    I  la 
perpendiculaire  élevée  euN  à  Ox,  le  centre  de  courbure 
répondant  à  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  I  sur  MN. 

Or,  le  triangle  OM,  N  étant  isoscèle,  on  voit  que 
les  angles  miM,0  et  INO  sont  égaux,  c'est-à-dire  que 
Miin  est  perpendiculaire  à  MM,,  d'où  ce  tbéorènie  clas- 
sique : 

La  projection  du  rayon  de  courbure  en  un  point 
d'une  parabole  sur  le  rayon  vecteur  de  ce  point  issu 
du  foyer  est  double  de  ce  rayon  vecteur. 

Le  centre  de  courbure  m,  répondant  au  point  M|  pour 
la  parabole  enveloppée  par  A  Al,  est  le  symétrique  /;z, 
de  jn  par  rapport  à  O,  qui  se  projette  sur  NT  au  point  ni\ 
svniélri(|ue  par  rapport  à  jN  de  la  projection  m'  de  7n  sur 
la  même  droite. 

D'après  le  tliéorème  démontré  au  n"  5  sui'  la  corres- 
pondance entre  les  centres  de  courbure,  si  le  centre  de 
courbure  ijl  de  la  développée  de  la  première  parabole  au 
point  îu  se  projette  sur  TN  en  v*.',  les  points  /;/,  et  jjl' 
sont  symétrifjues  par  rappoit  au  point  Q  lui-même  symé- 
trique du  milieu  P  de  V\  par  rapport  à  I.  On  déduit 
immédiatement  de  là  (pie 

/yi'a'=:  ni\  \x' —  ni\  ni 

=  2NQ  =  3NI  =  3(\M'i-f-M'iI)  =  3(M'N-i-Nm')  =  3M'm', 

et,  par  suite,  que 

m  a  =  3  D/», 

en  appelant  D  le  point  où  la  normale  à  la  développée 
rencontre  le  diamètre  MD  de  la  parabole.  On  retrouve 

Ann.  de  Matliémat.,  4'  série,  t.  I.  (  Orlobre  lyoï.j  29 
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ainsi,  d'une  façon  foi  l  simple,  le  théorème  suivant  dii 
à  Maclauiiii  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  développée 
d'une  parabole  est  triple  du  segment  de  la  normale 
à  cette  développée  compris  entre  son  pied  et  le  dia- 
mètre correspondant  de  la  parabole. 


[D5d] 
SUR  LES  SIBSTITIJTIO^S  A  l]l\E  VARIABLE  ET  LES  F01\CTI0\S 
QU'ELLES  LAISSENT  LWARIABLES; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


i .  Nous  avons  vu,  dans  une  Note  précédente  (  '  ),  que 
toutes  les  fonctions  complètes  (2)  uniformes,  c'est- 
à-dire  les  fonctions  uniformes  qui  n'ont  pas  de  points 
critiques,  ont  des  substitutions  qui  les  laissent  inva- 
riables et  que  certaines  fonctions  multiformes  ont  égale- 
ment des  substitutions  de  ce  genre.  Pour  abréger  le 
langage,  nous  avons  désigné  par  substitution  la  fonc- 
tion 5(.r)  elle-même  que  l'on  substitue  à  x,  et  par 
période  (^),  toute  quantité,  variable  ou  constante,  dé- 
terminée pai"  l'égalité 

p{x)  =  s(x)  —  X 

et  qui  est  (elle  que,  ajoutée  à  x,  la  fonction  demeure  inva- 
riable; cette  fonction  est  alors  appelée'  une  fonction 
périodique  (*). 


(')  Sur  les  notions  de   fonction  complète  et  de  fonction  pério- 
dique (^Nouvelles  Annales,  avril  1901,  p.  i^S). 

(^),  (^).  (M    Voir  la  Note  indiquée,  au   sujet  de  ces  expressions. 


f 
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iNous  nous  proposons,  dans  cvXic  iNoto,  d'éludior  les 
principales  propriétés  communes  à  tous  les  groupes  de 
substitutions  des  fonctions  périodiques.  Les  groupes 
que  nous  étudions  sont  composés  des  fonctions  si^x)., 
(jui  satisfont  par  hypothèse  à  une  équation  de  la  forme 

(0  ¥{s)=^¥{x), 

où  F(x)  est  la  fonction  périodique.  Cette  équation  sera 
donc  le  point  de  départ  de  notre  théorie.  F(a:)  étant 
une  fonction  complète  quelconque,  nous  devons  d'abord 
discuter  la  possibilité  de  déteiminer  des  fonctions  si^x) 
par  cette  équation  ;  il  est  nécessaire,  pour  cet  objet,  de 
distinguer  deux  cas  :  le  cas  des  fonctions  complètes  uni- 
formes et  le  cas  des  fonctions  complètes  multiformes. 
Toutefois,  on  peut  dès  maintenant  faire  cette  remarque 
générale  que  l'équation  (  i)  ne  change  j)as  lorsqu'on  y 
peiinut(;  s  et  a*  et,  par  conséquent,  que  si  un  groupe  con- 
tient une  substitution  >"f/(  j),  ce  groupe  contient  aussi  les 
substitutions  obtenues  par  inversion  de  Si[x)\  si  Si(x) 
est  l'inverse  d'unt;  fonction  uniforme  complète,  par 
exemple  est  une  substitution  linéaiie,  il  n'y  a  c[u'une 
substitution  inverse^  si  Si[x)  n'est  pas  dans  ce  cas,  la 
fonction  complète  o"(^r),  inverse  de  .V/(x),  a  plusieurs 
valeurs  ou,  si  Ton  veut,  se  déconq)ose  en  plusieurs  fonc- 
tions partielles  (*  ) 

"^i^li^)'        ^i,i(j^'),        ^/,3('^).         .-., 

qui,  toutes,  font  partie  du  gronpe,  puisque  la  fonction 
complète  <T(.r)  est  une  solution  de  (i):  mais  l'une  de  ces 
fonctions,  t/  yfx),  est  telle  que 

^ij[sii.T)]  =  x; 


(')    Voir  la  Note  indiquée,  au  sujft  de  cette  expression. 
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on  ne  peut  désigner  d'une  manière  particulière,  même 
dans  un  exemple,  celle  des  fonctions  partielles  (tij  qui 
satisfait  à  l'égalité  précédente  :  ainsi  en  supposant  que 

Si{x)  =  e^, 

la  fonction  complète  inverse,  Lx,  a  une  infinité  de 
valeurs,  c'est-à-dire  se  décompose  en  une  infinité  de 
fonctions  partielles  (en  dehors  du  point  multiple  zéro) 
qui  diffèrent  entre  elles  d'un  multiple  de  27: y/ —  i,  en 
sorte  que 

Le^  =  X  ■+-  im-K  y/ —  i         (m  =  o,  di  i,  ±  1,  .  . .), 
et  si  l'on  désigne  par 


'^i,i: 


'i,2> 


ces  difïërenles  fonctions  partielles  dont  l'ensemble  est  la 
fonction  complète  multiforme 

<Ji{x)  =  Lic, 

il  est  impossible  de  connaître  à   l'avance  celle  de  ces 
fonctions  qui  est  telle  que 

Mais,  dans  tous  les  cas,  il  y  en  existe  une  qui  satisfait 
à  cette  égalité  :  nous  1  appellerons  la  substitution 
ins^ej'se  de  37 (x). 

2.  Supposons  d'abord  que  la  fonction  F(x)  soit  une 
fonction  complète  uniforme.  Si  cette  fonction  est  une 
fonction  linéaire,  il  est  évident  que  l'équation  (i)  n'a  pas 
d'autre  solution  que  s-=^x.  Nous  avons  vu  (')  que,  dans 
tous  les  autres  cas  où  F(x)  est  une  fonction  complète 
uniforme,   il  existait  des  fonctions  ^^(x),  distinctes  en 


(')  Loc.  cil. 
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dehors  de  certains  points  appelés  points  multiples  qui 
laissaient  F(a:)  invariable-  nous  allons  démontrer  celte 
proposition  au  moyen  de  l'équation,  et  préciser  la  nature 
des  points  multiples  du  groupe. 

Toute  racine  multiple  s  de  l'équation  (i)  satisfait  à 
l'équation  obtenue  en  dérivant  (i)  par  rapport  à  s 

as 

On  aurait  donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  (i)  ait  une  racine  double  en  éliminant  s 
entre  (i)et(2);  la  condition  obtenue  serait  une  équa- 
tion déterminant  certaines  valeurs  de  F(x)  et  par  con- 
séquent de  X]  il  s'ensuit  que,  en  dehors  de  certains 
points  particuliers  x,  les  racines  s[x)  de  Inéquation  (i) 
sont  des  racines  simples  :  si  F(j!?)  est  une  fonction  ration- 
nelle de  degré  /z,  l'équation  (f)  a  n  racines  simples  .ç, 
sauf  en  certains  points  x,  où  quelques-unes  de  ces  racines 
deviennent  égales;  en  dehors  de  ces  points  x,  une  seule 
racine  s  est  égale  à  x,  et  par  consé(|uent  toute  fonction 
rationnelle  de  degré  n,  an  —  i  substitutions,  et  par 
suite  n  —  i  périodes,  sauf  en  certains  points  x,  où 
([uelcjues-unes  au  moins  de  ces  substitutions  deviennent 
égales  entre  elles,  ou  identiques  à  x. 

De  même  toute  fonction  complète  uniforme  transcen- 
dante a  une  injiiiité  de  substitutions  (/ui  la  laissent 
invariable,  et  [)ar  suite  une  infinité  de  périodes^  toutes 
CCS  substitutions  sont  distinctes,  sauf  en  certains  points 
particuliers  x,  où  (juehpics-unes  au  moins  deviennent 
égaies  entre  elles,  ou  identiques  à  x. 

Désignant  par  a  lun  de  ces  points  x  particuliers, 
c'est-à-dire  l'un  des  points  multiples  du  groupe,  nous 

avons 

d¥[si{y.)]  ^^^ 
dsi{y.)  ' 
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OÙ  Si  est  l'une  des  substitutions  qui  s'égalent  en  ce 
point  a.  Ce  qui  piécède  montre  que,  x  étant  racine  de 
Téqnation  (i),  il  y  a  deux  cas  à  considéi'cr  : 

i"   Si{oL)^  y.  ^  alors 

el  l'équation  (i)  a  une  racine  au  moins  double  (|ui   est 

X  =  OL  =  Si(oL)-^ 

•2"  .ç/(a)=  p^  a;  alors 

dFi[i) 


d^ 


=  o. 


et  l'équation  (i)  a  une  lacine  au  moins  double  (jui  est 

'fi  =  Si{y.)=Sj(cL). 

Or,  si  o-/(x)  est  la  substitution  inverse  de  Si(x),  on  a 

Donc,  /ont  point  imilllple  a  esL  un  certain  zéio  de  la 
dérivée  de  la  fonction  périodique,  ou  un  transforme 
de  ce  zéro  par  des  substitutions  qui  y  des^iennent 
égales  (car  les  o-/  s'égalent  en  même  temps  que  les  si). 
Tous  les  zéros  de  la  dérivée  ne  sont  pas  des  points  mul- 
tiples; on  peut  le  voir  de  deux  manières  : 

Supposons  construite  la  courbe  JK  =  F(:i:)  eu  coor- 
données rectangulaires  x  eljv',  dans  l'hypothèse  où  aux 
valeurs  réelles  de  x  correspond  une  suite  proprement 
continue  de  valeurs  réelles  de  j  ,  et  coupons  cette  courbe 
par  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  :  si  x  est  l'abscisse 
de  l'un  quelconcjue  des  points  d'intersection,  les  abscisses 
des  autres  j)oints  sont  données  par  les  substitutions  du 


erouoe 


si{x),     St{x), 


Si{x), 


Si  la  parallèle  varie,  x  varie  ainsi   (jue  les   substitu- 
tions; lorscpiela  [)aiallèle  devient  tangente  en  un  point 
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ordinaire  de  la  courbe,  deux  des  points  d'intersection 
viennent  se  confondre,  et  si  (x,  jk)  est  l'un  de  ces  deux 
points,  l'aulre  est  [-^/(j^),  y]i  en  sorte  qu'au  point  de 
contact  d'abscisse  a,  qui  est  un  maximum  on  un  mini- 
mum de  y  ou,  si  l'on  veut,  un  sommet  de  la  courbe,  on  a 

a  =  Si{(x) 

et 

dy        dF(cc) 


dcc  doL 


=  o. 


[abscisse  d\ui  sommet  de  la  courbe  est  donc  un  point 
multiple  du  groupe. 

En  tous  les  points  où  la  dérivée  de  F(x)  est  nulle,  la 
tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  mais  tous  ces 
points  ne  sont  pas  des  sommets  oii  deux  points  (x,  y), 
[^/(x),  jk]  viennent  se  confondre  :  les  points  d'inflexion 
à  tangente  horizontale  font  exception,  et  ces  points,  où 
cependant  F'(x)  est  nulle,  ne  fournissent  pas  de  point 
multiple  du  groupe. 

Supposons  maintenant  (|ue  les  deux  points  d'intersec- 
lion  qui  viennent  se  confondre  en  un  sommet  aient 
pour  abscisses 

on  aura,  au  sommet  considéré,  d'abscisse  3, 

dF(^)       ^ 


5,(a)  =  Sj{a)=:  ^, 


d'i 


(^uant  au  poiiit  d'abscisse  a,  c'est  un  point  de  la 
courbe,  sur  la  parallèle,  où  la  tangente  peut  être  quel- 
concjue,  et,  par  conséquent,  en  général, 


dF(oL) 
doc 


En   résumé,   tous   les  points  d'intersection    auec    la 
courbe,  d'une  tangente  en  un  sommet  de  la  courbe. 


(  r^(^  ) 

fournissent  des  points  multiples  du  groupe  :  le  sommet 
considéré  fournit  un  point  multiple  où  V  équation  {\)  (i 
pour  racines  au  moins  deux  substitutions  identiques  à 
la  variable;  les  autres  points  sont  les  transformés  de 
celui-là  par  les  substitutions  du  groupe. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  n'avons  considéré  dans 
ce  qui  précède  que  des  valeuis  réelles  de  x  et  de  j^î  uiais 
il  est  évident  que  le  raisonnement  et  les  conclusions 
restent  les  mêmes  dans  le  cas  des  variables  imaginaires 
en  employant  les  mêmes  expressions  de  sommets,  de 
maxima  ou  de  minima  dans  le  sens  habituel  pour  le  cas 
des  imaginaires. 

Par  l'analyse,  on  voit  également  quelle  est  la  nature 
des  points  multiples  :  l'équation  (i)  donne 

dsi  dx 

et  par  conséquent,  pour  un  poiut  multiple  a:, 

dY {x^  dx 
dx       dsi 

d'où  l'on  conclut  deux  sortes  de  points  multiples  : 
i"  Les  points  a  tels  que 

r/F(a)  dsi    ^ 

dy,  dx 

c'est-à-dire  les  zéios  de  la  dérivée  de  F,  qui  sont  tels 
qu'il  existe  au  moins  une  substitution  Si{x)  du  groupe 
dont  la  dérivée  ne  soit  pas  nulle  en  ces  points,  et  alors 
ces  substitutions  Si(x)  deviennent  identiques  à  x  en  ces 
points;  l'étude  précédente  fait  voir  que  les  zéros  de  la 
dérivée,  qui  ne  sont  pas  des  points  multiples,  sont  (l(^s 
indexions  :  on  voit  qu'en  ces  points  toutes  les  substi- 
tutions du  groupe  ont  leurs  déris'ées  premières  nulles, 
car,  si  l'une  d'elb^s  .v/(.r)  n'avait  pas  sa  dérivée  nulle,  le 


I 
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point   sérail    mi    sommet    et    Fou    aurait   eu    ce    point 

Si  \^JL  j  —  X  j 

1'^  Les  points  a  tels  que  l'on  ait,  pour  quelques  sub- 
stitutions Si  du  groupe, 

dsi{y.)  I 

doL 

Ces  points  sont,  d'après  l'étude  précédente,  les  trans- 
formés de  ceux  de  la  première  catégorie  par  des  substi- 
tutions du  groupe. 

Exceptionnellement,  il  pourra  exister  des  points  mul- 
tiples où  Tun  des  deux  facteurs  de  l'équation  (3)  étant 
nul,  l'autre  seia  infini  pour  quelques  substitutions  du 
groupe,  et  où  cependant  le  produit  aura  une  limite  nulle; 
mais  ces  ])oints  seront  des  points  multiples  sirii^uliers. 
JNous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  discussion 
des  points  multiples,  mais  on  peut  remarcjuer  combien 
celle  étude  des  substitutions  et  de  leurs  points  multiples 
serait  susceptible  d'éclairer  les  propriétés  des  ibnctions. 

3.  L'étude  [)récédente  montre  (pie  l'équation  (i),  où 
F(x)  est  une  fonction  complète  uniforme,  est  toujours 
possible,  c'est-à-dire  que  toute  fonction  complète  uni- 
forme,  autre  cfu  une  fonction  linéaire^  admet  des  sub- 
stitutions ijui  la  laissent  invariable  (  '  ). 


(*)  L'étude  des  substitutions  des  fonctions  rationnelles,  en  parti- 
culier des  polynômes,  peut  fournir  aux  élèves  des  Lycées  d'excellents 
exercices,  tels  que  :  discussion  de  la  réalité  des  substitutions,  des 
points  multiples,  étude  de  la  courbe  jk  =  ^' i.^)  au  moyen  des  sub- 
stitutions, expression  des  substitutions  dans  les  cas  où  V{x)  est  de 
degré  2,  3,  \  ou  5.  L'équation 

F(^)-F(x)  ^^ 
s  —  X 

f'st  de  degré  \  lorsque  V ix)  est  de  degré  h. 
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Considérons  main  tenant  nne  i'oiiction  complète  mul- 
tiforme F(^)  ;  cette  fonction  complète  a  plusieurs  valeurs 
(]ue  nous  avons  appelées  les  fonctions  partielles  (*) 
nnifornies  dont  l'ensemble  forme  la  fonction  complète 
F(.r);  ces  fonctions  partielles,  que  nous  désignerons 
par 

/l(-^),       /2(^),       f-iix),        ...,       //(^),         ..., 

s(;  permutent  entre  elles  lorsque  x  décrit  un  conlour 
iermé  autour  d'un  de  leurs  points  critiques,  de  sorte  que 
leur  ensemble,  qui  est  la  fonction  complète  F(x),  reprend 
la  môme  détermination  (-)  ;  d'ailleurs,  lorsque  x  est  en 
un  de  ces  points  critiques,  plusieurs  des  fonctions  par- 
tielles y  s'égalent  (^). 

Supposons  qu'il  existe  une  substitution  s[x)  telle  que 
l'ensemble  des  valeurs  de  F(x)  demeure  invariable  pour 
cette  substitution.  Deux  cas  sont  à  considérer:  ou  bien 


(4) 


OU  bien 


(5) 


fM=f,n{or), 


où  les   lonctions  fpi{x)  ne  sont   autres   que   les   fonc- 


(  '  )  Loc.  cit. 

(-),  (^)  Pour  celte  raison,  nous  avons  appelé  points  multiples  de 
la  fonction  complète  F(a7),  les  points  critiques  des  fonctions  par- 
tielle?/-(x)  {loc.  cit.). 
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liuus  fiioc)  placées  dans  ini  autre  ordre  que  précédem- 
ment. 

Dans  le  premier  cas,  les  fonctions  partielles  demeurent 
elles-mêmes  invariables  pour  la  substitution  donnée; 
elles  admettent  toutes  la  substitution  ^(x)^  elles  sont 
(dles-mémes  péiiodiques  et  ont  au  moins  une  substitu- 
tion commune. 

Dans  le  second  «as,  les  fonctions  partielles  ne  de- 
meurent pas  toutes  invariables  :  quclcjues-unes  au  moins 
sont  permutées  par  la  substitution  s[x). 

Dans  les  deux  cas,  on  peut  résumer  les  égalités  pré- 
cédentes dans  l'égalité 

F(5)=:F(X), 

qui  sera  le  symbole  de  l'ensemble  des  égalités  relatives 
à  l'un  ou  l'autre  cas,  comme  ^ {x)  est  le  symbole  de 
rcnsemble  des  fonctions  partielles y*(j^:). 

Dans  les  deux  cas,  la  fonclion  complète  Y (^x)^  qui 
reste  invariable  pour  la  substitution  considérée,  sera 
dite  fonclion  périodique  de  x. 

Contrairement  au  cas  des  fonctions  complètes  uni- 
ibrmes,  une  fonction  complète  multifoime  quelconque 
n'est  pas  généralement  périodique  5  il  est  évident,  en 
eft'et,  que  les  équations  (4)  ou  les  équations  (5)  ne 
peuvent  être  satisfaites  simultanément  par  la  même  sub- 
stitution s[x)  sans  que  les  fonctionsy^(x)  satisfassent  à 
certaines  conditions  spéciales.  Mais  certaines  fonctions 
complètes  mullifoiines  sont  périodiques;  nous  avons  vu, 
d'ailleurs  ('),  qu'on  pouvait  facilement  en  former  au 
moyen  d'une  ibnction  complète  uniforme  'f  (^)  et  d'une 
Ibnction  complète  multiforme  ^(x)  :  La  fonction  com- 


(  '  )  Loc.  cit. 


plète  niultiforiiie 
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F(x)  =  *î)[cp(:r)] 


atlinet  toutes  les  substitutions  de  cp(x)  et  satisfait  à  des 
équations  de  la  forme  (4). 

Considérons  donc  une  fonction  complète  multiforme 
périodique  F(x),  c'est-à-dire  telle  qu'il  existe  des  sub- 
stitutions Si(x)  satisfaisant  à  l'équation 


(t>) 


F(0-F(^), 


symbole  de  l'ensemble  (4)  ou  de  l'ensemble  (5).  Les 
laisonnements  que  nous  avons  faits  à  propos  des  racines  s 
de  cette  éc[uation,  lorsque  ¥{x)  est  uniforme,  peuvent 
être  intégialement  répétés  à  propos  des  équations  (4) 
ou  (5)^  nous  pouvons  donc  dire  : 

Toutes  les  racines  s  de  l'équation  (6)  sont  des  racines 
simples,  sauf  en  des  points  x  particuliers  qui  sont  les 
points  multiples  du  groupe.  Certains  de  ces  points 
rendent  plusieurs  racines  s  identiques  à  x.  Les  zéros 
des  fondions 

'Ml,   ^, 

dx        dx 

c'est-à-diie  les  zéros  de  la  fonction  complète 

d¥{x) 
dx 

sont  généralement  tous  des  points  multiples  de  celte 
catégorie. 

Mais,  ici,  on  j  doit  ajouter  les  points  critiques  des 
fonctions  partielles,  lorsque  les  s\ihsùi\xùo\^s  permutent 
les  fonctions  partielles  qui  deviennent  égales,  points  qui 
sont  aussi  des  points  multiples  où  plusieurs  racines  5 
deviennent  identiques  à  x. 

Les  autres  points  multiples  sont  les  transformés  de 
ces  deux  sortes  de  points  \  les  points  de  cette  seconde  caté- 
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goric  sont   Uils  qu'au   moins   doux  substitutions  y  sont 
égales,  mais  non  identi(|ues  à  x  ('). 

4.  Considérons  un  point  multiple  a  d'un  groupe  qui 
soit  tel  que  l'une  des  substitutions  .?/(.r)  du  groupe 
devienne,  en  ee  point,  identique  à  a  : 

Si{a)  =  a. 
La  période  qui  correspond  à  .s/(^)  est 

et  l'on  a,  au  point  a, 

Pi  (y.)  =  5/(a  )  —  a  =  o. 

Ceci  montre  que  tous  les  points  multiples  de  la  pre- 
mière catégorie  sont  les  zéros  des  périodes. 

Donnons  à  x  une  valeur  infiniment  voisine  de  a.  Dans 
riiypothèse  où  Si(x)  est  une  fonction  continue,  pi{x)^ 
(pii  est  alors  aussi  continue,  sera  infiniment  petite  et,  par 
conséquent,  sii^x)  sera  intiniment  voisin  de  a  et,  par  suite, 
de  x  :  ainsi,  dans  le  domaine  d'un  point  multiple  a  où 
viennent  se  confondre  des  substitutions  .v/(x),  Sj[x)^  ..., 
les  points  transformés  Si[x)^  sj(x)^  ...  sont  inliniment 
voisins  du  point  x  voisin  de  a.  Si  l'on  considère  un 
point  multiple  où  des  substitutions  deviennent  égales 
sans  être  identiques  à  x^  on  voit  de  même  que  ces  substi- 
tutions sont  infiniment  voisines,  pour  une  valeur  de  x 
inliniment  voisine  du  point  multiple  considéré. 


(')  Dans  le  cas  des  fonctions  complètes  uniformes  comme  dans  le 
cas  des  fonctions  périodiques  multiformes,  les  points  multiples  delà 
deuxième  catégorie  peuvent  ne  pas  exister  :  c'est  lorsque  tous  les 
transformés  des  points  de  la  première  catégorie  sont  eux-mêmes  de 
la  première  catégorie.  Les  fonctions  sina?,  sna?,  fournissent  des 
exemples  de  ce  ras.  Les  polynômes  fournissent  un  exemple  du  cas 
général. 
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Dans  tout  groupe  il  existe  au  moins  des  points  mul- 
tiples à  distance  finie  de  la  première  catégorie,  sauf  dans 
le  groupe  de  la  fonction  exponentielle,  qui  n'a  que  des 
périodes  constantes  et,  par  conséquent,  n'a  pas  de  point 
multiple  à  distance  finie;  donc,  tout  groupe,  sauf  ce  cas 
d'exception,  a  des  périodes  infinitésimales  dans  le  do- 
maine de  points  a  à  distance  finie.  C'est  ce  qui  nous  a 
permis,  dans  une  Note  précédente  ('),  où  nous  avions 
déjà  sans  calcul  démontré  ce  fait,  de  ne  pas  établir  de 
distinction  entie  les  diiïérents  groupes  discontinus  qui 
contiennent,  ou  non,  des  périodes  infinitésimales  dans 
le  domaine  de  certains  points;  mais  nous  avons  vu  que 
certaines  fonctions  périodiques  ont  des  groupes  qui  sont 
continus,  c'esl-à-dire  contiennent,  guel  que  soit  x^  des 
périodes  infinitésimales.  L'analyse  permet  de  préciser 
alors  la  nature  des  fonctions  qui  précèdent  de  tels 
groupes. 

Considérons  d'abord  une  fonction  complète  uniforme 
F(x),  et  soit  p{x)  une  de  ses  périodes.  p{x)  ne  peut, 
quel  que  soit  x,  être  infinitésimale,  car  on  a 

(7)     ¥[x-^p{x)]=p{x) — ^   ^/^  ^^       (iei<i). 

F[a:  -\-  pi^x)^  et,  par  suite,  F(x)  seraient  alors  infinité- 
simales quel  que  soit.r,  sauf  peut-être  dans  le  voisinage 
des  pôles  de  la  dérivée,  et  ceci  est  impossible.  Donc  le 
groupe  de  toute  fonction  complète  uniforme  est  un 
groupe  discontinu,  c'est-à-dire  que,  sauf  dans  le  domaine 
des  points  multiples,  aucune  période  n'est  infinitésimale. 
Considérons  maintenant  une  fonction  complète  mul- 
tiforme F(x)  qui  se  décompose,  en  dehors  de  ses  mul- 
lij)licités,    en    fonctions    paitielles  /i(.r),    fi^^'),    •••? 

(')  Lor.  cit. 
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et  supposons  que  celle  fonction  soÎL  périodique,  c'esl- 
à-dire,  soit  qu'il  existe  des  substitutions  qui  laissent  inva- 
riables les  fonctions  partielles /elles-mêmes,  soit  qu'il 
existe  des  substitutions  qui  permutent  entre  elles  ces 
fonctions  partielles  ou  cpii,  laissant  invariables  quelques- 
unes  des  fonctions  j)artielles,  permutent  les  autres.  Dans 
le  premiei-  cas,  les  substitutions  ne  peuvent  donner  lieu 
à  des  périodes  infinitésimales,  quel  que  soit  a;,  car  ce  que 
nous  avons  dit  sur  Téquation  (;;)  j)eut  être  répété  sur 
une  équation  de  la  forme 

et  alors  le  groupe  est  nécessaircujieiit  discontinu.  Dans 
le  second  cas,  il  est  nécessaire  de  faire  di/férentes  hypo- 
thèses sur  la  fonction  multiforme  F(x)  : 

i"  [.(i  fonction  ¥[x)  est  une  fonction  ponctale  (•), 
c'est-à-dire  que,  paimi  les  fonctions  partielles  f{x)  qui 
(omposent  la  fonction  complète  F (x),  il  n'en  est  pas 
d("ux  qui  diffèrent  infiniment  peu  quel  que  soit  x.  Alors 
les  é{|uations  (5)  de  la  forme 

fi[or^p(T)\=fi,i(x)         {pi9^-i) 

ne  peuvent  être  satisfaites  par  une  période  p{x)  qui 
seiait  infinitésimale  quel  que  soitx,  car  si  cela  était,  au 
moins  deux  fonctions  partielles  /,,  fpi  différeraient  infi- 
niment, peu  quel  (jue  soit  x. 

En  remarquant  qu'une  fonction  complète  uniforme 
est  aussi  une  fonction  ponctale,  nous  pouvons  donc  diie  : 

Toute  fonction  périodique  ponctale  a  pour  groupe 
(le  substitutions  un  groupe  discontinu. 


(')  Pour    plus  amples    détails   sur   ces   expressions,   voir   la   Note 
citée. 
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2°  La  fonction  ¥[x)  est  une  fonction  improprement 
linéale  ou  improprement  aréale  (  ^  ),  c'est-à-dire  que  les 
points  qui  représeiilent  les  fonctions  partielles  f  sont 
des  points  infiniment  voisins  les  uns  des  autres,  sur  une 
ligne  ou  dans  une  aire.  On  peut  alors  associer  deux  à 
deux  les  fonctions  f  de  manière  que  fi{x)  et  fpi{x) 
soient  infiniment  peu  différentes,  et  l'équation  précé- 
d*^ntene  présente  plus  aucune  impossibilité  pour  l'exis- 
tence de  péi'iodes  qui  soient  infinitésimales  quel  que 
soit  X. 

En  remarquant  (jue,  selon  que  la  fonction  est  im- 
proprement linéale  ou  improprement  aiéale,  le  groupe 
peut  être  sim])lement  continu  ou  doublement  continu, 
nous  pouvons  dire  : 

Tout  groupe  continu  ne  peut  appartenir  qu'à  une 
fonction  improprement  linéale  si  la  continuité  du 
groupe  est  simple,  ou  à  une  fonction  improprement 
aréale  si  la  continuité  du  groupe  est  double. 

Ce  qui  précède  permet  de  démontrer  encore  que  : 

i"  Toute  fonction  périodicpie  ponctale  F(x)  a  pour 
inveise  une  fonction  périodique  ponctale,  à  moins  que 
F(j;)  ne  soit  une  fonction  complète  uniforme,  auquel 
cas  l'inverse  n'est  pas  péi'iodique. 

2"  Toute  fonction  périodique  improprement  linéale 
a  pour  inverse  une  fonction  périodique  improprement 
linéale. 

3"  Toute  fonction  périodique  improprement  aréale 
a  pour  inverse  une  fonction  périodique  impropreme/it 
aréale. 

Mais  nous  n'insistons  pas  davantage,  et  nous  rappe- 
lons seulement,  en  terminant,  que  la  fonction  impro- 


(  '  )    Voir  la  iNotc  citée. 
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prtMiieiil  linéale 


a 


X 


où  m  est  incommensurable,  est,  comme  son  inverse,  une 
fonclion  périodique  dont  le  groupe  est  simplement  con- 
tinu, et  que,  le  groupe  de  substitutions  d'une  fonction 
abélienne  étant  continu,  cette  fonction  est,  comme  son 
inverse,  une  fonction  improprement  linéale  ou  aréale. 


[M'8e] 

CO\STHUCriO\  DES  CEMRES  DE  COIHBIKE 
UES  COURISES  DE  LAMÉ; 

Far  m.  AIviRin:  n'OCAGNK. 


Rappelons  que  le  lieu  des  points  de  r(;ncontre  des 
rayons  vecteurs  d'une  couibe  C  issus  de  G  et  des  paral- 
lèles aux  noinialcs  coriespondantes  issues  d'un  second 
pôle  (îxe  P  est  dite  V adjointe  des  directions  normales 
de  la  courbe  C  (').  Nous  avons  fait  voir  (jue  si  la  nor- 
male au  point  M  de;  la  courbe  C  cou|)e  au  point  IN  la 
droite  OP,  la  perpendiculaire  élevée  en  N  //  MN  et 
la  parallèle  menée  à  la  tangente  correspondante  de 
V adjointe  par  le  centie  de  courbure  ^  répondant  au 
point  .M  se  coupent  sur  le  rayon  vecteur  OM  (-). 


(')  Sur  la  notion  générale  d'adjointe  infinitésiinalc,  voir  la  Noie 
que  nous  avons  récemment  publiée  dans  les  Nouvelles  Annales 
(3«  série,  t.  \!X,  p.  219;  1900). 

(-')  Ce  théorème,  démontré  dans  un  Mémoire  de  V American 
Journal  0/  Mathemalics  (t.  XI,  p.  h-)  18S9),  est  reproduit  dans 
notre  Cours  de  Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie  infinitési- 
male, p.   285. 

Ann.  de  Matheniat.,   \'  série,  t.  I.  (Octobre  1901.)  ^O 
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Si  cloue,  laisaiil  coïiiciclcr  ic;  pôle  P  avec  le  point  i\ , 
on  peuL  obtenir  facilement  la  direction  de  la  tangente 
en  M  à  l'adjointe,  on  en  déduit  iinmédiatement  la  con- 
struction du  centre  de  courbnre  jj.  de  la  courbe  C.  Voici, 
comme  application  de  cette  remarque,  une  détermina- 
lion  bien  simple  des  centres  de  courbure  d'une  courbe 
de  Lamé,  dont  l'équation,  en  coordonnées  rectangu- 
laires, est 

(i)  A.r'"  -4-  Bj'"  =  I, 

A   et  B   avant   des  signes  quelcoiujues    et    7)i  étant   ini 
nondire  quelconque  entier  ou  fraction nair(;. 

Si  l'on  prend  comme  se(*ond  pôle  le  [)ied  ^  de  la  nor- 


male, on   voit  immédiatement,  en  posant  0\  =:  a,  que 
l'équation  de  l'adjointe  est 

.r  —  a  ^  A.r'"~J 
ou 


(•^•) 


A.r"'-i—  Bj'«-2(x  —  ol)  — 


Le  coeflicient  angulaiie  /  de  la  tangente  en  M  à  celte 
courbe  est  donm''  par 

"   J^m  —  ■?.)By'"-^(.r—  a) 
OU,  en  tenant  compte  de  (•>,), 

j'  (  m  —  "0  (  -^  —  a  )  —  a 
./•       (  ///  —  -i)  {x  —  a) 


(  v>-  ) 

Si  doiu  nous  appelons  c  le  coefficient  ani^iilaire 
de  OM  et  si  nous  [)()rl()ns  l'origine  en  N  de  l'acoii  à 
prendre  pour  nouvel  axe  des  j'  la  perpendiculaire  ]\  I 
à  O^ ,  nous  avons 

(  '-i  —  m)x'  -^  7. 


l  =  c 


(  À  —  m  )  x' 


et  il  est  bien  facile  de  voir  (jue  cette  égalité  (»\pritn(^ 
fpie,  si  la  parallèle  à  la  tangente  à  l'adjointe  menée  par  N 
coupi^  OM  en  L,  on  a 

(3)  IL  =  (•>.  — //OIM. 

Ajant  donc*  marqué  sui-  OM  le  point  L  défini  par 
cette  égalité  (3),  on  a  le.  cenlre  de  courbure  a  en  éle- 
K^nnL  à  MN  lit  perpenfUcufuii e  JNH  et  menant  par  H  la 
parallèle  H  ;jl  à   LN. 

Si  ///=[,  auquel  cas  on  a  une  droite,  K;  point  l^ 
venant  coïncidei-  avec  M,  Uî  point  a  est  bien  rejeté  à 
Tinlini,  ce  (pii  est  une  vérification. 

Si  m  =  9.,  aucpud  cas  on  a  une  conique  à  centre,  le 
point  L  se  confond  aNcc  le  point  T  et  la  dioile  lia  est 
perpendiculaii'C  à  0.r,  ce  (jui  redonne  la  constiuction 
bien  connue  due  à  M.  Mannlieini. 


KinMOGitiniii:. 


Klémkm's  ni:  M.vtuivmatiqlks  supkiukljkds  à  l'usage 
des  Pliysiciens,  Cliiuiistes  et  Ingénieurs  et  des  Elèves  des 
Facultés  des  Sciences  ;  par  iM.  f^ogt,  professeur  à  PUni- 
versilé  d(î  >ancv.  (.\onv  et  C"",  Paiis,  j()Oi.)  Prix  :  lo'''. 

(le  Livre  s'adiessc  principalement  aux  étudiants  qui  désirent, 
se  inellrc  le  plus  rapidement  possible  en  état  de  suivre  les 
coui-i    d'on^oi^'nemcnl    supérieur    théorique    ou   appliqué.   on\ 
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maîti'cvs  ré |)éu leurs  <)ljliji,és  de  conniiencer,  l(jin  (runc  Uni- 
versité, leur  préparation  à  la  licence,  aux  personnes  qui  se 
destinent  à  l'Industrie  ou  aux  Travaux  publics.  On  connaît 
bien  renseignement  précis,  substantiel  et  condensé  que  M.  Vogt 
donne  à  l'Université  de  Nancy  aux  étudiants  qui  désirent 
apprendre  les  Mathématiques  et  à  ceux  qui  se  destinent  aux 
sciences  appliquées;  j'ai  donc  seulement  à  donner  une  idée  des 
matières  réunies  dans  son  Livre  et,  autant  que  je  l'aurai  aperçu, 
de  l'esprit  dans  lequel  elles  ont  été  traitées. 

PREMiÈRE  Partie  :  Compléments  cV Algèbre.  —  Les  pre- 
miers Chapitres  contiennent  les  règles  de  calcul  qui  ne  sont 
pas  enseignées  ordinairement  dans  les  cours  élémentaires  : 
Résolution  des  équations  du  premier  degré  et,  à  cette  occasion, 
introduction  des  déterminants,  formule  du  binôme,  calcul  des 
radicaux,  définition  et  calcul  des  puissances  à  exposants  frac- 
tionnaires ou  négatifs. 

L'étude  des  séries  est  précédée  de  généralités  sur  les  limites 
et  en  particulier  du  principe  relatif  à  des  nombres  qui  vont  en 
croissant  et  restent  inférieurs  à  un  nombre  fixe.  Ce  principe 
permet  d'établir  simplenient  les  règles  usuelles  de  convergence 
des  séries;  le  calcul  approché  de  la  somme  d'une  série  est 
expliqué  avec  détails. 

Puis  vient  l'étude  de  la  fonction  exponentielle  et  de  son 
inverse,  la  fonction  logarithmique  :  il  y  a  lieu  de  s'arrêter  sur 
la  méthode  suivie  pour  introduire  ces  fonctions.  Dans  les  ques- 
tions d'Analyse  où  l'exponentielle  et  le  logarithme  jouent  le 
rôle  d'auxiliaires  permettant  de  ramener  l'étude  des  produits 
à  celle  des  sommes,  ce  qui  importe,  en  définitive,  c'est  qu'on 
ait  pu  définir  une  fonction  continue  9(^)  jouissant  de  la  j)ro- 
priété 

?(«^)'f(7)  =  t(-^+:)')- 

Or  on  obtient  une  fonction  ayant  ces  propriétés  si  l'on  pose 

,      ,  X  x-  X" 

cp  (  .r  )  —  1  -1 1 h ...  H h ...  ; 

'  I         i  .1  \  .1. .  .11 


la  série  du  second  membre  est  une  série  entiéie,  convergente 
pour  toute  valeur  de  ./■;  elle  met  en  é\idence  la  propriété 
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et  elle  permet  encore  de  montrer  aisément  que  les  fonctions 
sin.r  et  cos^  se  ramènent  à  la  fonction  o.(x).  D'ailleurs,  cette 
définition  de  la  fonction  o(x)  par  une  série  entière  se  rac- 
corde, à  l'aide  d'un  raisonnement  dû  à  Cauchy,  avec  la  défi- 
nition de  l'exponentielle  à  laquelle  on  était  parvenu  par  des 
généralisations  successives  de  la  notion  d'exposants  :  on 
montre,  en  ell'et,  que  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  x. 


X  x-  X' 


l  1  .  '2  I  .  2 .  .  .  /t 

en  posant 

T  I  I 

e  =  \^ 1 h .  .  .  -i 


I  I  .  '2  I  .  2 .  .  .  /l 


Il  y  a  de  grands  avantages,  on  le  voit  déjà  par  les  remarques 
précédentes,  à  rattacher,  comme  le  fait  M.  Vogt,  les  propriétés 
de  l'exponentielle  et  du  logarithme  à  la  série 


X  X-  X' 


I         1.2  \  .1. . .n 

Deuxième  Partie  :  Principes  de  Gèoinêlric  analytique. — 
Cette  Partie  débute  par  des  notions  générales  relatives  à  la 
mesure  des  grandeurs,  à  l'homogénéité  des  formules  établies 
en  laissant  les  unités  arbitraires,  avec  des  exemples  empruntés 
à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique.  La  théorie 
aujourd'hui  classique  des  segments  et  des  projections  est 
e\|)osée  dans  un  Chapitre  séparé,  puis  viennent  la  définition 
des  coordorinées  et  une  première  idée  de  la  représentation  des 
lignes  et  des  surfaces  par  des  équations,  donnée  en  j)renant 
pour  exemples  les  lignes  et  les  surfaces  du  second  oidre. 

Troisième  Partie  :  Dérivées  et  dijj'érentielles.  —  Après  la 
recherche  des  dérivées  des  fonctions  usuelles  d'une  variable, 
la  formule  des  accroissements  finis  permet  d'aborder  l'étude 
de  la  variation  d'une  fonction,  puis  la  démonstration  des  for- 
mules de  Taylor  et  de  Mac-Laurin. 

Un  Chapitre  est  réservé  aux  fonctions  définies  par  des  séries 
entières  et  aux  développements  en  série  des  fonctions  sina:, 
cosar,  (i-\-x)"',  log(i-i-^),  arctanga";  un  autre  Chapitre  aux 
méthodes  d'interpolation. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  seulement  la  connaissance  des 
dérivées.  On   introduit   maintenant  la  notion  de  dilférentielle 


(  l?"  ) 

a>ec  son  interprétation  géométrique,  et  celle  des  diUerentielIes 
d'ordre  supérieur. 

Au  début  de  l'étude  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  on 
définit  la  diiïérentielle  totale  comme  la  partie  principale  de 
l'accroissement  d'une  fonction  5  des  variables  indépendantes  x 
et  j',  quand  les  accroissements  donnés  à  ces  variables  sont, 
tous  deux,  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  La  consi- 
dération de  la  différentielle  totale  permet  souvent  de  calculer 
à  la  fois  toutes  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  plu- 
sieurs variables.  Cette  méthode  est  employée  plusieurs  fois;  le 
lecteur  peut  d'ailleurs,  et  c'est  un  bon  exercice  pour  les  com- 
mençants, retrouver  successivement  l'expression  de  chacune 
des  dérivées. 

La  théoiie  du  changement  de  variables,  la  formule  de  Tay- 
lor  étendue  au  cas  des  fonctions  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes, et  la  détermination  des  maxima  et  des  minima  de 
ces  fonctions  terminent  cette  troisième  P*arlie. 

Quatrième  Partie  :  Tliéorle  des  équations.  —  L'intro- 
duction des  quantités  complexes  et  la  démonstration  de  la  for- 
mule de  INIoivre  permettent  d'obtenir  cos/»a"  et  •^'wmhx  en 
fonction  de  cos.r  et  de  sin^r,  la  résolution  de  l'équation  bi- 
nôme, les  formules  d'Euler  qui  ramènent  à  la  seule  exponen- 
tielle les  fonctions  sin^etcos^r,  et  comme  application  le  calcul 
de  ç,o'T>inx  et  de  %\Xiinx  en  fonction  des  sinus  et  des  cosinus  des 
multiples  de  x. 

Puis  viennent  les  relations  entre  les  racines  et  les  coeffi- 
cients d'une  équation  algébrique,  les  racines  multiples,  l'élinii- 
nation.  Un  Chapitre  est  consacré  à  la  résolution  de  l'équation 
du  troisième  degré;  un  autre,  qui  doit  être  signalé  particuliè- 
rement, se  rapporte  à  la  résolution  des  équations  numériques. 
On  pourra  voir,  en  lisant,  page  270,  l'exemple  enjprunté  à  la 
Théorie  de  la  chaînette,  a\ec  quel  soin  les  calculs  numériques 
sont  expliqués. 

Cinquième  Partie  :  Applications  géométriques.  —  Con- 
struction des  courbes  planes  en  coordonnées  rectilignes  et  en 
coordonnées  polaires  ;  lieux  géométriques,  enveloppes  dans  le 
plan  et  dans  l'espace,  centre  de  courbure  des  courbes  planes 
défini  comme  le  point  où  la  normale  touche  son  enveloppe. 
Pour  les  courbes  gauches,  plan  osculateur,  centre  de  courbure 
défini  de  suite  comme   le  i)oint  où   le  plan  osculateur  est  ren- 


(  17'   ) 

contré  par  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  normal  touche  son 
enveloppe. 

Si\!ÈMK  IVvRTiF':  :  Calcul  intégral.  —  Après  avoir  démontré 
le  théorème  relatif  à  la  substitution  des  infiniment  petits  dans 
la  recherche  de  la  limite  d'une  somme,  M.  Vogt  considère  la 
somme 

(^/<  ç/<  oci-^  i.n), 

et  en  montrant  que  celte  somnie  a  une  limite,  dans  des  con- 
ditions qui  sont  précisées,  il  établit  analytiquement  l'existence 
de  l'intégrale  <léfinie  par  une  méthode  qui  s'étendra  d'elle-même 
aux  intégrales  doubles  et  aux  intégrales  triples.  Il  donne  une 

représentation  géométrique  de  I  inlégiale  définie     /     J(x)dx 

^  <i 
et  il  montre  comment  on  peut  obtenir  sa  valeur  dès  que  l'on 
connaît  une  fonction  F(a:)  admettant  y(.r)  comme  dérivée. 

Dans  les  Chapitres  suivants  :  Procédés  d'intégration,  calcul 
des  coefficients  de  la  série  Irigonométrique  (pii  doit  représenter 
une  fonction  ilonnée;  calcul  approché  d'une  intégrale  définie, 
détermination  des  aires,  arcs  de  courbe,  volumes,  moments 
d'inertie  à  l'aide  d'intégrales  simples  ou  multiples. 

Les  intégrales  curvilignes  sont  ensuite  définies  avec  le  plus 
grand  soin,  ainsi  que  la  condition  pour  qu'une  intégrale  curvi- 
ligne ne  dépende  que  des  linulcs  du  chemin  (rintégralion. 

Je  dois  encore  signaler  le  Chapitre  consacré  aux  intégrales 
de  surface  et  à  leur  transformation  en  intégrales  de  volume  ou 
en  intégrales  curvilignes.  La  formule  d'Ostrogiadsky,  ramenant 
une  intégrale  de  surface  à  une  intégiale  de  volume,  montre  sous 
quelle  condition  une  intégrale  de  surface  relative  à  une  calotte 
limitée  par  un  contour  (C)  demeure  constante  quand  la  calotte 
se  déforme,  le  contour  (C)  restant  fixe;  la  formule  de  Stokes 
tlonne,  dans  ce  cas,  une  évaluation  de  l'intégrale  de  surface 
considérée  au  moven  d'une  intégrale  curviligne  relative  au 
contour  (C).  M.Vogt  démontre  la  formule  de  Stokes  en  géné- 
ralisant le  procédé  classique  qui  sert  à  établir  la  formule  ana- 
logue de  Géométrie  plane 


V  cl.i 


t.) 
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Il  indique  aussi  une  autre  conséquence  de  la  formule  d'Oslro- 
gradsky,  la  formule  de  Green,  fondamentale  dans  l'élude  des 
fonctions  de  trois  variables  qui  satisfont  à  la  condition 

Septième  Partie  :  Équations  différentielles. —  Généralités 
sur  les  équations  différentielles.  Intégration  dans  les  cas  les 
plus  simples. 

Etude  particulière  des  équations  linéaires  avec  une  indication 
sur  la  méthode  de  la  variation  des  constantes. 

Equations  différentielles  simultanées.  Équations  aux  dérivées 
partielles.  Intégration  de  l'équation  linéaire  du  premier  ordre, 
indication  relative  à  l'équation  des  cordes  vibrantes. 

Notes  d'Algèbre.  —  Complément  sur  l'étude  des  séries. 
Séries  absolument,  uniformément  convergentes. 

Elimination.  Théorème  de  Bezout  sur  le  nombre  des  points 
communs  à  deux  courbes  algébriques. 

Notes  de  Géométrie  analytique.  —  Etude  plus  détaillée 
des  coniques.  Dans  l'espace,  transformation  des  coordonnées 
et,  comme  application,  formules  fondamentales  de  la  Trigo- 
nométrie sphérique. 

Etude  des  surfaces  du  second  ordre  sur  les  équations  réduites. 

Axes  d'une  surface  du  second  ordre. 

Courbure  sur  une  surface.  Théorème  de  Meusnier. 

Indicatrice  de  Dupin.  Lignes  de  courbure. 

Exercices  sur  les  sept  Parties  du  Volume  et  sur  les  Notes 
de  Géométrie  analytique. 

On  voit  par  cet  exposé  rapide  et  où,  pour  abréger,  j'ai  dii 
passer  plus  d'un  paragraphe,  tout  ce  que  M.  Vogt  a  pu  réunir 
en  un  seul  Volume.  Ce  Livre  sera  pour  les  étudiants  un  guide 
sûr,  expérimenté,  les  conduisant  par  les  voies  les  plus  directes 
à  des  règles  précises  et  bien  préparées  pour  les  applications. 
Ceux  qui  en  auront  le  temps  pourront  revenir  aux  régions 
traversées  si  utilement,  et  achever  d'y  prendre  l'habitude  et  le 
goût  des  études  mathématiques.  E.  Lacolr, 

Professeur  à  1  rniTcrsilé  île  Niiiu  y. 
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(IS'JS,  p.  ?.ii.  ré>olue  1900,  p.  .''.77.) 

Par  un  point  m  d'une  conique  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  cette  courbe  aux  points  a,  6,  c.  Démontrer  que, 
quel  que  soit  ce  cercle,  la  droite  de  Simson  de  ni^  par  rap- 
port au  triangle  a,  b^  c,  passe  par  un  point  fixe. 

(Manniieim.) 

NOTE 

Par  M.  E.-N.  Barisien. 

La  très  élégante  solution  de  INI.  Droz-Farny  ne  donne  pas 
la  position  du  point  fixe  de  l'énoncé.  Ce  point  est  cependant 
facile  à  déterminer  par  l'intersection  de  deux  positions  parti- 
culières de  la  droite  de  Simson  : 

i"  Lorsque  le  cercle  est  tangent  en  ni  à  la  conique,  le  point  a 
se  confond  avec  ni,  et  la  droite  de  Simson  du  triangle  abc  est 
alors  la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur  bc  ou  la  droite  qui, 
passant  par  /n,  est  syniétrique  de  la  normale  en  m  par  rapport 
aux  axes  de  la  conique.  Soit  o  cette  droite. 

•i"  Soient  a',  b'  les  symétriques  de  ni  par  rapport  aux  axes 
de  la  conique,  et  c'  le  point  diamétralement  opposé  à  m.  Les 
quatre  points  m,  a\  b',  c'  sont  sur  un  cercle,  et  la  droite  de 
Simson  de  m.  par  rapport  au  triangle  rectangle  a'c'b',  est  la 
droite  a'b'.  Soit  o'  cette  droite.  Le  point  fixe  est  à  l'intersec- 
tion des  droites  o  et  o'. 

Si  la  conique  est  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  de  coor- 
données, et  si  o  désigne  l'angle  d'anomalie  excentrique  en  m, 
les  équations  des  droites  o  et  ô'  sont 

{  0 )  ax  s'ino  -h  by  coso  =  (a--f-  b- )  sincp  coscp, 

(o')  6,z' sin '-3 -f- r/j^  cos'^  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  d'intersection  k  de  ces  deux  droites 
sont  donc 


sin  o. 
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On    voit   que    lorsque    tu    se    déplace    sur   Tellipsc  donnée,   le 
point  (i)  parcourt  relli[)se 


,2 


Le  point  (i  )  est  analogue  au  point  de  Frégier  p  dont  les  coor- 
données sont 

Il  en  résulte  que  le  centre  O  de  l'ellipse  et  les  points  k  et  y> 
sont  en  ligne  droite,  avec  la  relation 


Om    =  O/?  +  OA-, 

qui   permet  de  construire  le  point  k  au   moyen   du   point  de 
Frégier  p. 

Si  la  conique  donnée  est  une  parabole  et  si  ni  est  le  symé- 
trique de  m  par  rapport  à  l'axe  de  la  parabole,  la  parallèle  à 
l'axe  menée  par  m'  rencontre  la  normale  en  m  au  point/?  de 
Frégier.  Le  point  fixe  k  s'obtient  en  prenant  le  symétrique 
de  p  par  rapport  à  m' .  Lorsque  le  point  m  parcourt  la  para- 
bole donnée,  le  point  k  décrit  une  parabole  égale  à  la  parabole 
donnée,  tout  comme  le  point/?. 


1803. 

(  1898,  p.  :i',o.') 

Une  conique  est  donnée.  On  prend  les  noi  maies  à  celle 
courbe  issues  de  l'un  de  ses  points.  Pour  chaque  normale, 
on  mène  de  son  pied  la  droite  qui  lui  est  symétrique  par 
rapport  aux  axes  de  la  conique.  Démontrer  cjue  les  quatre 
droites  ainsi  obtenues  passent  par  un  même  point. 

(iMannhkim.) 

SOrAITlON 
Par  IM.  DuPOUcQ. 


/ 


La  propriété  à  démontrer  est  un   cas   particulier  de  la  sui- 
vante :  5 

Ktaul   données  ([uatrc  nornndcs  conciniranles  éi  une  co- 


(  \f^  ) 

nique,  si,  par  leurs  pieds,  on  mène  les  droites  en  direction 
symétriques   de  ces  normales  par  rapport  aux  axes  de  la    ^ 
conique,  on  obtient  quatre  droites  concourantes. 

Soit,  en  effet,  a  le  pied  d'une  des  normales  considérées  :  la 
droite  à  mener  par  ce  point  est,  en  direction,  symétrique  par 
rapport  aux  bissectrices  des  axes  de  la  tangente  en  a:  (bail- 
leurs, les  quatre  pieds  a  sont  sur  une  même  hyperbole  d'Apol- 
lonius, passant  par  le  centre  de  la  conique  donnée  G,  el  par 
les  points  à  l'infini  de  ses  axes. 

Ceci  posé,  transformons  homograpliiquement  la  figure,  de 
sorte  que  les  points  à  l'infini  des  bissectrices  des  axes  aient 
pour  transformés  les  points  cycliques  :  les  transformés  a  des 
points  a  se  trouveront  visiblement  encore  sur  une  même  hy- 
perbole d'Apollonius  relative  à  la  conique  G',  transformée  de  G, 
et  les  transformées  des  quatre  droites  envisagées  seront  les 
normales  à  G'  aux  points  a.  De  la  concourance  de  ces  nor- 
males résulte  celle  des  droites  considérées.  On  voit  de  plus 
que  ces  dernières  se  coupent  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  qui 
passe  par  les  quatre  pieds  a. 

1808. 

I  I8î»j,  p.   iSf.j 

Soit  M  un  point  quelconque  de  l'une  des  asymptotes 
d'une  hyperbole  donnée,  de  foyers  V  et  V .  On  considère  la 
jtarabole  tangente  à  MF  en  F  et  à  MF'  en  F'.  Montrer  que 
le  foyer  de  cette  parabole  est  situé  sur  l'hyperbole  et  que 
le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  se  compose  de  deux  hy- 
perboles. (F.-N.  liviusiEN.) 

SOLL IION 
Par  M.  Dui'oiicQ. 

Soient  a,  i  et  j  trois  |)oinls  d'une  droite  et  o  le  point  com- 
munaux tangentes  menées  par  /  et  y  à  un  cercle  quelconque  (/?  ) 
langent  en  «  à  la  droite  ij \  selon  que  a  est  extérieur  ou  inté- 
rieur au  segment  ij\  on  voit  aisément  que  les  longueurs  cpt 
et  C5y',  d'une  part,  ai  et  aj.  d'autre  part,  ont  même  somme  ou 
n)ême  différence;  quand  le  rayon  du  cercle  (/?)  varie,  le  lieu 
du  point  C5  est  donc  la  conique  de  foyers  i  et  y  et  de  sommet  a. 

Soit    maintenant    b    un   [)oint  (niclconquc  de   la  droite  ij\  le 


(  'rfi  ) 

lieu  des  points  de  contact,  5,  des  tangentes  menées  de  ce  point 
aux  cercles  (/?)  est  évidemment  le  cercle  de  centre  b,  qui 
passe  par  a;  si  a  et  6  divisent  liarmoniquement  le  segment  ij\ 
on  voit  que  ce  cercle  {s)  est  le  cercle  osculateur  en  a  à  la 
conique  («p  ). 

Transformons  homographiquement  ces  résultats,  de  sorte 
que  i  et  j  aient  pour  transformés  les  points  cycliques,  et 
soient  F  et  F'  les  points  qui  correspondent  dans  la  nouvelle 
figure  aux  points  cycliques  de.  la  première;  aux  cercles  {p) 
correspondent  les  paraboles  (P),  qui  passent  par  F  et  F',  et 
touchent  la  droite  de  l'infini  au  même  point  A;  le  pôle  M  de 
la  droite  FF'  par  rapport  à  ces  paraboles  décrit  évidemment  la 
droite  qui  joint  le  point  A  au  milieu  O  de  FF'.  Quant  au 
point  cp,  il  a  pour  transformé  le  foyer  <î>  de  (P);  on  voit  donc 
ainsi  que  le  lieu  de  ce  point  est  la  conique  de  foyers  F  et  F' 
qui  admet  OA  pour  asymptote. 

Au  conjugué  harmonique,  b,  de  «,  par  rapport  au  segment  ij\ 
correspond  le  point  à  l'infini  de  la  direction  perpendiculaire  à 
celle  de  OA,  c'est-à-dire  à  celle  de  l'axe  de  (P);  le  point  s  a 
donc  pour  transformé  le  sommet  S  de  (P).  On  voit  ainsi  que 
le  lieu  de  ce  sommet  est  la  conique  qui  passe  par  les  foyers  F 
et  F',  et  qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  la  conique  (<i>) 
au  point  à  l'infini  de  la  direction  OA. 

Autres  solutions  de  MM.  Audibert,  Lkz  et  L.  Ripert. 


1812. 

(189.1,    p.   Kio.) 

Les  plans  osculateurs  à  une  cubique  gauche  en  trois 
de  ses  points  a,  b  et  c,  coupent  le  plan  abc  suivant  des 
di\)ites  concourantes.  (E.  Dlporcq.) 

SOLUTION 

Par   UN    ABONNÉ. 


Le  théorème  est  bien  connu  sous  la  forme  suivante  :  Si 
Von  considère  trois  points  d'une  cubique  gauche  et  les 
plans  osculateurs  en  ces  points,  le  point  commun  aux  trois 
plans  est  dans  le  plan  commun  aux  trois  plans.  On  en 
trouve  une  démonstration  dans  le  Traité  de  Géométrie  ana- 
lytique de  Salmon  ;  en  consi«lérant  quatre  points  de  la  cubique 


(  \:i  ) 

et  les  plans  osculateurs  en  ces  points,  on  a  tlen\  tétraèdres 
dont  chacun  est  inscrit  à  l'autre.  L'énoncé  donné  par  IM.  Du- 
porcq  résulte  du  théorème  suivant,  également  connu  :  Les 
tangentes  à  une  cubique  gauche  font  partie  d'un  com- 
plexe linéaire,  et  de  ce  fait  général  :  Si  les  tangentes  à  une 
courbe  gaucJie  font  partie  d'un  complexe  linéaire,  le  plan 
qui  contient  les  droites  du  complexe  issues  d'un  point  de 
la  courbe  est  le  plan  osculateur  en  ce  point,  ou  encore  :  les- 
droites  menées  par  un  point  de  la  courbe  dans  le  plan 
osculateur  en  ce  point  font  partie  du  complexe  linéaire. 
Kn  regardant  la  cubique  comme  l'osculée  du  plan 

À^r  —  3  l^-y  +  3  X  c  —  d'  =  o, 

de  sorte  que  le  ])oint  tl'osculalion  a  pour  coordonnées  i,  X, 
À-,  X',  on  obtient  d'ailleurs  directement  l'équation  du  co^m- 
plexe  des  droiles  menées  par  les  points  d'une  cubique  gauche 
dans  les  plans  osculateiirs  on  ces  mêmes  points;  car,  si 
{x\  y\  z  ,  w')  est  un  point  du  pian  osculateur  au  [)oint 
(i,  X,  X-,  X^),  les  coordonnées  p  et  a*  de  la  droite  qui  joint  ces 
deux  points  sont  p  —  \z' — X- r  ,  5— «r' —  \^x\  et  la  condition 

X^?'  —  3 X-'j' -H  3 X  x; '—  »•'  =  o 

(qui  exprime  que  le  point  est  dans  le  plan  osculateur)  donne 
3/>  —  5  =  0,  équation  d'un  complexe  linéaire  (cf.  Nouvelles 
Annales,  p.  ii>;  i8().>. ). 

Autre  réponse  de  M.  V.  Kktali,  qui  s'exprime  ainsi  : 

«  Le  théorème  énoncé  appartient  à  Chasies  {Aperçu  liist., 
iSole  XXXIII.  p.  4o3)  :  c'est  la  propriété  fondamentale  des 
cubiques  gauches,  et  on  la  trouve  démontrée,  dans  les  livres 
qui  traitent  de  ces  courbes,  soit  par  la  Géométrie  pure,  soit 
par  l'Analyse.   » 

Diverses  autres  réponses  dans  le  même  sens  de  INLM.  Hktali,  Lery, 
Droz-Fakny,  Anonyme. 

1818. 

(  18'.»9.  p.  i',s.  ) 

Le  lieu  des  barycentres  des  triangles  qui  sont  formés 
par  une  tangente  mobile  à  une  ellipse  avec  les  axes  de 
cette  courbe  est  une  kreu/.eurve.  (GARnoso-LAVXES.) 


(  47«  ) 


SOLUTION 
Par  INI.  V.    nFTALi. 


Si  A  et  B  sont  les  points  où  la  tangente  à  l'ellipse 


X' 


a^ 


b^ 


—  I  =  G 


au  point  ( x' y' )  coupe  les  axes,  nous  avons  é\idemment 


0A=  ^, 

X 


OB 


/>2 

y 


les  coordonnées  du  barycentre  G  du  triangle  OAB  sont  donc 
^  _    a-  _    /;2 

et  l'équation  du  lieu  cherché  est 

Autrement  :  Le  lieu  du  |)oint  iM  d'intersection  des  paral- 
lèles menées  aux  axes  par  les  points  A  et  B  est,  par  défini- 
tion, la  kreuzcurve  correspondante  à  lellipse  donnée;  mais 
3. GO  =  OM  ;  donc  le  lieu    de  G  est  la  Areiizcune  relative  à 

l'ellipse 

x'^         y- 

â^  +  -fti  =  "•     , 

Si,  au  lieu  d'une  ellipse,  on  considère  une  liy|)erbole,  le  lieu 
de  G  est  une  Ixolilenapitzencurve. 

Autres  solutions  <ic  MM.  II.  Ihiocvr.!»,  A.  1M{o/.-I\vi!NV.  (i.  I-'on- 
TKXK,  Lez,  etc. 

1819. 

I  isny,  p.  I.)'.) 

Soient  S  et  S' deux  coniques  se  coupant  en  (judtre points  A, 
B,  C.  D  : 

1"  Démontre]-  que  le  lieu  des  points  M  tels  que  le  fais- 
ceau i\l(ABCD)  soit  harmonique,  se  compose  de  trois  co- 
ni</ues  jxissant  p((r  A.  B,  G,  D.  Former  l' équation  de 
r ensemltle  de  ces   trois  ((^niques; 


(  i:i)  ) 

•.>."  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  invariants  S  et  S' 
f)Our  que,  parmi  les  trois  coniques  trouvées  se  trouve  la 
conique  S:  quelles  sont,  de  même,  les  relations  nécessaires 
pour  que  S  et  S'  soient  deux  des  trois  coniques;  quelle  est 
alors  l'équation  de  la  troisième?  (II.  ^0(iT.) 

SOLITJOX 
Vax  INf.  V.  Rktai.i. 

Si  h\  c  ,  d  sont  les  rayons  icspcclivenicnt  conjugués  hai- 
nioniques  tie  |  AB  |  par  ra|)|)ort  à  j  AG|  et  iAD|,  de  |AC|  par 
rapport  à  |AD|  et  |ABj,  de  jAD]  par  rapport  à  |AB|  et  |AG|, 
le  lieu  des  |)oints  iM  est  formé  évidemment  par  les  trois  co- 
niques du  faisceau  qui  touchent  au  |)oinL  A  respectivement 
les  droites  //,  c' ,  d'  (tiiéorème  connu;  voir,  |)ar  exemple, 
STKiNKR-SciiuiiTKR,  Wirh'sunfi^en,  p.  \}.\).  Le  faisceau  \{h' c' d') 
est  le  coxariant  cubiqui^  du  faisceau  A(BGI))  :  lorsqu'une  des 
c<)ni(|ues  S,  S' se  trouNc  parmi  les  trois  coniques  liainioniijucs, 
sa  tangente  au  point  A  tloit  être  un  des  trois  rayons  h\  c\  d' ; 
si  S  et  S'  sont  harmoniques  et  touchent  au  |)oint  A  respec- 
tivement les  droites  1/  et  c'.  la  tioisième  c<)ni(|ue  du  groupi^ 
est  tangente  en  A  au  ra\on  conjugue  liarnionifjuc  de  |  ADI  par 
rapport  à  b'  et  c'. 

désignons  par  li  le  discriminant  du  faisceau  5-i-À.ç';  |)ar  II 
le  covariant  hessien  de  U  ;  par  (^>  le  jacohien  <lu  système  U,  II; 
par  Al  et  1,  les  discriminants  res|)ectifs  de  S  et  S';  par  H,  et  69 
les  deux  inNariant*;  simultanés  du  s\stèiTïe  S,  S'  cA  |)Osons  pour 
al)réger 

•>7A,A:      -     9  A,  (-),(-)., -i-     A(-^]-   \.. 

()A,  A. H.    -   (lA.Hf      -1-  Bi  h)-,  —  M, 

()A,A.,H|        (iAiH^      -|-e•fB2  =  ^, 

•^.7  A^  A  ,      —  ()  A|  H,  «.  ~     ■>.(-)•;  -    1*. 
alors 

L  —   ;Ai  -  -  jH|À  -:-  )H/a---  îA/a-^ 

H  ^  •>(3A,H2  — en-r--.>.(  ()A,A.,^  eie.jÀ  —  ■>.(  îAsBi  — h^)^^, 
Q  .-  —  L À^  —  ■] ^\  À^     { \ À  -   V 

«t  les  racine»  À],  /..y,  A.^  de  l'équation  O  -—  o  donnent  les  trois 
c«)ni(jue>  harmonicjues  du  faisceau  :  l'criuaiion  de  l'ensendDle 
de  <•(•<  Ir'ui-  coniiiues  e<l  donc 

(  S  —  À  1  S'  )  (  S  -+-  À,  S'  )  I  S  H-  Xr,  S'  )  :^  o. 


(  48o  ) 

qui,  ayant  égard  aii\  relations  entre  les   racines  et  les  coeffi- 
cients de  O  =  o,  devient 

L.S3+3M.S2S'— 3N.S.S'2-f-P.S'3=o. 

Si  parmi  les  trois  coniques  harmoniques  se  trouve  S,  l'équa- 

lion   Q  =  o  doit  avoir  une   racine  nulle,  donc  P  =  o;  lorsque 

aussi  S    est  harmonique,  Q  =  o  doit  avoir  une  racine  infinie, 

donc  L  =  o  ;  si  ces  deux  conditions  sont  vérifiées  ensemble  nous 

avons  donc 

2A2ef  =  2Ai0|=  90,02— 27  Al  A., 

et  l'équation  de  la  troisième  conique  est 

M.S  +  NS'=o. 


1830. 

(  1899.  p.   532.) 

Soient  A  un  point  d'une  conique  dont  V un  des  foyers 
est  le  point  F,  T  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  au 
point  A  avec  Vaxe  focal  ;  au  point  A  sur  AF  et  au  point  T 
sur  AT,  on  élève  des  perpendiculaires  qui  se  coupent  au 
point  S.  La  droite  FS  rencontre  la  normale  en  A,  au 
centre  de  courbure  de  la  conique  en  ce  point. 

(G.  Servais.) 

SOLUTION 
Par  M.  INIaxniiei.m. 

Du  point  N,  où  la  normale  à  la  conique  en  A  rencontre  l'axe 
focal,  élevons  à  cette  normale  la  perpendiculaire  j\P.  Cette 
droite  coupe  au  point  P  le  rayon  vecteur  AF;  la  perpendicu- 
laire à  cette  droite,  élevée  du  point  P,  rencontre  la  normale 
en  A,  au  centre  de  courbure  a  de  la  conique  (*).  Le  point  F 
est  le  centre  de  similitude  des  quadrilatères  semblables  FTSA, 
FNaP;  la  droite  FS  passe  alors  par  le  centre  de  courbure  a, 
donc,  etc. 


('  )  Voir  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinémnfiqi/c. 
p.    'iS. 


(   18l   ) 

[02b] 
PROHLÈMES  SLR  LES  NORMALES  AUX  COURBES  PLANES; 

Par  iM.  Ed.  COLLIGNON. 


Courbes  dans  lesquelles  le  produit  JNJN' 
des  deux  normales  est  constant. 

Par  le  poinl  M  de  la  courbe  AB  que  l'on  cherche, 
menons  la  normale  MN  et  la  tangente  MS  {/ig-  i).  La 

Fig.  I. 


normale  coupe  les  axes  aux  points  Net  N'etla  taiii^eiitiî 
les  rencontre  aux  points  S  et  S'. 

Si  le  produit  MN  x  MN'  des  deux  normales  est  con- 
stant, il  (!n  sera  de  inêuie  du  produit  iMS  x  MS'  des 
deux  tangentes,  car  les  triangles  N'MS',  SMN,  icc- 
tangles  en  M  et  semblables,  donnent  l'égalité 

i\IS  xMS'=MN  X  MN'. 

L'équation  dilléientielle  des  courbes  demandées  est, 
eu  app(Maut  j)  le  raj)port  -j--> 


ysJ\-\-p''  X =0 


Ànn.  de   Mathcinat.,  \"  série,  t.  I.  (Novembre  1901.) 
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C  désignant  le  produit  constant,  qu'on  suppose  donné; 
l'équation  revient  ?  la  suivante  : 


(') 


xylp 


1 


La  constante  C  est  lioniogène  au  carré  d'une  lon- 
gueur «,  et  l'on  peut  la  représenter  par  a-  ou  par  —  cû, 
suivant  le  signe  qui  lui  est  attribué. 

L'équation  (i)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

y  dy        y  dx        C 
dx  dy  X  ' 

le  problème  revient  donc  à  trouver  une  courbe  où  la 
somme  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  soit 
inversement  proportionnelle  à  l'abscisse. 

Si  dans  l'équation  (i)  on  change  p  en tout  en 

P 

conservant  les  valeurs  de  x  et  y,  on  obtient  l'équation 
différentielle  des  trajectoires  orthogonales  des  couibes 
cherchées;  or  cette  substitution  revient  à  changer  le 
signe  de  C,  c'est-à-dire  à  remplacer  a-  par 
résulte  de  là  que  les  deux  équations 


a 


K  II 


xyip 


i^^i) 


=  a^ 


et 


xy   p 


a- 


représentent  deux  séries  de  courbes  qui  se  coupent  à 
angle  droit;  les  unes  sont  tangentes  aux  droites  MS, 
comme  nous  l'avons  supposé  d'abord;  les  autres  sont 
tangentes  aux  droites  iMN. 

On  voit  en  même  temps  que  les  deux  produits 
MN  X  MIN',  MS  X  IMS',  égaux  en  valeur  absolue, 
doivent  être  n^î^rardés   comme    de  sienes  contraires   au 
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point  de  vue  anal v tique.  Si  les  tangeules  IMS,  MS'  re- 
çoivent le  même  i>igne,  eomme  quantités  portées  dans 
le  même  sens  à  partir  du  point  M,  les  normales  MN, 
MiN',  portées  en  sens  opposés,  doivent  reeevoir  des  signes 
ditlérents,  ou  inversement. 

L'intégration  de  l'équation  donnée  peut  se  faire  en 
changeant  de  variables,  de  manièie  à  ramener  l'équation 
à  la  forme  linéaire.  Posons 

X  =  si  a  //:',         y  =  \Ja  s/ y\ 

x'  et  y  représentant  des   variables  nouvelles.    On    en 
déduit 

xy  =  a  s/x  y\ 

clx  —  \J  a  — — -  i  dy  =  y/a  — '——  , 

2  s/x'  'X  s/ y' 


et  1  eduahon  deviiMit 


•^\%% 


y/y''.dx' 

7?  ^</ 


=  a' 


ce  qui  se  réduit  à  la  forme  simple 

,  dy'  ,  dx 

^'  rfv  -*-^'  w  "  "• 

Posons    ,-  =  //;  il  viendra 

ds'  ' 

,   ,      y' 

p  X  -i-  '—,  —  a. 
P 

OU  bien 

x'  jj'-  —  cip'  -^y  =  o. 

Cette  équation  se  ramène  par  la  difTérentiation  à  la 
forme  linéaiie^  il  vient  en  effet,  en  observant  que  r/y' 
est  idenlicjue  à  j)'  (1x\ 

p-  dx'  —  'i.x'p'  dp  —  a  dp'  ^r-  p'  dx'  =^  o, 
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équation  qui  peut  s'écrire  comme  il  suit 


dx' 


dp'       JO'2  +  p' 


ip' 


a 


X  =■ 


-,  ) 


OU  encore 


a 


dx' 


dp'       p'-^i  p'^^-^p' 


X-  — 


Cherchons  d'abord  l'intégrale  de  l'équation  réduite  à 
son  premier  membre;  il  viendra,  en  séparant  les  va- 
riables, 


et  en  intégrant 


dx'         idp 

— r  -t-     ,  =  o, 

X  /?  -M 


x'{p'-^iy=C'. 


C^  désigne  la  constante  introduite  par  l'intégration  lors- 
qu'on réduit  à  zéro  le  second  membre  de  l'équation  diffé- 
rentielle.  En  prenant  G'  comme  une  variable  fonction 
dep',  on  pourra  la  déterminer  de  manière  à  satisfaire  à 
l'équation  où  le  second  membre  serait  rétabli.  Il  vient, 
en  faisant  les  substitutions  et  les  réductions, 


dC  =-  (P'^^)^'^P' 


=  ^y-^j^dp'- 


Donc 


G'=  G"+  ap'-\-al{p'), 


C"  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

On  aura,  pour  la  valeur  de  x'  en  fonction  de  //, 

,_  C"-\-ap'-^al{p') 

On  obtiendra  ensuite  j'  en  intégrant  la  fonction 

dy'  =^  p'  dx'  ^ 

où  x'  devra    être   remplacé  par  sa  valeur  en   fonction 
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de  p' .  Puis  x'  ai  y  serviront  à  déterminer  x  gI  y  par  les 
relations 

x=^'^\  j  =  /^      (1). 

La  solution  est  donc  ramenée  à  des  quadratures; 
mais  si  elle  suffit  pour  déterminer  par  le  calcul  autant 
de  points  que  l'on  voudra  des  courbes  cliercliées,  elle 
est  trop  compliquée  pour  qu'on  puisse  la  discuter  com- 
modément d'après  l'examen  des  équations  obtenues.  La 
discussion  est  beaucoup  plus  facile  sur  l'équation  diffé- 
rentielle donnée, 

Elle  suffit,  en  elfet,  pour  donner  une  idée  exacte  de  la 
forme  de  la  courbe,  sauf  à  employer  la  solution  rigou- 
reuse pour  la  construire,  s'il  en  est  besoin. 

Observons  d'abord  que  les  deux  axes  coordonnés  satis- 
font chacun  à  l'équation  (i).  Si  l'on  ])Ose  j:  =  o,  ce  qui 
donne  p  infini,  l'équation  peut  être  regardée  comme 
satisfaite  (juel  ([ue  soit  y.  De  même,  si  l'on  faitj)'^  ==  o, 

en  rendant  p  nul  et  -  infini,  x  peut  recevoir  une  valeur 

quelconque. 

Appelons  a  l'angle  MSX  de  la  tangente  avec  l'axe  Ox, 
égal  à  l'angle  MIN'O  que  fait  la  normale  avec  l'axe  Oy 


(')  Si   r<»n   avait  fait  usage  de  l'équation  xyip-] — j  =  —  a%     il 

aurait  suffi  de  changer  le  signe  de  a  dans  l'»';quation  qui  donne  x' y 
et  de  poser 

C" — ap' — al{p') 

(7/+ 1)2 

en  conservant  les  formules  de  transformation 

X  =  \la  x\       y  =  ^^ay' . 
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pris  dans  le  sens  négatif.  On  aura 


p  =  tanga,  —  =  cota, 

'  P 

et 

I  r 

OH =  tarifia  +  cota  =  -^ 

p  sina  cosa 


L'équalioo  (i)  prend  la  forme 

xy  =  G  sina  cosa  =  zt  «^  sina  cosa, 

en  mettant  en  évidence  le  signe  de  la  constante  G. 

Nous  admettrons  d'abord  que  la  constante  soit  posi- 
tive, et  nous  prendrons  les  équations 


xy\.p 


) 


a'^, 


xy 


a^  sin  a  cosa. 


Considérons  dans  le  plan  de  la  figure  le  lieu  des 
points  qui  donnent  à  la  dérivée  /;,  ou,  ce  qui  revient 
au  môme,  à  Tangle  a,  une  valeur  déterminée. 

Ce  lieu  est  l'hyperbole  équilatère  représentée  par  la 
dernière  équation  qu'on  vient  d'écrire,  dans  laquelle 
on  attribuera  à  l'angle  a  une  valeur  arbitraire  con- 
stante. 

En  faisant  varier  l'angle  a,  nous  obtiendrons  une 
série  d'hyperboles  ayant  toutes  pour  centre  le  point  O, 
et  pour  asymptotes  les  axes  coordonnés,  toutes  sem- 
blables entre  elles  et  le  long  desquelles  les  courbes 
cherchées  auront  pour  tangentes  des  droites  dont  le 
parallélisme  est  déiini. 

Nous  pouvons  nous  borner  à  chercher  ce  qui  se  passe 
dans  l'angle  yOx  formé  par  les  paities  positives  des 
axes;   l'angle  a   ne  doit  alors  lecevoir  que  des  valeurs 

comprises  entre  o  et  -• 
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Il  esl  facile  de  construire  ces  lijperboles.  Du  point  O 
comme  centre  avec  a  pour  rayon  (  //^.  2)  décrivons  mie 


Fia.  2, 


circonléreiice  et  menons  une  droite  OM  faisant  avec  O.r 
un  angle  MO J?  =  a,  choisi  aibitiairenient.  Abaissons 
les  perpendiculaires  IMl\  IVJR  sni-  les  axes;  nous  aurons 
pour  l'aire  du  rectangle  OIIMP  le  produit 

OP  X  OK  =  «  eus  a  X  a  si  11  a  =  a-  sin  a  cosa. 

Nous  obtiendrons  un  rectangle  égal  en  menant  le 
rayon  O.M'  sous  l'angle  a'=  -  —  a,  ce  cpii  revient  sim- 
plement à  permuter  les  sinus  et  cosinus  dans  l'éfjuation 
précédente. 


Les    aires     des   deux  rectangles   étant    les 


mêmes 


h  vperJjoie 


xy  =  a-  sin  a  cosa 


passe  par  les  points  M  et  M',  et  si  l'on  trace  cette  hyper- 
bole, on  saura  qu'en  chacun  de  S(;s  points  passent 
deux  courbes  satisfaisant  à  l'équation  (i),  et  dont  les  tan- 
gentes sont  respectivement  parallèles  aux  rayons  OM 
et  OM'. 

Considérons  en   particulier  celles  des   courbes  cher- 
chées   (jui    passent  au   point    IM'.    L'une    d'elles   a  une 
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laiigeiilc  parallèle  à  OM  ;  l'autre  a  pour  laiigeiile  la 
clioite  OM'  clle-nieino;  celle-ci  coupe  donc  Ja  ciicoiifé- 
rence  AB  à  angle  (Itoil.  II  en  est  de  même  au  point  M,  où 
l'une  des  deux  courbes,  passant  en  ce  point,  est  tangente 
au  rayon  MO. 

Il  en  lésnlte  cjue  le  cercle  AB,  repiés(3nté  par  l'équa- 
tion 


X' 


y 


a^ 


est  Tune;  des  li'ajecloires  ortliogouales  des  courbes  (i), 
et  par  conséquent  sou  écjuation  doit  salisfaiie  à  l'équa- 
tion (i)  quand  on  v  cliange  a-  en  —  d- .  On  a,  en  elïet, 


X  clx  -h  y  dy  =  o , 

X 

_!.  ___Z 

P              X 

et  par  suite 

^y{i'  +  'j) 

=  --y(j  + 

■2-)=- (a 
x) 

— ni 


■r')=-a 


Il  est  facile  de  vérifier  sur  la  figure  que  le  produit  des 
deux  tangentes  M'TetM'T'  menées  au  cercle,  en  un 
point  M',  est  égal  (mi  valeur  absolue  au  produit  des 
deux  normales  confondues  en  M'O,  c'est-à-dire  à  d-. 

Menons  la  bissectrice  OF  de  l'angle  des  axes;  l'Iiyper- 
bole  corres[)ondante  HH'  sera  tangente  en  F  à  la  circon- 
férence AB,  puisque  les  points  M  et  M'  se  confondenl 
alors  en  un  seul  au  milieu  du  quadrant  AB. 

li'bjperbole  Hli'  esl  la  limite  en  deliors  de  laquelle 
les  courbes  cherchées  ne  peuvent  s'étendre;  car  au  delà 
la  dérivée /7  devient  imaginaire.  Tout  le  long  de  l'hyper- 
bole limite  HH', 

xy  =  |a2, 


,     TT 


l'angle  a  est  égal  à  ->  /;  est  égal  h  l'unité,  et  les  deux 
tangentes  aux  deux   courbes  (pii  passent  généralement 
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par  un  mèiiie  point  sont  confondues  en  une  seule  :  ce 
c[ui  montre  qu'en  tous  les  points  de  HFF  les  courbes 
cherchées  ont  un  point  de  rebroussement. 

Ces  caractères  une  fois  constatés,  on  peut  reconnaître 
aisément  la  forme  de  la  courbe. 

D'un  point  quelconque  m  de  l'hyperbole  limite  HIF 
pai'tent  deux  branches  de  courbe,  tangentes  à  la  fois  à 
une  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes.  En  ce 
point  on  a  /;  =  i  ;  si  l'on  suit  la  brandie  pour  laquelle 
p  va  en  diminuant,  l'inclinaison  de  la  tangente  sur 
Taxe  Ox  diminuera  graduellement  de  />  =  i  au  point  m, 
h  f>  =  o  au  point  7i  où  la  courbe  rencontre  l'axe  Oy, 
la  rencontre  avec  cet  axe  a  lieu  à  angle  droit,  et  connue 
le  produit  des  normales  reste  constant  sur  tonte  la 
couibe,    on   reconnaît  que    le   rayon    de    courbure    au 

poinl  n  est  égal  à  Yr—>  pour  (pie  le  produit  soit  en  ce 

point  égal  à  a'-. 

L'autre   branche  m/i'  est  celle  pour  laquelle  p  va  en 

croissant,  de  la  valeur  /)  =  i    au  point  m,  à  une  valeur 

infinie  au  point  où  la  combe  coupe  Taxe  Ox.  La  len- 

contrese  fait  encore  à  angle  droit,  et  le  layon  de  cour- 
ra 
bure  au  point  n'  est  égal  à  t^j— ?•  On  peut  ajouter  que  la 

courbe  ni/i'  coupe  la  circonférence  A\^  à  angle  droit. 

Le  tracé  7imn'  de  la  courbe  cherchée  dans  l'angle 
droit  j^Ox  doit  se  répéter  dans  les  trois  autres  angles 
symélriquement  par  rapport  aux  axes,  et  l'on  obtient 
une  courbe  continue,  qui  coupe  à  angle  droit  les  axes 
et  la  circonférence  OA,  et  qui  a  quatre  points  de  rebrous- 
sement sur  l'hyperbole  HH'  et  sur  l'hyperbole  symé- 
trique. 

La  courbe  qui  passe  au  point  F  part  de  ce  point  tan- 
geuliellement  à  FO  ;  une  branche  F/  vient  tomber  à 
angle  droit  sur  l'axe  Oy;   l'autre,  symétrique  par  rap- 


(  490  ) 
port  à  la  droiie  FO,    tombe   à   angle  droit  en  f  sur 
l'axe  Ox. 

Cherchons  sous  quel  angle  la  courbe  passant  en  un 
point  M  coupe  l'hyperbole  xy^=l\'-^  passant  par  le 
même  point. 

La  tangente  à  l'hyperbole  est  définie  au  point  (j:,  y) 

par  le   rapport  ^-  = —  — >   et  la  tangente  à   la  couibe 

^  *^  ^  dx  X  ^ 

l'est  par  la   valeur  de  p.   Soit  o  l'angle  compris  entre 
ces  deux  directions.  Nous  aurons 


X 


\—p 


L 

X 


p  X  -+-  y 
oc-  pf 


Soit    MT   la   direction   de  la   tangente    à  la    courbe, 
menée  sous  une  inclinaison  égale  à  p  {fig-  3).  Soit  Ol 


une  droite  menée  par  l'origine  sous  rinclinaisun  — p. 
JNous  appellerons  cette  droite  Vatitipaiallèle  à  la  tan- 
gente MT.  L'équation  de  la  droite  O^  est 


y  -\-  px  =  o . 


X 


La  droite  dont  l'équation  est  x  —  y?jj/  =  o,ou  t' —  —  =0, 
est  la  perpendiculaire  OH  élevée  à  l'origine  sur  1  anti- 
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parallèle  O/;  les  distances  MA,  MB  du  point  M  à  ces 
deux  droites  sont  respeclivenient 

Donc 

et  Tangle  o  est  donné  sur  la  figure  par  l'angle  JMOA, 
compris  entre  le  rayon  vecteur  OMA  et  l'antiparallèle 
à  la  tangente  INIT. 

Si  l'on  change  ^?  en  — ^  on  aura  la  tangente  trigono- 

niéliitpie  de  l'angle  o'  (pie  fait  la  seconde  courbe  avec 
l'hyperbole,  par  l'équation 


tiinîro'  = 


_!_  _i_  Z 

p         X        X  -\-  p  y 


px 

Menons  par  l'origine  les  droites  rectangulaires 
X  -\- py  =  o         et.        px  — y  =  o. 

J/unc*est  la  droite  O//,  [)erpendiculaire  à  la  tangente MT; 
elle  est  anliparallèle  à  la  seconde  tangente,  dont  le  coef- 
ficient angulaire  est—;  l'autre  est  la  droite  OH',  paral- 
lèle à  la  tangente  MT  et  perpendiculaire  à  Ol' .  11  vient 
encore,  en  abaissant  MB'  perpendiculaire  sur  OH', 

,       MA'        MA'  „„,, 

tangcp  ^  ^^^  ==  __,  =  tangMOA  , 

de  sorte  cpie  l'angle  c^'  est  l'angle  MOA'. 

Le  long  de  l'hyperbole  limite,  xy  =  —y  on  a 


^  -^  y 

et  taii;;'^  =  tan  no  —  ^« 

X  —  y 
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L'angle  '^  est  l'angle  que  fait  le  rayon  veeteur  OM  avec 
les  bissectrices  de  l'angle  des  axes. 

Occupons-nous  à  présent  de  l'équation 


(-7 


_  nt 


qui  se  transformerait  en  celle-ci  : 

xy  =  —  a"^  sina  cosa. 

Le  changement  de  a-  en  —  a-  revient  au  changement 
de  p  en >  et  les  nouvelles  courbes  représentées  par 

celte  équation  diiierentielle  sont  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  premières.  Les  lignes  qui  assurent  à  la  tan- 
gente à  la  courbe  un  parallélisme  déterminé  sont  les 
mêmes  hyperboles  que  nous  avons  détinies  tout  à  l'heure; 
les  valeurs  de  p  sont  égales  à  —  i  tout  le  long  de  l'hy- 
perbole limite  xy  =  -a-.  Si  donc  on  part  d'un  point  M 

pris  sur  cette  hyperbole  limite  au-dessus  de  la  bissec- 
trice, 01,  de  l'angle  yOx,  la  courbe  présentera  en  ce 
point  un  rebroussement  tangentiel  à  la  bissectrice, 

de  l'angle  jO a:';  de  ce  point  partent  deux  branches  de 
courbes  divergentes  MA,  MB;  pour  l'une  MA  on  aura 
des  valeurs  négatives  de  p,  qui  varieront  de  —  i  à  o  en 
diminuant  graduellement  en  valeur  absolue;  la  branche 
correspondante  vient  tomber  à  angle  di'oit  sur  l'axe  Oy. 
La  seconde  branche  MB  correspond  aux  valeurs  néga- 
tives de  p  qui  commencent  à  — i,  et  croissent  indéli- 
niment  en  valeur  absolue.  Elle  prend  donc  des  inclinai- 
sons de  plus  en  plus  grandes  par  rapport  à  l'axe  Oj:, 
sans  pouvoir  rejoindre  l'axe  Or,  dont  elle  s'approche 
asymptotiquement,   en  restant  toujours  conq^rise  entre 
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l'hyperbole  limite  IH  et  Taxe  Oj,  asymptote  commune 
aux  deux  courbes  (  Jig.  4)- 

Les  mûmes  conclusions  s'appliquent  à  la  courbe  par- 
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tant  (lu  point  >r  dans  TauglelOx,  et  dessinant  les  deux 
branches  M'A',  normale  à  TaxcOx,  et  MB',  asymptote 
au  même  axe. 

Si  1  on  rapproche  graduellement  les  points  M  et  M'  du 
point  I  sur  la  bissectrice  les  deux  branches  M'x\',  MA 
convergent  vers  une  limite  commune,  c'est-à-dire  vers 
la  circonférence  CID,  x- -i- y- =  a- ,  qui,  comme  nous 
l'avons  vu,  satisfait  à  l'équation  proposée.  Les  deux 
autres  branches  MB,  M'B'  se  fondent  en  une  seule 
ligne,  qui  passe  au  point  I  tangentiellement  à  la  cir- 
conférence et  à  riiypeibole  limite,  et  qui  \a  toucher 
à  rinOni  les  deux  axes  coordonnés. 

jSous  compléterons  ces  aperçus,  qui  constituent  V ana- 
lyse (/ualitative,  et  non  quantitative,  du  problème,  par 
la  recherche  des  rayons  de  courbure  des  courbes  obtenues, 
et  par  l'indication  de  solutions  approximatives,  appli- 
cables à  des  portions  de  ces  mêmes  courbes. 

Bayons  de  courbure.  —  !Nous  commencerons  par 
chercher  la  seconde  dérivée  r/ ==  -/-  =  -r^»  De  l'équa- 
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lion  (i),  mise  sous  la  forme 

xy{\^p'*-)  —  a-p  —  o, 

lions  liions  en  didéientiant,  et  en  regardant  x  eomme  la 
variable  indépendante, 

y{\  -+-p^)-i-px(i-{-p^)-]-  ipxy q  —  a-^  =  o, 

d'où  l'on  déduit,   en   résolvant  l'équation   par  rapport 
a  (j  et  en  substituant  au  produit  xy  sa  valeur  -^^ — --, 

Le   rayon  de  eourbure  p   au  point  {oc^  y)  est  donné 
par  la  formule  générale 


ce  qui  donne  ici 


0  = 


P   =    ~ ' 


rt2(i_^2) 


{y-\-px)\J\^p-^ 


On  peut  vérifier  que  tout  le  long  de  l'hyperbole 
limite,  p  étant  égal  à  l'unité,  p  est  nul,  ce  qui  corres- 
pond aux  points  de  rebroussement  des  courbes.  Le  long 
des  axes  coordonnés  on  retrouve  les  valeurs  du  rayon 
de  courbure  d(*jà  obtenues,  savoir  le  long  de  l'axe  Oy, 
pour  X  =  o  et  /?  =  o, 

P    =    — ' 

y 

el  le  long  de  l'axe  Ox,  pour  j=  o  et  p  infini, 


0  = 


a- 

X 


L'équation   (2)    se   prête  à  une  construction  géonic- 
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IriqiR'.  Soil  M  le  point  pour  lequel  on  demancle  de  con- 
slruire  le  rajon  de  courbuie  p  {fig-  -)),  et  soient  MT  la 
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tangente  à  la  eourbe  en  ee  point,  MN  la  normale, 
a  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  Ox.  L'équation 

y^px  =  o 

déflnit  la  droite  O^,  qui  passe  par  l'origine  et  qui  fait 
avec  l'axe  Ox  l'angle  a  dans  le  sens  négatif.  La  dis- 
tance MK  du  point  IM  à  la  droite  O^  est  égale  à 


MK 


px 


Vi^p' 


X  et  V  étant  les  coordonnées  du  point  M. 
Donc 

(jK  + />^)  v/i^=^=  MK  X  (I -+- />2), 

et  l'équation  (2)  prend  la  forme 

^  ~  MK  i+y?2' 

Mais  p  =  tanga;  le  rapport 

I — p-         I  —  tanji^a        cos^a  —  sin-a 


i-+-/>2 


i-f-taiijr-a        cos^a -i- sin-a 


=  cos2a, 
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el,  par  conséquent, 


P=  WûX  cos-^a. 


Or  l'angle  KMN  que  fait  la  droite  MR  avec  la  nor- 
male MN  est  égal  à  l'angle  des  deux  droites  ST  et  O^, 
qui  leur  sont  respeclivenient  perpendiculaires,  et  par 
suite  égal  à  2a,  et  l'on  a 

MK 


M  H  = 


cos'2a 


en  appelant  MH  le  segment  intercepté  par  la  droite  0/ 
sur  la  normale  MN.  Donc  enfin 


a 

9  = 


M  H 


Nous  avons  appelé  la  droite  Ot  Vanti parallèle  à  la 
tangente  ST,  menée  par  le  point  O.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Le  rayon  de  coiirbiire  au  point  M  est  {inversement 
proportionnel  au  segment  MH  déterminé,  sur  la  nor- 
male MN.  par  le  point  M  et  le  point  de  rencontre  H 
de  MN  awec  Vanti  parallèle  à  la  tangente,  O^,  menée 
par  Voj'igine, 

Par  le  point  M  passent  deux  courbes,  qui  ont  en 
général  deux  tangentes  distinctes,  et  deux  normales 
correspondantes:  soient  MT',  MN'  la  tangente  et  la 
normale  à  la  seconde  courbe  passant  au  point  M.  11  est 
facile  de  reconnaître  que  MT'  coïncide  avec  la  perpen- 
diculaire MK  abaissée  de  M  sur  l 'antiparallèle  à  MT; 
car  — p  étant  le  coefficient  angulaire  de  cette  anti- 
parallèle,    =  H est  le  coefficient  anerulaire  de 

^  '         — p  p  ° 

la  perpendiculaire  MK-,  or  c'est  aussi  le  coefficient  an- 
gulaire de  la  tangente  «à  la  secoiide  courbe  passant  en  M. 


i 
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Il  en  résulte  que  la  seconde  normale  MiV  est  parallèle 
k  Oty  antiparallèle  à  la  première  tangente.  Pour  la 
même  raison  la  perpendieulaire  OK',  abaissée  de  l'ori- 
gine sur  la  première  tangente  MT,  est  l'antiparallèle 
à  la  seconde  tangente,  et  est  parallèle  à  la  première  nor- 
male. Le  rayon  de  courbure  p'  de  la  seconde  courbe  sera 
donc  donné  par  la  formule 

et  comme  la  figure  OHINIH'  est  un  parallélogramme,  on 
peut  remplacer  MH  par  OH',  et  MH'  par  OH,  ce  qui 
revient  à  poser 

P 


a' 


OH' 


et  à  formuler  la  rèirle  suivante 


OH 


Le  rayon  de  courbure  d\ine  des  couj^bes  au  point  M 
est  égal  à  a-  divisé  par  le  segment  compris,  sur  une 
parallèle  à  la  normale  menée  par  V origine,  entre  le 
point  O  et  la  normale  à  r autre  courbe. 

Appliquons  cette  construction  à  la  recherche  du  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  au  point  M  {fig-  6)  où  elle 

Fig.  6. 


coupe  la  circonférence  x- -\- y- ::=  a- ^  tangentiellement 
au  rayon. 

La   tangente   au  point  M  étant  le  rayon  MO,  l'anii- 

Ann.  de  ,)  fat  hé  mat.,  4'  série,  t.  I.   (Novembre  1901.)  3.^ 
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parallèle  à   coite    tangente   menée    par    l'origine  est  le 
rayon  OM',  symétrique  de  OM  par  rapport  à  l'axe  OX. 
Ce  rayon  prolongé  coupe  au  point  H  la  normale  iMH 
à  la  courbe,  langenle  à  la  circonférence;  et  l'on  a 

P.- MÎT  =  "mr=^'^^^' 

en  déterminant  le  point  K  sur  la  tangente  au  cercle, 

par  l'intersection  de  la  droite  OK  perpendicnlaire  à  OH. 

On    peut    observer    que    l'angle    MOK    est    égal    à 

l'angle  MOM'  diminué  de  l'angle  droit  KOM'^   il   est 

donc    égal    à    2a —  -^'    L'angle   MOA   étant    égal    à    a, 

l'angle  KOA  est  la  différence  a  —  Iiol  —  -^  J  =  -  —  a. 

Donc  la  droite  OK  est  parallèle  à  la  tangente  à  la 
seconde  courbe  qui  passe  au  point  M.  On  aura  la  tan- 
gente à  cette  seconde  courbe  en  menant  par  M  une  per- 
pendiculaire MT'  à  OM',  et  la  normale,  en  menant  par  M 
une  parallèle  MJN' à  cette  même  droite.  L'antiparallèle  à 
la  tangente  MT' menée  par  le  point  O  est  la  droite  0/?^', 
symétrique  du  rayon  OK-,  elle  coupe  en  H'  la  nor- 
male MN',  et  par  conséquent  le  rayon  de  courbure  de 
la  seconde  courbe  est  donné  par  l'équation 


OM 


^        IVIH'        M  H' 

Or  OH' est  perpendiculaire  à  OM,  puisque  l'angle  H' Ox 
est  égal  à  l'angle  inOx^  égal  lui-même  au  complé- 
ment MO^  de  l'angle  MO  a:.  Donc  enfin 

p'=x\IK', 

K'  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  OK,  abaissée  sur 
la  direction  de  MH'. 

Les  rayons  de  courbure  des  courbes  au  point  où  elles 
coupent   la    circonférence    sont,    en    résumé,    les    seg- 
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inenls    MK,    MK' ;    avec    leurs    signes,    l'un    est   égal 
à   4-rtcos2a,   et  l'autre  à  — acos20L.  La  formule  con- 
firme ces  résultats. 

Il  est  aisé  de  trouver  la  relation  entre  les  rayons  de 
courbure  p  et  p'  des  deux  courbes  qui  passent  en  un 
même  point  (x^y)-^  sohple  coefficient  d'inclinaison  de 
la  tangente  à  l'une  de  ces  courbes,  celle  qui  a  le  rayon 
de  courbure  o.  On  aura 

p    z=     — — ^ 

(y-}-px)\/i-hp'^ 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  o'  de  l'autre  courbe, 
nous  changerons  p  en  -^  ce  qui  donne 


an  i  — 


a2(i-/>2) 


MW 


■"-/^ 


{py-^x)^i-^-iy' 


Le  rapport  des  valeurs  absolues  de  p  et  de  p'  sera  donc 


égal  à 


Soient  M  le  point  considéré  (^fig.  7),  MT  et  MT'  les 

Fig.  7. 


tangentes  aux  deux  courbes  qui  y  passent.  Menons  par 


l'origine  les  deux  droites 


py 


X 


y  -h  px  =  o. 
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La  première,  OL,  est  la  droite  abaissée  du  point  O 
perpendiculairement  à  la  tangente  MT,  dont  le  coeffi- 
cient angulaire  est/).  La  seconde,  OL^,  est  la  perpendi- 
culaire abaissée  sur  l'autre  tangente  MT'.  Les  dis- 
tances MK,  MK'  du  point  M  à  ces  deux  droites  sont 
respectivement  égales  aux  quantités 


MK 


py 


X 


et  Ton  a,  par  conséquent, 


MK'  = 


y-^-px 


MK 
MK' 


Le  rapport  des  rayons  de  courbure,  pris  en  valeur 
absolue,  est  égal  au  rapport  des  distances  du  point  M 
aux  deux  droites  OL,  OL',  menées  par  l'origine  anti- 
parallèlement  aux  tangentes  MT',  MT,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  parallèlement  aux  normales  MN,  MJN'. 

Le  coefficient  p  étant  le  même  tout  le  long  de  l'hjper- 
bole  xy  =  h^  qui  passe  par  le  point  M,  les  droites  OL 
et  OL'  restent  fixes  pour  tous  les  points  pris  sur  cette 
hyperbole,  et  les  rayons  de  courbure  correspondants 
sont  entre  eux,  en  valeur  absolue,  comme  les  distances 
de  chaque  point  à  ces  deux  droites. 

On  trouverait  facilement  d'autres  relations  entre  les 
rayons  de  courbure  p  et  p'.  Si  l'on  multiplie  les  deux 
rayons,  par  exemple,  il  vient 


QÙ-  — 


{i-^p-')[p{x^'-^y'-)^{i^  p^')xy\ 

en  remplaçant  xy{\  -h p^)  pai*  sa  valeur  a'-p,  en  vertu 
de  l'équation  dilïérentielle  de  la  courbe.   Si   l'on  rem- 


à 


(  5o,    ) 


place  p  par  tanga,  il  vient 


PP  = 


a*cos2a 


2(a72-hy2_^  ^2)  tan  g  2  a 
On  obtiendrait  aussi  la  relation 


I       I   _ 

9^  9'  ~  «'(!+/>) 


{y  —  x)  = 


y  —  x 


(cosa  -h  si  11  a)       a- 


Les  formules  que  nous  avons  obtenues  se  rapportent 
aux  courbes,  pour  lesquelles  rt^est  pris  positivement  dans 
l'équation  donnée.  Si  l'on  change  le  signe  de  a^,  on  aura 
les  résultats  alférents  à  leurs  trajectoires  orthogonales. 

Comme  vérification,  nous  devons  trouver  le  rayon  de 
courbure  du  cercle  x-H-j>^2=a-,  lorsqu'on  prend  le 
point  M  sur  sa  circonférence  AB  {fig-  8).  On  aura  alors 


9  = 


(jK  +  />^)(\/l -h />'-)' 


MT  est  la  tangente  à  la  circonférence  au  point  M. 
On  a  au  point  M 


P=  — 


do 


X 


y 


ne 


-2 


y-i ^a  .r-S  Y^~X^ 

^~p'='^ — »      y-^P'^=y-  —z  = 


y 


et,  par  conséquent, 


(    502     ) 

Le  rajon  OM  est  ici  la  normale  à  l'une  des  courbes 
qui  passent  au  point  M;  c'est  en  même  temps  Fanti- 
parallèle  à  la  tangente  à  l'autre  courbe.  La  droite  Ot, 
qui  fait  avec  Ox  l'angle  tOx  =  MOj'^,  est  l'antiparallèle 
à  la  tangente  MT  à  la  première. 

Les  droites  OL  et  OL'de  \a/ig.  "j  ont  donc  ici  les  posi- 
tions Of,  OM;  et  les  distances  JNIK,  MK'  du  point  M  à 
ces  deux  droites  sont  égales  respectivement  à  o  et  à  MK'. 

Le  second  rajon  de  courbure  p'  sera  donc  donné  par 

l'équation 

p    _  IVIK  _  _o_ 


MK 


ce  qui  montre  que  p'  est  infini  :  résultat  que  la  formule 
générale  fait  voir  directement,  lorsqu'on  y  fait 


P  =  — 


Formules  approximatives,    applicables  à  certaines 
portions  des  courbes.  —  L'équation 


se  simplifie  approximativement  quand  p  est  très  grand, 
et  quand  p  est  très  petit. 

Or  il  en  est  ainsi  pour  les  courbes  MA,  MB  {Jig*  9), 

Fig.  9. 


.y 

vH 

\|V) 

A 

''"-~-^' 

0 

EJ 

.r. 

dans  les  régions  qui  se  rapprochent  des  axes  coordonnés. 
La   dérivée  p   est    égale   à    l'unité    au    point  M,   sur 


(  5o3  ) 

riijperbole  limite  HH';  et  si  l'on  suit  la  courbe  MA, 
p  diminue  jusqu'à  zéro  à  mesure  qu'on  se  rapproche  du 
point  A;  alors  -  est  beaucoup  plus  grand  que  /?,  et  dans 

la  réi^ion  voisine  de  l'axe  Oj^,  on  peut  réduire  l'équation 

à  la  forme 

.ry  dx 


ce  qui  donne,  en  séparant  les  variables  et  en  intégrant, 

a'*'l—^=  const. 

■2  a 

11  en  est  de  même  pour  la  courbe  MB,  dans  le  voisinage 
de  l'arc  Ox\  c'est  alors  p  qui  augmente  indéfiniment, 

et  -  qui  est  négligeable.  L'équation  se  réduit  à  la  forme 

ce  qui  conduit  à  Téquation  primitive 

ci^l-  =  const. 

•2  a 

Ces  formules  sont  en  défaut  pour  la  partie  voisine  des 
points  de  rebroussement  M,  mais  elles  s'appliquent  aux 
arcs  voisins  des  points  A  et  B.  Si  l'on  détermine  les 
rayons  de  courbure  des  courbes  approximatives  aux 
points  A  et  B  où  elles  coupent  les  axes,  on  trouvera 
pour  les  sous-normales 

ce  dx        «2 

dy   ~  y* 
d'où  l'on  tire 

_   ^^ 

au  point  A  ;  et  pour  le  point  B 

Y dy        a^  .  «^ 

^^  =  -,  i>ar  suite  P„  =  ôh' 


(  5o4  ) 
ce  sont  les  valeurs  exactes  des  rayons  de  courbure  aux 
points  A  et  B. 

Pour  voir  l'étendue  à  laquelle  les  équations  approxi- 
matives s'appliquent,  cherchons  à  vérifier  pour  elles 
l'équation  diirérentielle  proposée.  On  aura 


a2 


I 
P 


a' 


xy 


et 


xy{p^'^=xy{^ 


2         xy) 


2  -1/2 


X^ 

a'' 


a' 


Cette  quantité  n'est  pas  constante,  mais  elle  approche 
de   la  valeur  a-,    pourvu  que   — ^   soit   suffisamment 

petit,  ou  que  l'arc  considéré  de  courbe  soit  renfermé 
entre  les  axes  et  une  hyperbole  xy  =  ka^,  k  étant  suffi- 
samment petit.  Le  produit  xylp-\ — ]    sera  compris 

entre  a^  et  «^(i  -4-A"2),  au  lieu  d'être  rigoureusement 
constant. 


Courbes  dans  lesquelles  le  rapport  ^j^- 
EST    constant. 

Soit  k  la  valeur  constante  du  rapport.  On  aura 


/ ;       jX\/i^p-^ 

7V^-^p-  =  k         p         ' 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant /?-  =  — i,  ce 
qui  correspond  aux  droites  imaginaires  parallèles  aux 
droitesj^  =:  zb  xi.  Nous  pouvons  écarter  cette  solution. 

Il  vient  alors  pour  l'équation  diflTérentielle  de  la  courbe 


ou  bien 


k^  =  py^y± 


y  dy  —  k  x  dx  =  o  ; 


(  5o5  ) 


ré(|uation  intégrale  est 


r 


kx-^  =  G, 


C  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  obtient  donc  une  courbe  du  second  ordre  rap- 
portée à  son  centre  et  à  ses  axes  (Jig.  lo). 

Fig.  10. 


Si  A   est  positif,   la  courbe  est  une  bjperbole  qui  a 

pour  asymptotes  les  deux  droites  jK  =  =t:  ^' y/A;  suivant  le 
signe  de  C,  la  courbe  est  dans  l'un  ou  l'autre  des  deux 
angles  formés  par  ces  droites. 

Lorsque  Ton  fait  C  =z  o,  k  étant  toujours  positif,  la 

courbe  se  réduit  aux  deux  droites  y  =  ±  x  \/k  {fig-  1 1). 

Fig.  II. 


Si  k  est  négatif  et  égal  à  —  A^,  la  courbe  devient  une 
ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  r=  à/  — ,   et  h  ^=z  y/C; 


(   5o6  ) 

elle  est  réelle  si  C  est  positif.  Pour  A'=  i  l'ellipse  se 
réduit  à  un  cercle. 

Pour  /c'=  I,  et  C'=  o,  on  retrouve  les  deux  droites 
imaginairesjK  =  =t  ^«,  déjà  obtenues  en  posant />-  =  —  i . 

Pour  A"  =  o,  ou  A  infini,  la  courbe  se  réduit  à  deux 
droites  parallèles  aux  axes  coordonnés. 

De  cette  analyse  résultent  plusieurs  conséquences  qui 
ont  un  certain  intérêt  : 

i"  Pour  mener  une  normale  en  un  point  pris  sur  une 
courbe  du  second  ordre  à  centre,  dont  on  connaît  les 
axes,  il  suffit  de  faire  passer  par  ce  point  une  droite 
telle,  que  les  deux  segments  déterminés  par  le  point  et 
par  la  rencontre  de  la  droite  avec  les  axes  soient  dans  le 

rapport  A'  égal  au  rapport  y^  des  carrés  des  demi-axes, 

pris  en  valeur  absolue,  de  sorte  qu'on  ait 

MN        b-^ 


2"  Pour  l'hyperbole  le  rapport  h  est  le  même  pour  les 
normales  à  la  courbe  et  pour  les  normales  aux  asym- 
ptotes, ainsi  que  pour  la  courbe  conjuguée, 

yi—  kx'^=  G; 

?>°  Les  rayons  de  courbure  des  courbes  aux  sommets 
sont  donnés  par  la  valeur  prise  en  ces  points  par  la  sous- 
normale,    laquelle    est    représentée  en   un   point    quel- 

y  dv         7  1 ,  ^  V  oc  dx  y 

conque  par  ■  =  kx.,  sur  1  axe  Ux,  et  par  =  j- 

sur  l'axe  Oy. 

On  retrouve  pour  l'ellipse,  en  prenant  A'  en  valeur 
absolue, 

o  =  Aa  =  Ai/5  =  - 


(  5o7  ) 
au  soimnet  du  dcnil-axo  (l^ 


P  =  7:  = 


a- 


aii  soniincL  du  dciui-axe  b. 

Pour  riîjperbole,  avec  k  positif  cl  G  uéijalir,  ou  trouve 


en  prenant  positivement  le  carré  b-  du  demi-axe  imagi- 
naire ; 

4^^  Si  par  les  pieds  N,  N'  des  deux  normales  on 
élève  des  perpendiculaires  aux  axes,  on  obtient  un 
point  H  {Jig-  12),  qu'on  peut  regarder  comme  corres- 


pondant au  point  iM  de  la  courbe  AB  obtenue  précé- 
dennn(uit.  Si  l'on  désigne  par  x'  Qi y'  les  coordonnées  du 
point  H,  on  aura 


X  =  X  -^ 


y  dy 


y  =7-t- 


X  dx 


dx   '  "^        -^    '      dy 

Appliquons  la  transformation  à  la  courbe 

On  en  déduit  d'abord 


ydy 

du 


kx^ 


X  dx        I 
~d^=jj' 


(  5o8  ) 
et  par  suite 

La  courbe  lieu  du  point  H  est  donc  de  même  espèce 
que  la  courbe  lieu  du  point  M  :  à  l'ellipse  correspond 
une  ellipse,  à  l'hyperbole  une  hyperbole,  à  une  droite 
passant  par  le  point  O  correspondrait  une  autre  droite 

antiparallèle  à  la  droite  donnée  :  j  =  A'x,  y'  =i  ^• 

On  a  de  plus,  en  regardant  x,  y,  x' ^  y  comme  fonc- 
tions du  temps  Z, 

d'^x'       (Px,,        .  dP-y       d'^v  l         i\ 

"^  '='-dF^''-^'^^     -dt^  =  'd^y'^~kr 

de  sorte  que  les  accélérations  sont  proportionnelles,  avec 
des  coefficients  différents  suivant  l'axe  sur  lequel  on  pro- 
jette l'accélération  totale. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  mouvement  du 
point  M  soit  celui  d'un  point  attiré  vers  le  point  O, 
ou  repoussé  par  ce  point  proportionnellement  à  la  dis- 
tance OM.  On  aura  pour  les  équations  de  son  mouve- 
ment 

d'^x        ,      ,  d'iy      ^     ^ 

df^  '  df^  -^ 

Multipliant  la   prenïière  par  A" -}- i ,  la  seconde   par 

I  .T 

i  +  t:»  11  vient 

dt^  '  dt'^  -^  ' 

et  le  mouvement  du  point  H  obéit  à  la  même  loi  que 
celui  du  point  M,  avec  le  même  moyen  mouvement. 


(   ^09  ) 

[C2j]  [H12a] 

SIR  CERTAI\S  ^OlIBRES  ANALOGUES  AUX  NOMBRES 
DE  BËRNOULU; 

Par  m.  E.-M.  LÉMERAY. 


1.   Désignons  par  \x\"^  la  facLorielle 

x{x  —  i)(x  —  1). .  .(x  —  m  -^  ^), 

où  m  est  un  entier  positif.  On  sait  que 

(1) 


(2;  |rt|o=i         quoi  que  soit  a  ; 

(3)  I  — I  )'«=  (  — i)'«m!; 

f  -H  |-ii'«-2G;;rM^I'-+-  \-i\'"-' 


(5) 


37    =    ^^ 


11 


X'^z=\x     2+      37 


1 


x^=  I  a;|3-f-3|  37  [2+  I  X  |», 


et,  en  général,  que  la  transformation  de  x^^  en  facto- 
rielles  fournit  un  poljnome  en  |  ^  I'",  1^:1"*""*,  ...  dont 
le  terme  en  |x|'  a  pour  eoeflficient  l'unité. 

2.  Intégrons  tout  d'abord  la  factorielle  |  xl"*"*;  eomme 
elle  représente  un  poljnome  de  degré  m  —  i,  on  aura, 
en  introduisant  les  coetficients  binomiaux  et  en  dési- 


(    5io    ) 
gixant  par  /?05  ^^i?  ^2?   •  •  •  J<'s  coiistanlcs  à  dclcrmincr, 

^g^      f  mj\x  \"^-^ax  =  b,\xyn-^  C)„br  \  x  |'«-i-t-. . . 

1  -\-C^i^r'h,n-^xY. 

En  tenant  compte  de   (2),   on  peut  écrire  sous   foiine 
symbolique 

m  j  \  X  |'"-i  dx  =  \  X  -i-  b  I"', 


où,  après  développemeiU  du  second  membre,  on  rem- 
place la  factorielle  |  b  \J  par  bj.  En  dérivant,  on  aura 
l'égalité  symbolique 


(7) 


m\  x\ '«-'  —  -y-\x-\-b\"'. 
dx 


(8) 


En  tenant  compte  de  (i)et  de  (4)^  (7)  devient 


=  \-i\oboGf,C}„\x\'n-^ 


expression  qui  se  termine  d'elle-même. 

En  égalant  entie  eux  les  coefficients  des  factorielles 
dans  le  premier  membre  de  (7)  et  dans  le  second 
membre  de  (8),  on  a 

I -II" 60 G?, G»,  ==m, 

|-i|i^Go,G;^,+  |-i|o6.Gî,G/,_,  =  o, 


Or  dans  les  coefficients  C  le  numérateur  seul  dépend 
de  /;/,   et  dans  la   n^^"^^   équation  les   numérateurs  des 


(    0.,    ) 


produits 


-1 


nn-ï  r\ 

^/n      ^^/n—n  +  1 


sont  tous  égaux  a 


m  {m  —  i){m  —  2  ) . , .  (  m 


n 


0 


7Jl 


Ou  peut  donc  diviser  les  deux  membres  de  la  «'^'"i" 
équation  par  |/n|",  et  il  reste  pour  définir  les  b  des 
équations  ne  contenant  plus  m.  On  en  conclut  que  les 
nombres  60,  ^i ,  ^21  •  •  •  forment,  une  suite  unique  appli- 
cable à  l'intégration  de  la  factorielle  |a:|^  quel  que  soit 
l'entier  positif  m.  Les  équations  sont 

|-i|"Go^o  =1, 

I  -  r  |2 es  ^0+  I  -  I  i  '  Ci  6,  +  I  -  I  |oG|  /.,  =  o, 


On  remarque  que   la   (/^ --h  1)"'"^'  équation  qui  peut 
s'écrire  symboliquement 

d\  b  |«+i 


db 


o, 


donne  par  récurrence  hn  en  fonction  de  Z>o,  ^t ,  . . . ,  ^«_i . 
De  plus,  en  éliminant  Z»o,  Z>< ,  . .  . ,  ^„_{  entre  les  /z  +  i 
premières  équations,  on  trouve,  après  réduction, 


(;i  -f-i)6„ 

|-i|oGo 


-•rc» 


l-ijoGl 


|-i|-2Gi 


l-i|oGr'   o 


3.  Expression  des  nombres  b  par  les  D|  o  |".  —  En 
développant  \x\'"-  par  la  série  de  Mac  Laurin,  on  a  le 


(  5i2  ) 
polynôme 


X   "'=     o    '"  + 


dx       /^=o  1  \       dx^       /a:=0  2  !  "  "  ' 

d'où 

D'autre    part,    au    moyen    des    factorielles    et    des 
nombres  Z>,  on  a 

J\xyrtdx=^  ^^^ ^b, I ^ h+1  +  ^^ b, \xyn 

{m  -\-\)m  j    ,      ,       ,  "1 

-^'- ^y-^b,\x\'n-l^,,,^. 


(10) 


En  remplaçant  dans  (9)  les  puissances  x,  x^^  . . .  par 
les  factorielles  au  moyen  des  formules  de  transfor- 
mation (5)  et  en  égalant  les  coefficients  des  mêmes  fac- 
torielles dans  les  seconds  membres  de  (10)  et  de  l'équa- 
tion ainsi  obtenue,  on  aui  ait  des  équations  définissant 
les  b  ;  mais  on  peut  faire  m  =  i ,  2,  .  . . ,  n\  pour  déter- 
miner b^^  ^2?  •••?  ^w-.  ...  il  suffira  alors  dans  chaque 
cas  d'égaler  entre  eux  les  coefficients  de  |x[';  on  a 
ainsi  l'expression  générale 

où  l'on  a  posé 

/dJ\x\"\  ^.,     . 

V       dxJ       Ja:=0  '        ' 

On  peut  ne  pas  limiter  l'expression,  car  les  D-'l  o  |"  s'an- 
nulent poury^/z  ;  on  peut  l'écrire  alors  symboliquement 

où,  après  développement  et  réduction,  on  remplace  D^ 

par  D^"|o|". 


(5.3  ) 
4.  Expression  des  h  par  les  SJ,.  —  Si  l'on  désigne 
par  S^  la  somme  des  produits  des  p  premiers  nombres  q 
à  ^  on  a 

|ar|"  =  ar"— S;,_^  ^«-i -f-  S2_i  a7«-2  4-...ii=  S;;zj  .r. 

En  comparant  à  (8)  on  a,  an  signe  près, 

Dy|o|-=y!S>_j. 

L'expression  (i  i)  devient  alors 

QO  S'  C«-l 

n  -\-\  n  *  •?. 

On  pourrait  inversement  exprimer  linéairement  les S^ 
au  moyen  des  h. 

o.   Intégration  des  polynômes.  —  D'après  (6)  on  a 

J  //i  -t- 1  L    ' 


—    X 


Oo   ; X 


or  comme  l'on  sait 

>  \x\'"=-^  J ^ , 

.^  '      '  //i  +  I       ' 

A  I  J7 1  '"  =  m\x\  '"-' , 
y-\x  |'«=  /n(m  —  i)\^  \"'~-^ 


on  peut  donc  écrire 

jlxl'^dx^bQ^lx  |'"4-  -4|  37  |'«-f-  -^Alir|"^  + 

Par  suite,  si/(x)  représente  un  polynôme,  qu'on  peut 
toujours  mettre  sou6  la  forme 

A-t-B|^I  -{-G|  :r  |2  +  ..., 
Ann.  de  \fathémat.,  4"  série,  t.  I.  (Novembre  1901.)  00 


(  5-4  ) 


ou  aiiia 


(12) 


bn 


n\ 


A«-V(^) 


expression  qui  se  termine  d'elle-mèuie,  car  à  partir  d'un 
certain  rang  les  différences  s'annulent. 

6.   Extension   de  V expression  (12).  Relation  entre 

les  nombres  h  et  la  fonction  -z —  Appliquons 

•^  h(\-\-  u)  ri      1 

à  la  fonction  (1  +  11)^  l'expression  (12).  Nous  avons 

f{x)  =  {i-^uY, 
^f{x)  =  M(r+  w)^. 


v^  ^  f  I  H-  li)^ —  f 

jm^i\  Il 


O] 


I     (i  +  uy  dx  ==  ^ 


On  aura  donc,  si  l'expression  (12)  est  applicable, 

(i+m)-^— I        (\-^uy—i        bi 


L  (  I  4-  M  ) 


Supprimant  le  facteur  commun  (i  -{-11)^ — i   et  multi- 
pliant par  u  on  a 


(^3) 


H  bi  b^  b-i 

L(i  -+-  a)  1  !  ').\  3! 


or  la   fonction 


u 


est  uniforme  finie  et  continue 


L  (  IH-  u) 

à  rinléricur  d'un  cercle  de  rajou  égal  à  l'unité  et  ayant 


(  5.5  ) 
l'origine  pour  centre;  le  second  membre  de  (i3)  repré- 
sente donc  la  fonction  pour  toute  valeur  de  u  dont  le 
module  est  plus  petit  que  i,  et  en  général 

Dans  la  série  (i3)  le  rapport  d'un  terme  au  précédent 
est 

Dans  la  série  (12),  prise  entre  les  limites  Xç^  et  x^^ 
le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 

où  l'on  a  désigné  par  ^^{^x p)  la  ditrérence  d'ordre  a  de 
la  fonction  y(^)  quand  la  variable  a  la  valeur  Xp\  la 
série  (12)  sera  donc  absolument  convergente  si  le  mo- 
dule du  rapport 

A«-i(^i)  — A«-i(a-o) 

tend  à  la  limite  vers  un  nombre  plus  petit  que  i . 

7.    La  relation  (i4)  donne  un  moyen  simple  pour  cal- 
culer les  nombres  h  :  on  les  aura  en  etlectuant  la  division 


U 

h 

2 

On  trouve 

^^0  = 

1, 

b^^ 

I 

— y 
'1 

6.,  =  — 

I 
6' 

^3  = 

I 

4' 

b.^- 

'y 

65  = 

9 

T 

On   en   obtient   d'ailleurs   une   nouvelle   expression    au 
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moyen  des  inverses  des    nombres   entiers  j  en  effet,  la 
division  donne  presque  immédiatement  les  relations 

60  =1, 

2 


2! 

3! 


I  I    61 


-bo, 


et  l'on  trouve 


bn 


n 


I 

I 

I 

II 

n  —  i 

n  —  2 

I 

I 

I 

n 


n 


n  —  I 


On  voit  l'analogie  entre  les  nombiesZ»  et  les  nombres 
de  BernouUi  :  ces  derniers  servent  à  la  sommation  des 
puissances,  les  nombres  b  à  l'intégration  des  factorielles. 


AGRÉGATION  DES  SCIEACLS  MATIIEIIATIOIES 
(COACOURS  DE  1001  )■ 


Mathématiques  élémentaires. 

Étant  donnés  un  cercle  fixe  O,  une  droite  fixe  D,  tangente 
à  ce  cercle,  et  une  droite  fixe  A,  parallèle  à  D,  située  du  mémo 
coté  de  D  que  le   cercle  0,   et  ne  coupant  ])as  ce  cercle,  on 
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mène  d'un  point  A  clo  A  les  deux  tangentes  au  cercle  0,  qui 
coupent  la  droite  D  en  B  et  G. 

Le  point  A  décrivant  la  droite  A,  on  demande  : 

i"  De  trouver  le  Heu  géométrique  du  point  M  de  rencontre 
de  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  A  du  triangle  ABC  avec 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle: 

1°  De  trouver  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle ABC; 

3"  De  trouver  l'enveloppe  du  cercle  passant  par  les  milieux 
des  côtés  ilu  triangle  ABC; 

4"  De  calculer  les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  ABC 
connaissant  la  somme  /  des  longueurs  des  deux  médianes  issues 
des  sommets  B  et  C. 

iV.  U.  —  On  désigne  par  /•  le  rayon  du  cercle  O  et  par  h  la 
distance  des  deux  droites  parallèles  D  et  A. 

Mathématiques  spéciales. 

On  considère  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  Oar, 
Oy,  Oc. 

1°  Trouver  l'équ.ition  générale  des  paraboloïdes  P  admettant 
le  plan  xOy  pour  plan  de  symétrie,  tangents  au  plan^O^  au 
point  O,  et  ayant  pour  trace  sur  le  plan  zOx  une  ellipse  de 
grandeur  invariable  dont  le  grand  axe  est  dirigé  suivant  Ox\ 

•2"  Trouver  les  équations  des  focales  F  et  fp  de  l'un  de  ces 
paraboloïdes  P. 

3"  Trouver  l'enveloppe  de  la  focale  F,  qui  est  située  dans  le 
j)lan  xOy,  lorsque  le  paraboloïde  P  varie. 

4"  Dans  la  même  hypothèse,  trouver  l'enveloppe  de  Taxe  et 
le  lieu  du  sommet  de  la  focale  <l>.  —  Construire  cette  enveloppe 
et  ce  lieu. 

5°  Calculer  le  paramètre  de  la  focale  4*  en  fonction  du  coef- 
ficient angulaire  de  son  axe  (qui  est  situé  dans  le  plan  ccOy), 
et  étudier  la  variation  de  ce  paramètre  quand  ce  coefficient 
angulaire  varie. 

6"^  En  se  servant  des  résultats  qui  précèdent,  donner  une 
idée  de  la  forme  de  la  surface  engendrée  par  la  focale  <i>,  quand 
le  j)araboloïde  P  varie.  —  En  particulier,  indiquer  quelle  est 
la  section  de  cette  surface  par  le  plan  zOx. 

iV.  B.  —  On  désignera  par  a  et  6  (a  >  ^)  les  demi-axes  de 
l'ellipse  donnée  dans  le  plan  zOx. 
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Mécanique  rationnelle. 

On  considère  une  plaque  solide  rectangulaire,  homogène, 
infiniment  mince,  dont  le  centre  O  (centre  de  gravité)  est  fixe 
et  qui  s'appuie  sur  une  sphère  fixe  infiniment  petite  S,  sur 
laquelle  elle  peut  glisser  sans  frottement;  la  distance  OS  =  / 
de  cette  sphère  au  centre  O  est  supposée  telle  que  la  circon- 
férence décrite,  dans  le  plan  de  la  plaque,  de  0  comme  centre 
avec  l  comme  rayon,  soit  tout  entière  dans  l'intérieur  de  la 
piaque. 

i"  Trouver  le  mouvement  de  la  plaque,  en  supposant  les 
conditions  initiales  telles,  qu'au  commencement  du  mouvement 
la  plaque  glisse  sur  la  sphère  S; 

2"  Calculer  la  réaction  de  la  sphère  S  sur  la  plaque  et  voir 
si,  à  un  certain  instant,  la  plaque  peut  quitter  la  sphère. 

Soient  Oa7i,  Oj^i,  O^i,  trois  axes  fixes  menés  par  le  point  O, 
0:^1  étant  dirigé  suivant  OS;  soient  de  même  Ox^  Ojk,  Oz 
les  axes  de  symétrie  de  la  plaque,  Ox  étant  parallèle  aux  plus 
grands  côtés  du  rectangle,  Oy  aux  plus  petits  côtés  et  O^ 
normal  à  la  plaque,  la  sphère  S  étant  placée,  par  rapport  à  la 
plaque,  du  côté  des^  négatifs. 

On  désignera  par  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  de  la 
plaque  pris  respectivement  par  rapport  à  0:r,  Oy,  Oz,  par  ô 
l'angle  ^j  O-s  et  par  cp  l'angle  x^  Ox. 

On  désignera  également  par  Oq,  cpo,  6^,  o'^  les  valeurs  ini- 
tiales données  de  0,  cp  et  de  leurs  dérivées  0',  ':j'  par  rapport  au 
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temps,  en  supposant  cp^  compris  entre et  H ;  on  exa- 
minera successivement  l'hypothèse  dans  laquelle  le  pro- 
duit O'o  Ço  est  nul,  puis  celle  dans  laquelle  ce  produit  n'est  pas 
nul;  dans  chacun  des  différents  cas  particuliers  correspondant 
à  ces  hypothèses,  on  indiquera  comment  on  a  dû  choisir  les 
données  initiales  pour  que  le  mouvement  considéré  se  produise. 


Composition  sur  L'Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  considère  la  courbe  gauche  définie,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, par  l'intersection  des  surfaces 


ou  a  est  une  constante. 
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l'ï'En  appelant  5  l'arc  de  cette  courbe,  compté  à  partir  de 

ds 
l'origine  jusqu'en  un  point  M(x,  jk,  z),  exprimer  -j-  en  fonc- 
tion de  2'  et  déternnner  a  de  façon  que  s  soit  donné  en  fonc- 
tion de  X  par  une  intégrale  elliptique  àe  première  espèce. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  la  constante  a  est  supposée  ainsi 
déterminée. 

2"  Exprimer  les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  M  de  la 
courbe  en  l'onction  des,  en  employant  successivement  les  nota- 
tions de  Jacobi  et  celles  de  Weierstrass. 

Quel  est,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  le  nombre 
des  valeurs  de  s  correspondant  à  un  point  donné  de  la  courbe? 

3"  Former  la  relation  qui  lie  les  valeurs  de  s  correspondant 
à  quatre  points  Mj,  M2,  1M3,  INU  de  la  courbe  situés  dans  un 
même  plan.  En  déduire  les  points  de  la  courbe  où  le  plan  oscu- 
lateiir  est  stationnaire  et  discuter  la  réalité  de  ces  points, 

4°  Calculer,  en  fonction  de  5,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  l'arc  s  supposé  homogène. 


CO\COLRS  D'ADMISSIO\  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  DES  ARTS 
ET  MiMFACTURES  M  1901. 


PREMIÈRE    SESSION 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux,  axes  rectangulaires  0^,  Oy  et  l'on 
demande  : 

i"  Démontrer  que  les  coniques  du  faisceau  A  représenté  par 
l'équation 

{m-—  \)y-—  'iinxy  —  'ipy  —  impx — p-  =  o, 

où  ni  est  variable,  ont  un  foyer  commun,  une  asymptote  com- 
mune et  que  la  directrice  correspondante  au  foyer  commun 
|)asse  par  un  point  fixe. 

7."  Détciininer  les  points  par  lesquels  passent  deux  hyper- 
boles équilatères  du  faisceau  et  ceux  par  lesquels  n'en  passe 
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qu'une;  puis,  prenant  un  point  a^  sur  le  Jieu  de  ces  derrtiers, 
exprimer  en  fonction  de  a  et  3  les  coordonnées  des  centres 
des  deux  coniques  qui  passent  par  le  point  a^. 

3°  Trouver  le  lieu  des  foyers  réels  des  coniques  A  et  celui 
des  pieds  des  directrices  correspondantes  sur  l'axe  focal.  (Le 
lieu  se  compose  de  deux  courbes  distinctes.)  Donner  une  con- 
struction géométrique  de  la  tangente  en  un  point  quelconque. 

4**  Trouver  le  lieu  des  symétriques  des  foyers  réels  par 
rapport  aux  asymptotes  des  coniques  A  (le  lieu  se  compose 
de  deux  courbes  distinctes)  et  celui  de  leurs  sommets  réels. 
On  construira  géométriquement  la  tangente  au  point  x  =  o^ 
y  = — p  de  ce  dernier. 

Epure. 

On  demande  de  déterminer  par  ses  deux  projections  la 
courbe  d'intersection  d'une  sphère  avec  un  cône  de  révolu- 
tion, les  deux  surfaces  étant  définies  de  la  manière  suivante  : 

i"  Le  cône  de  révolution   a  pour  base  le  cercle  {CC)  du 


Cône.  —  R  =  65>»™  ;  cote  du  sommet  S  =  mo»»™  ;  éloiguement  de  S  à  80°"". 

Projetante  de  S  à  80™'"  du  coté  gauche  du  cadre. 

Sphère.—  Contre  00' milieu  de  (SAS'A');  rayon  r  =  5o™n». 

Direction  lumineuse  parallèle  à  AA'. 

Cadre  de  o",  27  sur  o™,45. 

Xjgue  de  terre  XY  à  200""»  du  côté  supérieur  du  cadre. 
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plan  horizontal  et  pour  sommet  le  point  SS'  de  cote  donnée. 

2"  La  sphère  de  rayon  r  =  5o™™,  a  pour  centre  le  point  00', 
milieu  de  la  génératrice  donnée  (SAS'A')  du  cône.  (  Voir  la 
figure.) 

Dans  la  mise  au  net  de  cette  première  partie  de  l'épure  qui 
se  fera  à  l'encre,  on  supposera  les  deux  corps  opaques  et  Ton 
représentera  par  un  trait  pointillé  les  lignes  cachées  soit  en 
projection  horizontale  soit  en  projection  verticale. 

Gela  fait,  on  déterminera  en  projection  horizontale  seule- 
ment les  ombres  propres  et  portées  soit  des  deux  corps  entre 
eux,  soit  des  deux  corps  sur  le  plan  horizontal,  en  les  suppo- 
sant éclairés  par  des  rayons  lumineux  parallèles  à  la  direction 
donnée  AA'.  Les  courbes  d'ombres  propres  et  celles  d'ombres 
portées  se  traceront  au  crayon  noir.  Le  trait  sera  continu 
pour  les  courbes  qui  sont  vues  en  projection,  pointillé  pour 
les  courbes  qui  sont  cachées.  Enfin  les  portions  des  surfaces 
qui  sont  dans  l'ombre  devront  être  recouvertes  de  hachures 
faites  à  l'encre  bleue. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Cène  et  sphère. 

Cadre  de  q!^^i-}  sur  o'",45. 

Ligne  de  terre  XY  parallèle  aux  petits  cotés  du  cadre 
à  'ioc""'"  du  côté  supérieur. 


DEUXIÈME    SESSION 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy.  Sur  l'axe 
des  X  on  considère  deux  points  A  et  B  dont  les  distances  à 
l'origine  sont  les  racines  de  l'équation 

d' —  -ipd  -H  <7-  =  o. 

^\\  projette  orthogonalement  les  points  A  et  B  en  a  et  ^  res- 
pectivement sur  la  droite  y  =  mx. 

Ceci  posé  : 

1"  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  circonscrites 
au  quadrilatère  AaèB  et  distinguer  les  points  du  plan  où 
passe  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

■2°  Trouver  le  lieu   v  des  centres  des  coniques  A  et  séparer 
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sur  ce  lieu  les  points  qui  sont  des  centres  d'ellipses  de  ceux 
qui  sont  des  centres  d'hyperboles. 

Démontrer  géométriquement  que  si  l'on  fait  varier  m,  le 
lieu  du  centre  de  y  est  un  cercle. 

3°  Indiquer,  pour  une  valeur  déteiminée  de  m,  une  con- 
struction de  l'hyperbole  équilatère  qui  fait  partie  des  co- 
niques A;  puis  déterminer  et  construire  l'hyperbole  équilatère 
dont  les  tangentes  en  a  et  b  sont  rectangulaires. 

i\°  Former  l'équation  des  coefficients  angulaires  des  nor- 
males menées  de  l'origine  à  l'hyperbole  équilatère  qui  répond 
à  ni  =  i,  q  =  o,  et  démontrer  que  deux  seulement  des  coef- 
ficients angulaires  sont  réels. 


Géométrie  descriptive. 

On  demande  de  déterminer  la  projection  horizontale  de  l'in- 
tersection d'un  c^'^lindre  oblique  avec  un  cylindre  de  révolu- 
tion,  les  deux  surfaces  étant  définies  de  la  manière  suivante  : 

1°  Le  cylindre  oblique  a  pour  base  une  circonférence  G  du 


Point  lumineux.  —  Projection  horizontale  S;  cote  de  S,  iSo™"'. 
OI  =  iiora">;   OD=:65'"">. 

Cylindre  oblique.  —  Cercle  de  base  C.  Rayon,  40""". 
Génératrice.  —  Projection  horizontale  VG  à  45"  sur  le  grand  côté 

du  cadre.  La  génératrice  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle 

de  45».  Le  cylindre  ainsi  défini  est  limité  à  un  plan  horizontal 

de  cote  h  =  loo"'"'. 
Cylindre  de  révolution.  —  Axe  projeté  en  (oo)],  perpendiculaire 

à  VG.   Rayon,  4oram.  Ce  cylintlre,  taugent  au  plan  horizontal, 

est  limité  aux  deux  plans  normaux  N  et  Nj. 

plan  horizontal  (centre  0,  rayon  R  =  40"^'");  les  génératrices 
inclinées  à  45"  sur  le  plan  horizontal  sont  parallèles  au  plan 
vertical  donné  VG;  le  cylindre  est  limité  par  un  plan  hori- 
zontal supérieur  de  cote  li  =  100'"'". 
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2°  Le  cylindre  de  révolution  est  tangent  au  plan  horizontal 
de  projection.  Son  rayon  est  de  4o'"'"  et  son  axe  est  projeté 
horizontalement  en  (tuSwi).  Cette  droite  passe  par  le  point  S 
défini  sur  la  figure  et  elle  est  perpendiculaire  à  la  direction  VG. 
Ce  cylindre  est  limité  à  deux  sections  droites  N  et  Nj  de  posi- 
tions données. 

Épuise. 

Cette  première  partie  de  l'épure  s'exécutera  complètement 
à  l'encre.  On  admettra  que  les  deux  surfaces  cylindriques  sont 
opaques  et  qu'elles  forment  un  seul  solide.  Les  lignes  cachées 
se  représenteront  par  des  traits  pointillés. 

Cela  fait,  on  supposera  les  solides  éclairés  par  un  point 
lumineux  S  donné  par  sa  projection  horizontale  et  sa 
cote  II  =  i5o""",  et  l'on  déterminera  en  projection  horizontale 
les  courbes  d'ombres  propres  et  celles  d'ombres  portées  soit 
par  les  surfaces  entre  elles,  soit  par  les  surfaces  sur  le  plan 
horizontal. 

Ces  courbes  se  traceront  au  crayon  d'un  trait  noir  continu 
pour  les  j)arties  vues  et  d'un  trait  noir  pointillé  pour  les 
parties  cachées. 

Enfin  on  devra  recouvrir  de  hachures  tracées  à  l'encre  bleue 
les  parties  dans  l'ombre  qui  sont  vues. 

Cadre  de  o'",'27  sur  o"',45. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Cylindres. 


SOLITIO^S  DE  QllESTIOiVS  PUOPOSÉES. 


1833. 

1900,  p.  48.) 


Soit 
ax-^  -T-  ibxy  -+-  cy^-  =  {ci ^  ia")x^-  +  -lib'-^  il^")^J  ^ {(^' ^ic")y' 

une  forme  binaire  quadratique  à  coefficients  imaginaires 
telle  que  la  partie  réelle 

a'  x"^ -\-  •!  b'  xy  -f-  c'  y  - 
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soit  une  foj^ me  positive.  Démontrer  que  le  déterminant  de 

la  forme  proposée 

B  =  ac  —  62 

n'est  jamais    négatif  {c'est-à-dire  que,  s'il  est  réel,  il  est 
nécessairement  positif  ). 
Soit 

v/D=a  +  tp 

la  valeur  principale  {celle  des  deux  valeurs  de  la  racine 
dont  la  partie  réelle  a  est  >  o)  de  la  racine  carrée  de  ce 
déterminant. 
Posons 

a  ^  ao  \/D,  b  —  bo  \/D,         c  =  Co  y/D  ; 

«0,  bo,  Cq  sont  des  quantités  imaginaires  dont  nous  dési- 
gnerons les  parties  réelles  respectivement  par  a'^,  b'^,  c[^. 
Faire  voir  que  la  forme 

a'^x-^^-ib'^xy  -^c'^y^- 
est  aussi  une  forme  positive?  (J.  Franiîl.) 


Posons 


SOLUTION 
Par  M.  M.  Lagoutixsky. 

T>,^a'c"-\-a"c'—-ib'b\ 
Di=a"c"—b"i. 

La  forme  a' x- -+■  'ib'xy  -f-  c'y-  est  positive;  on  a  donc 
(2'>0,  c'>o,  Di  >  o. 

Si,  en  outre,  D3>  o,  on  en  déduit  immédiatement 

et,  a  fortiori, 

{a'c"—  d'c'f--\-  ^a'c'a"c">  ^b'-^b'"^ 
ou 

\ac^a"c'\>\'ib'b"\. 

On  voit  que  D-2  a  le  signe  de  a"  et  c";  en  d'autres  termes, 
les  quantités  «"D^  et  c"D2  sont,  dans  ce  cas,  positives.  , 


(    025    ) 

On  conclut  de  même  que,  si  D3>  o,  on  ne  peut  pas  avoir 
D2=o;  dans  ce  dernier  cas,  on  a  donc  nécessairement  ou 
D3=  o,  ou  D3<  o. 

Mais  le  cas  où  D3  =  o  ne  peut  se  produire;  autrement  la 
forme  a" x- -^  2 b" xy -{- c" y-  n'a  pas  ses  coefficients  réels;  il 
reste  D3<  o. 

Considérons  l'expression 

B  =  ac  —  b'-=Di^  jD,— D3. 

Si   D2  =  o,  elle  devient  une  somme  des  quantités  positives. 
Ainsi  la  première  partie  de  la  question  se  trouve  établie. 
Passons  à  la  seconde.  Multiplions  la  forme 

par  |D|;  on  a,  en  vertu  des  formules 

a(a  -  /p)  =  «0  (  «  -^  f.3)  (a  -  îp)  =  ««  |  0  [ .  . .  , 
la  forme 

(9.)     (a'oi-\-a'"^)x'^-^9.(b'oi-^  b"  i^):ry  ^  (^c' oi -^  c"  ^) y\ 

où  a  et  p  satisfont  aux  équations 

(3)  a2-[32=Di-D3, 

(4)  2a[i=D.2 

et  à  une  égalité,  a  >  o. 

Démontrons  en  premier  lieu  que  son  discriminant,  multiplié 

par  —  I, 

4Dia2-i-4D2a^-r-4D3p2 

est  positif. 

A  l'aide  de  l'équation  (4)  cette  expression  se  change  en 

4D,a2+2Di  +  4D3p2. 

Si  D^^o,  cette  quantité  est  évidemment  positive.  Si,  au 
contraire,  D3<o,  multiplions-la  par  a'  et  transformons,  à 
l'aide  des  équations  (3)  et  (4),  en 


ou 


4D,a'^-l-siD|(p+D,-D3)  +  D3D| 
4D,a*4-2D|(p2  4_D,)-D3Dl; 
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c'est  une  quantité  positive.  Or  le  discriminant  de  la  forme  (2) 
est  négatif.  De  là  résulte  que  les  quantités 


(5) 


a  a 


a"^ 


et 


c  7. 


:"3 


ont  leur  signe  commun.  En  supposant  D,  —  D3>o,  on  con- 
clut, de  l'équation  (3), 

a>IP[. 

Si  l'on  fixe  deux  des  trois  quantités  a'\  h\  c"  et  si  l'on  fait 
varier  la  troisième  d'une  manière  continue,  sans  nuire  à  l'iné- 
galité Di —  D3>-o,  la  variation  des  quantités  a  et  ^  et,  par 
suite,  de  leurs  fonctions  (5),  sera  continue.  Mais  aucune  des 
quantités  (5)  ne  peut  s'annuler;  autrement,  le  discriminant  de 
la  forme  (2)  serait  positif.  Leur  signe  reste  donc  le  même 
malgré  la  variation  d'une  des  quantités  a'\  b" ,  c",  pourvu  que 
la  condition  Di — D3  >  o  soit  remplie.  Si  donc  nous  avons 
D3<<o,  a"  et  c"  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires; 
il  est  permis  de  changer  b"  pour  le  premier  cas  et  la  plus 
petite,  en  valeur  absolue,  des  quantités  a"  et  c",  pour  le 
second,  de  telle  sorte  que  nous  ayons  Di>  D3>  o. 

En  d'autres  termes,  il  suffit,  pour  la  détermination  du  signe 
des  quantités  (5),  de  se  borner  au  seul  cas  D3  >>  o. 

Abordons-le.    En    multipliant    l'équation    (4)   par   a"   et   c", 

nous  aurons 

i^a"^  =  a"D2,         2ac"3  =  c"Di, 

d'où  résulte  que  les  quantités  «"^  et  c"P  sont  positives.  En 
sommant  le  résultat  précédent,  nous  pouvons  dire  que  les 
formes  (2)  et,  par  suite,  (i)  sont  positives. 

Autre  solution  de  M.  D.  Pizzarello. 


1857. 

(1900,  p.  383.) 

On  donne,  dans  un  plan,  un  triangle  ABC  dont  les  cô- 
tés sont  a,  b,  c.  On  demande  d'étudier,  dans  l'espace,  le 
lieu  des  points  M  tels  que  leurs  distances  MA',  MB',  MC 
aux  trois  côtés  du  trianp;le  soient  proportionnelles  à  a,  b,  c. 

En  particulier,  déterminer  la  projection  de  ce  lieu  sur  le 
plan  du  triangle,  séparer  sur  cette  projection  les  arcs  gui 


(  5^7) 

sont  des  projections  réelles  de  la  courbe  de  l'espace,  et  exa- 
miner le  cas  du  triangle  isoscèle. 

Cette  question  constitue  en  quelque  sorte  une  extension  du 
point  (le  Lemoine,  puisque  c'est,  dans  l'espace,  la  courbe  dont 
tous  les  points  jouissent  de  la  propriété  qui,  dans  le  plan,  ap- 
partient au  point  de  Lemoine.  (E.  Lemoine.) 


SOLUTION   GÉOMÉTRIQUE 
Par  M.  V.  Retali. 

Appelons  K  le  point  de  Lemoine  du  triangle  ABC  et  A',  B', 
C  les  pôles  des  côtés  |  BG  j,  |  GA  |,  |  AB  [  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  :  le  lieu  A2  des  points  de  l'espace  dont  les  distances 
auN.  côtés  I  AB[,  |  ÂG  |  sont  dans  le  raj^port  {c:b)  est  un  cône 
quadrique  orthogonal  ayant  le  sommet  A  et  par  rapport  au- 
quel I  AB  |,  I  AG  I  sont  un  couple  de  rayons  conjugués.  Le  plan 
du  triangle   est  plan  diamétral  principal  et  coupe  A^  suivant 

Fig.  I. 


les  droites  |  AA' |  et  [B'G'l;  l'axe  principal  elliptique  de  A^ 
(à  l'intérieur  du  cône)  est  la  bissectrice  de  l'angle  aigu  formé 
par  I  AA'  ]  et  |  B'G'  [.  De  même,  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances aux  côtés  I  GB  |,  |  BA  |  sont  dans  le  rapport  {a'.c)  est  un 
cône  B2  dont  les  droites  |  BB' |,  |  A'G'|  forment  une  section 
diamétrale  principale,  etc.  Le  lieu  cherché,  intersection  des 
cônes  A2  et  B^,  se  décompose  donc  en  deux  coniques  situées 
dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  (ABC)  dont  les  centres 
sont  les  milieux  de  deux  diagonales  du  quadrilatère  complet 
ayant  les  droites  AG',  BG',  AK,  BK  pour  côtés.  Si,  par  exemple, 
les  angles  G'AK  et  G'BK  sont  aigus,  le  segment  fini  G'K  et  le 
segment  infini  A'B'  sont  des  axes  des  deux  coniques.  Ges  deux 
segments  forment  évidemment  la  projection  orthogonale  du 
lieu  sur  le  plan  du  triangle. 
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Si  le  triangle  est  isoscèle,  si  par  exemple  b  =  c,  le  cône  A^ 
dégénère  en  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  (ABC)  et 
entre  eux,  menés  par  les  bissectrices  de  l'angle  A  ;  la  projec- 


Fig.  2. 


tion  du  lieu  est  constituée  par  le  segment  fini  KA'  et  le  seg- 
ment infini  B'C  de  ces  deux  bissectrices. 


1863. 


(1900,   p.  384.) 

//  existe  une  infinité  de  coniques  qui  touchent  en  quatre 
points  une  quartique  bicirculaire ;  ces  points  sont  sur  un 
cercle  dont  le  centre  est  fixe.  (E.  Duporcq.) 

SOLUTION 

Par  UN  Anonyme. 

Il  existe  en  réalité  treize  systèmes  de  coniques  quadruple- 
ment  tangentes  à  une  quartique  bicirculaire.  Le  théorème 
énoncé  ne  peut  être  exact  que  pour  celui  de  ces  systèmes  qui 
comprend  une  droite  double  à  l'infini.  Les  coniques  de  ce  sys- 
tème ont  pour  équation  générale 


X2U  +  2XV  +  I  =  o, 


V   étant  le   premier  membre   de  l'équation   d'un    cercle  ;  les 
points  de  contact  avec  l'enveloppe  sont  sur  le  cercle 


).V-f-i  =  o, 


dont  le  centre  est  fixe. 
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[D5d] 
IMIOPRIÉ TES  GÉXÉHiLES  DES  SUBSTITUTIOiXS  A  IIIVE  VARIABLE 
ET  DES  FO^CTIO\S  QU'ELLES  LAISSENT  INVARIABLES; 

Par  m,  E.  lAGGf. 


Dans  deux  Notes  précédentes  (*),  nous  avons  consi- 
déré, sous  le  nom  de  fonctions  périodiques  (-),  des 
fonctions  complètes  [^)  F(a:)  telles  qu'il  existe  des 
substitutions  à  x  qui  laissent  invariables  ces  fonctions; 
et  nous  avons  montré  que  toute  fonction  complète  uni- 
forme, c'est-à-dire  toute  fonction  nniforme  sans  points 
critiques,  est  une  fonction  périodique,  et  en  outre  qu'il 
existe  des  fonctions  conq:)lctes  multiformes  qui  sont  pé- 
riodiques. iNous  avons  vu  aussi  qu(î  toute  fonction  com- 
plète périodique  ponctale  ('•),  uniforme  ou  multiforme, 
a  pour  groupe  de  substitutions  un  groupe  discontinu^ 
et  que  toute  fonction  conq:>lète  périodique  impropre- 
ment linèale  (^)  ou  arèale  ("),  a  pour  groupe  de  substi- 
tutions un  groupe  continu. 

1.  Considérons  une  fonction  périodique  ¥[x)  quel- 
conque, et  le  groupe,  discontinu  ou  continu,  de  ses 
substitutions.  Les  substitutions,  ou,  dans  notre  langage 
abrégé,    les  fonctions  s[x)   elles-mêmes   que   l'on  peut 


(')  Sur  les  notions  de  fonction  complète  et  de  fonction  pério- 
dique {Nou^'elles  Annales,  avril  1901).  —  Sur  les  substitutions  à 
une  variable  et  les  fonctions  qu'elles  laissent  invariables  {Ibid., 
octobre  1901). 

(')i  (^)>  (*)>  i^)y  (^)>  ^oir,  au  sujet  de  ces  termes,  les  deux  Notes 
citées. 

Ann.  de  Mathéniat.,  '\    série,  t.  I.  (Décembre  1901.)  ^4 
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substituer  à  x^  sont  toutes  les  racines  du  l'équation 

et  ce  sont  des  racines  simples  de  cette  équation,  ainsi 
que  nous  l'avons  vu,  sauf  pour  des  valeurs  particulières 
de  .X  qui  sont  les  points  multiples  (*)  du  groupe. 
Soient  5/(jr),  Sj(x)  deux  substitutions  queli^onques  du 
groupe.  On  a 

et,  par  conséquent, 

F{s,{sj{x)))  =  F{sj{x))  =  F(^)  =  F(sj{sdx))). 

Donc,  si  Si(x)  et  Sj(^x)  sont  deux  substitutions  quel- 
conques d' un  groupe,  les  deux  fonctions  Si(sjix)), 
Sj(si(x))  sont  aussi  des  substitutioJis  du  groupe.  Il  ré- 
sulte de  là  que  si,  dans  toutes  les  substitutions  d'un 
groupe,  on  fait  à  x  une  substitution  du  groupe,  on  ne 
peut  obtenir  ainsi  que  des  substitutions  du  groupe. 
D'ailleurs,  on  ne  peut  obtenir  deux  fois  la  même  substi- 
tution; car  si,  ayant  substitué  Si[x)  à  x,  on  avait,  Sp 
et  Sq  étant  distinctes, 

on  aurait,  en  faisant  à  x  la  substitution  ^i  inverse  de  .v/, 

Si,(^Si{r:i{x)))  =  s,j[si(ci{x))) 

et,  par  conséquent, 

ce  qui  n'est  pas.  Jl  s'ensuit  que  si,  dans  un  groupe  quel- 
conque, on  fait  à  x  une  substitution  quelconque  du 
groupe,  ce  groupe,  c'est-à-dire  rensemble  de  toutes  les 

(')    Voir,  au  sujet  de  ce  terme,  les  deux  i\(Ues  citées. 
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substitutions,  y  compris  la  substitution  identique,  reste 
iiwariable. 

Ceci  conduit  ininiédiatemeiit  à  considérer  une  fonction 
périodique  F(x)  quelconque  comme  une  fonction  symé- 
trique des  substitutions  de  son  groupe.  Ainsi,  par 
exemple,  lorsque  le  nombre  des  substitutions  Si{x)  est 
fini,  la  fonction  symétrique 


X 


Wst{x) 


est  une  fonction  périodique  du  groupe  considéré,  et 
cela  se  vérifie  aisément,  si  l'on  considère,  par  exemple, 
le  groupe  d'un  polynôme 

F {x)  —  aox'^  -h  rti.r'"~i  -t-.  .  ,  -i-  a„i. 

L'équation 

F{s)  =  F{x) 

ou 

a^s'"  -\-  ays"^-^  -h.  .  .-f-  a,n-is  -+-  a,,,—  F{x)  =  o, 

montre  que  le  produit  des  racines,  ^  1  1  <?/,  <3st 

a,n  —  F{x) 

«0 

et,  par  suite,  que  toutes  les  fonctions  entières 

X^rTTs/H-  [x  =  X'F(^)  -h  II', 

où  X,  ix,  V,  [x'  sont  des  constantes  et  dont  l'une  est  le 
produit  considéré,  ont  pour  groupe  de  substitutions  le 
groupe  de  F(x). 

Dans  tous  les  cas  où  le  nombre  des  substitutions  du 
groupe  est  fini,  on  obtient  une  fonction  périodique  par 

le  produit  x  1  1  Si(x)  ;  car  ce  produit  est  nécessairement 

convergent,    et   invariable   pour    les    substitutions    du 
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groupe.   Mais   lorsque  le  nombre  des   subslituLions  est 
infini,  le  produit  kx  I  1  Si[x)  (qui  peut  d'ailleurs  n'être 

pas  convergent)  ne  donne  pas  généralement  de  fonction 
périodique  du  groupe,  lorsqu'il  est  convergeut. 
Le  produit  convergent 


qui  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  produit  des 
substitutions  de  tangj?;,  en  est  un  exemple.  Cependant 
le  produit,  à  un  facteur  coustant  piès,  des  substitutions 
de  sinjc 

^n  ['  -  (-2-^]  n  [■-  (iTT^W] 

{m  =  I,  2 ,  . .  .  ;  /i  =  o,  1 ,  2,  .  , .) 

n'est  autre  que  la  fonction  sinx  elle-même;  mais  ceci 
ne  se  présente  que  dans  des  cas  très  particuliers.  Nous 
verrons  dans  la  suite  une  mélhode  générale  de  détermi- 
nation des  fonctions  périodiques  dont  on  donne  le 
groupe. 

2.  Considérons  un  groupe  quelconque,  discontinu  ou 
continu,  de  substitutions,  que  nous  désignerons  par  G. 
Désignons  par  S\  (x)  une  substitution  quelconque  du 
groupe  G;  la  substitution  Si  (si(x)\  que  nous  désigne- 
rons par  S2{x),  fait  partie  du  groupe  et  il  en  sera  de 
même  des  substitutions 


s„+p(a:)  =  Sf,(s„(x)). 
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Nous  considérerons  deux  cas  : 

1°  Le  cas  où,  m  étant  un  uonibre  fini,  on  arrive 
ainsi  par  itération  de  5,(jr)  à  la  substitution  identique 

2°  Le  cas  où,  quelque  grand  (jue  soit  m,  on  n'arrive 
jamais,  par  itération  de  .?,  (j:),  à  la  substitution  iden- 
tique. 

Dans  le  premier  cas,  on  peut  écrire 

Il  s'ensuit  que  5,  et  s,u_\ ,  (jue  Sp  et  s,n_py  sont  inverses 
rune  de  Vautre,  autrement  dit,  que  deux  substitutions 
équidistantes  des  extrêmes,  dans  la  suite 

sont  inverses  l'une  de  l'autre.  Si  m  —  i  est  impair, 
c'est-à-dire  si  m  est  pair,  il  y  a  une  substitution,  au 
milieu  de  cette  suite,  qui  est  im^erse  d'elle-même.  On 
peut  désigner  si  l'on  veut  par  s_p  au  lieu  de  Sm-p  ^^ 
substitution  inverse  de  Spy  en  remarquant  que 

X  =  S^{x)  =  S,n.{x)  =  S.2„i(x)  =    .  .., 

car  alors 

en  ap[)liquant  aux  indices  négatifs  la  règle  exprimée  par 
l'égalité 

Sn-^p{x)  —  Sn{s.j,(x))  =  Sj>(s,iix)). 

Cette  notation  a  son  importance  pour  l'étude  du  se- 
cond cas.  Mais  remarquons  que  l'ensemble  des  substi- 
tutions 

X,       Si(x),       S2(x},       .....       S-,n-i(x) 
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reste  invariable  (ou  que  ses  élénienls  ne  sont  que  per- 
mutés), lorsqu'on  fait  à  x  une  des  w  substitutions  de 
cet  ensemble;  que,  par  suite,  cet  ensemble  constitue  un 
groupe,  car  on  peut  concevoir  et  même  former  une 
fonction  symétrique  de  ces  substitutions,  c'est-à-dire 
une  fonction  périodique  aj'ant  pour  groupe  cet  ensemble 
de  substitutions;  le  produit 

m—\ 


1 


est  une  de  ces  fonctions.  Ainsi,  les  fonctions  itérées  Si[x) 
forment  par  leur  ensemble  un  groupe,  et  si  en  formant 
ces  fonctions  par  répétition  de  Si(x)  nous  n'avons  pas 
épuisé  toutes  celles  du  groupe  G  donné  où  nous  avons 
pris  5<,  on  pourra  dire  que  le  groupe  que  nous  venons 
de  former  est  contenu  dans  G,  ou  enfin  est  un  sous- 
groupe  g  contenu  dans  G. 

Dans  le  second  cas,  où  si  grand  que  soit  m,  aucune 
substitution  s„i[x)  obtenue  par  répétition  de5<  (x)  n'est 
identique  à  x,  on  n'obtient  jamais  par  ces  répétitions 
une  fonction  inverse  des  fonctions  itérées  successives 

car  si  l'on  avait,  pour  des  nombres  finis  n  et  /;, 
on  aurait 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  ;  on  démontre  d'ailleurs 
d'une  manière  analogue  que  les  substitutions  5^(0:)  sont 
toutes  distinctes. 

Afin  de  constituer  un  ensemble  analogue  à  celui  qui 
s'est  présenté  dans  le  cas  précédent,  nous  adjoindrons 
aux    précédentes    substitutions    en     nombre    infini,    la 
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subslitulion  5_,,  inverse  de  5,,  et  toutes  celles  qu'on  eu 
déduit  par  répétition.  Toutes  ces  substitutions  en 
nombre  infini 

5_i,       S—y,       S— 3.       ...,       S—n,        ... 

sont  respectivement  les  inverses  des  substitutions 

^l>       *2?       ^3«        •  •  •>       S/i-,        •  •  • 

ainsi  (ju'on  le  vérifie  aisément.  L'ensemble  constitué 
par  cette  double  infîniié  de  substitutions  auxquelles  on 
adjoint  5o^x,  jouit  de  cette  propriété  de  rester  inva- 
liable  (ses  éléments  ne  sont  que  permutés)  lorsqu'on 
fait  à  X  une  des  substitutions  de  cet  ensemble,  et  si  l'on 
ne  peut  vérifier  rexisLence  d'une  fonction  symétrique 
des  éléments  de  cet  ensemble,  on  peut  du  moins  la  con- 
cevoir; ceci  nous  suffit  pour  désigner  encore  sous  le  nom 
dégroupe  cet  ensemble  de  substitutions  :  toute  fonction 
symétrique  des  ^/^(x),  s'il  en  existe,  sera  une  fonction 
périodique  ayant  cet  ensemble  pour  groupe. 

Toutes  les  substitutions  s^rn  comme  les  substitu- 
tions s,i^  sont  contenues  dans  le  groupe  G,  car  ce  groupe, 
contenant  5„,  contient  son  inverse  s_,i-^  le  groupe  que 
nous  venons  de  former  est  donc,  ou  identique  à  G,  ou 
contenu  dans  G;  s'il  est  contenu  dans  G,  on  pourra 
l'appelei-  un  sous-groupe  g  cojitenu  dans  G. 

3.  Les  groupes  g^  d'un  nombre  fini  ou  infini  de 
substitutions  que  nous  venons  de  considérer,  sont  remar- 
quables en  ce  sens  qu'une  seule  substitution  5,  (x)  suffit 
pour  trouver  toutes  les  auties,  c'est-à-dire  pour  déter- 
miner chacun  de  ces  groupes.  La  substitution  5<  (x) 
sera  appelée  la  substitution  fondamentale  du  groupe  g 
formé  par  itération  et  inversion  de  5,  (x).  Quant  au 
groupe  g^  on  dira  qu'il  est  d\)rdre  i,  en  désignant  par 
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ordre  d'un  groupe^  le  plus  petil  nombre  de  subslilutioiis 
fondamentales  qui  suffisent  à  le  déterminer,  comme  nous 
l'expliquerons  dans  la  suite. 

Il  est  certain  que  toutes  les  substitutions  s,i(x)  d'un 
groupe  g  d'ordre  i  ont  entre  elles  quelque  cliose  de 
commun,  puisqu'elles  proviennent  loutes  d'itéiation  ou 
d'inversion  de  5,(x).  On  peut  dire  que  dans  la  suite 
finie  ou  infinie 

...,       S—,i,        ...,       *_2,       *— 1,       ^0,       ^1,       ^2,        ...,       S,i^        ..., 

s,i  est  fonction  de  n  en  nieine  temps  que  de  x  :  n  sera 
appelé  le  paramètre  des  substitutions  du  groupe  ;  quant 
aux  coefficients,  que  contiennent  les  5,/,  et  qui  ne  dé- 
pendent pas  de  n  et  par  suite  sont  les  mêmes  dans  toutes 
les  substitutions  de  ce  groupe,  ce  seront  les  constantes 
du  groupe. 

Supposons  que  le  groupe  d'ordre  i  considéré  ne  con- 
tienne qu'un  nombre  fini  ni  de  substitutions  ;  ces  substi- 
tutions sont  alors  algébriques,  car  le  groupe  contient 
non  seulement  la  substitution  inverse  s_„  d'une  substi- 
tution Sfi  fjuelconque  et  qui  est  telle  que 

mais  encoi'e  toutes  les  fonctions  partielles  qu'il  faut 
adjoindre  soit  à  s,i^  soit  à  s_,i  pour  former  une  fonction 
complète^  en  sorte  que  si  s,^  était  transcendante,  le 
nombre  de  ces  fonctions  partielles,  5,'^,  5)'^,  .  .  .,  ou 
s'^n-)  ^-ni  '  '  '  ">  serait  infini  et  par  suite  le  groupe  con- 
tiendrait une  infinité  de  substitutions.  Ceci  étant,  on 
pourra  prendre  pour  paramètre,  au  lieu  de  «,  une  ra- 
cine 7n'^"^^  de  l'unité  : 

Xri  =  e      '^^  (  /i  =  o,  I ,  '2,  .  .  . ,  m  —  1  ), 

et  l'écjuation 

F(4-)  =  F(>), 
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OÙ  F  est   une  fouclion  périodicjue  de  groupe  g,  permet 
d'éeriieles  subslilulions  sous  la  forme 

Sn{x)  =  o{x,  In)  =  Oix,  X'/). 

Il  s'ensuit  qu'au  lieu  de  s^^  on  pourra  prendre,  pour 
substiiution  fondamentale  du  groupe,  toute  substi- 
tution Sp  telle  fpie  les  puissanees  de  Af  donnent  les 
m  raeines  m'^""®*  de  l'unité  :  ces  substitutions  Sp  sont 
donc  telles  que  A^  est  une  racine  primitive  77i'^™^  de 
l'unité,  c'est-à-dire  que  p  est  premier  avec  ni]  on  en 
sait  former  le  nombrt*  au  moyen  des  diviseurs  premiers 
de  ju.  En  particulier,  si  m  est  un  nombre  premier,  cba- 
cune  des  substitutions  Sp  peut  être  prise  pour  substitu- 
tion fondamentale. 

L'itération  d'une  substitution  Sp  dans  laquelle  p  n'est 
pas  premier,  avec  ///,  donne  des  substitutions  du  groupe, 
mais  ne  les  donne  pas  toutes^  leur  ensemble  constitue 
évidemment  aussi  un  groupe,  mais  ce  groupe  est  con- 
tenu comme  sous-groupe  dans  le  groupe  g^  et  le  nombre 
des  substitutions  de  ce  nouveau  groupe  est  un  diviseur 
de  m. 

Lorsque  le  nombre  des  substitutions  de  ^  est  infini, 
les  substitutions  ne  sont  pas  nécessaiiement  algébriques 
et  l'on  ne  peut  généralement  prendre  pour  paramètres 
des  racines  imaginaires  de  l'unité  (cependant  dans  le 
cas  du  groupe  continu  d'ordre  i  de  la  fonction  impro- 
prement linéale 


X  —  a 


X 


où  m  est  incommensurable,  on  peut  prendre  pour  para- 
mètre une  racine  m'^"'®  de  Tunité).  Mais  on  pourra,  le 
plus  souvent,  distinguer  comme  précédemment  dans  le 
groupe,  des  substitutions  autres  que^,,  qui  pourraient 
être  prises,    cliacune,   pour   substitution  londamentale  ^ 


(  538  ) 

l'itération  et  l'inversion  de   toute  autre   ne   donnerait 
qu'un  sous-groupe  contenu  dans  g. 

4.  Considérons  maintenant  les  points  multiples  de  g. 
Soit  a  un  point  multiple  où  l'on  a 

5;,(a)  =  a. 
Il  s'ensuit  immédiatement 

Sp{a.)  =  sopi^)  =  S3j>{oc)  =.  .  .=  a. 

Ainsi,  toutes  les  substitutions  du  groupe  d'ordre  i 
dont  Sp('x)  est  la  substitution  fondamentale  deviennent 
identiques  à  a,  pour  x  =  a.  Si  Sp(jc)  est  une  des  substi- 
tutions qui  peuvent  être  prises  pour  substitution  fonda- 
mentale du  groupe  g  d'ordre  i  primitivement  formé  au 
moyen  de  .v,  (^),  a  appartient  à  toutes  les  substitutions 
du  groupe  g  (si  le  nombre  des  substitutions  est  un 
nombre  fini  /7i ,  nous  rappelons  que  /;  est  premier 
avec  jn).  Si  Sp(x)  n'est  pas  une  substitution  pouvant 
être  prise  pour  substitution  fondamentale,  il  peut  arriver 
que  a  n'appartienne  pas  à  toutes  les  substitutions  du 
groupe  g.  Si  le  nombre  ui  était  un  nombre  fini  premier, 
on  voit  que  le  point  a  serait  nécessairement  commun  à 
toutes  les  substitutions  du  groupe  ^  (')• 

Dans  le  cas  où  ^  contient  une  infinité  de  substitutions 
obtenues  par  itération  et  inversion  de  s,(x),  on  doit 
faire  croître  indéfiniment  n  dans  s,i(x).  Si  5«(.r)  a  une 
limite  finie,  cette  limite  est  indépendante  de  X]  en  effet 
s,t{x)  et  s,i_^^=zs^  (^s,i)  ont  nécessairement  même  limite; 


[^  )  Ces  propriétés  ont  été  étudiées  dans  certains  cas  particuliers  par 
plusieurs  mathématiciens,  notamment  par  M.  Kœnigs.  Notre  méthode 
tire  sa  simplicité  et  sa  généralité  de  l'hypothèse  de  l'existence  de  la 
fonction  périodique  F(^),  qui  nous  a  permis  de  nous  servir  de 
l'équation  aux  substitutions  P{s)  =  V{ir). 
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i!  s'ensuit  que  si  o-(x)  est  la  limite  de^„,  ^,  {'^{jc))  est 
la  limite  de  .ç„^,  et  par  eonséquent 

ce  qui  est  impossible,  à  moins  que  :  i"  crue  soit  con- 
stant; 2°  la  valeur  de  la  limite  o-  ne  soit  un  point  mul- 
tiple de  Si  et,  par  suite,  de  toutes  les  autres  substitutions. 
D'antre  part,  si  a  est  celte  limite  finie  de  Sfi[x),  on  a 

F(>:)  =  F(a), 

puisque  a  est  une  substitution  du  groupe,  limite 
des„(x);  cette  égalité  est  impossible  quel  que  soir  x,  à 
moins  que  F(«)  ne  soit  indéterminée-,  donc  : 

Toute  limite  finie  de  la  substitution  s,i(x),  itéi'ée 
de  ^«(x)  lorsque  n  croit  indéfiniment,  est  une  con- 
stante a  et  cette  constante  est  à  la  fois  un  point  multiple 
commun  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  d'ordre  i , 
et  un  point  singulier  essentiel  de  la  fonction  perio- 
di{/ue  F(-t")  de  gi-oupe  g. 

On  en  a  un  exemple  dans  les  su])stitutions  données 
par  l'éiralilé 


t5 

I  n 


~  ,     ,  (  /«  =  (),  ±1.  =i:'2.  ±3.  ..  .), 

s  —  a         T  —  Cl         h 

(|ui  sont  les  subsli  tu  lions  de  la  (onction 

V  {X)  =  tanj? , 

X  —  a 

et  des  transformées  linéaires  de  cette  fonction  ;  le  point  a 
est  à  la  fois  un  point  multiple  du  groupe,  le  seul  d'ail- 
leurs, et  un  point  essentiel  de  la  fonction  F(x). 

On  peut  ajouter  d'une  manière  générale  et  pour  un 
groupe  d'ordre  quelconque  que,  les  subslilulions  .S//(\r) 
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laissant  F(x)  invariabie,  les  zéros,  les  infinis,  les  points 
singuliers  essentiels  de  F(x)  ou  restent  invariables  par 
les  substitutions  du  groupe,  et  alors  ce  sont  des  points 
ninitiples,  ou  sont  transformés  en  des  points  qui  sont 
respectivement  de  même  nature  qu'eux-mêmes. 

5.  Ajaut  pris  une  substitution  quelconque  ^i  (x) 
dans  un  groupe  G  quelconque,  nous  avons  formé  le 
sous-groupe  d'ordre  i  dont  5,(x)  est  la  substitution 
fondamentale  et,  à  cette  occasion,  nons  avons  démontré 
les  propriétés  générales  des  groupes  d'ordre  i .  Soit  main- 
tenant gt  le  sous-groupe  formé  au  moyen  deSf(x)  et 
soit52(:;)  une  substitution  de  G  qui  n'appartienne  pas 
à  gi  ;  on  peut  former  un  sous-groupe  g2  d'ordre  i  dont 
la  substitution  fondamentale  soit  .Ço-  Si  g 2  contient  gi. 
nous  laisserons  gi  de  côté;  si  ^2  ^t  gf  ont  queb^ues 
substitutions  communes,  nous  rejetterons  50  et  pren- 
drons une  autre  substitution  de  G;  nous  nous  placerons 
donc  dans  le  cas  ou  gi  et  ^o  n'ont  aucune  substitution 
commune.  G  contient  toutes  les  substitutions  formées 
par  combinaisons  de  substitutions  de  g^  et  de  substitu- 
tions de  g.,.  Formons  toutes  ces  substitutions;  b;ur 
ensemble,  en  y  comprenant  les  substitutions  de  gi  et 
celles  de  g2,  restera  invariable  si  l'on  y  fait  à  x  une  sub- 
stitution prise  dans  cet  ensemble;  ses  éléments  ne  seront 
que  permutés.  Cet  ensemble  est  donc  un  groupe  ^«,2 
d'ordre  2,  contenu  comme  sous-groupe  dans  G,  et  con- 
tenant comme  sous-groupes  gt  et  gi- 

Soit  maintenant  ^3  un  nouveau  sous-groupe  d'ordre  i , 
formé  au  moyen  d'une  substitution  A3  de  G  n'apparte- 
nant pas  à  gi^^-)  <^t  supposons  comme  plus  haut  que  ^3 
n'ait  aucune  substitution  commune  avec  ir,  ,.  Toutes  les 
substitutions  formées  par  combinaisons  des  substitutions 
de  ^3  et  de  g\^-2  appartiennent  à  ix  et  forment,  avec  celles 
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de  g'i  et  de  ^t,2,  un  sous-groupe  ^t,2,3  d'ordre  3,  con  - 
tenu  dans  G,  et  contenant  comme  sous-groupes  g^^  {51,2 
et  par  suite  gt  et  go-  JMais  si  l'on  forme  le  groupe 
d'ordre  2,  ^2,3,  au  moyen  des  substitutions  fondamen- 
tales ^2  *^t  «^3^  <^^u  voit  que  ce  gioupe  est  contenu  dans 
^«,2,3  ^^  contient ^2  ^-t  §3  ]  ^^  même  le  groupe  d'ordre  2, 
^1^3,  formé  au  moyen  des  substitutions  fondamentales 
Si  et  53,  est  contenu  dans  ^1,2,3  et  contient  ^»',  et  ^3.  En 
résumé,  le  sous-groupe  d'ordre  3,  ^1,2,3  contient  les 
trois  sous-groupes  d'ordre  2,  §"1,27  ^2,3?  g\,3  qui  con- 
tiennent eux-mêmes,  chacun,  deux  des  sous-groupes 
d'ordre  i,  ^',,  go,  g^. 

Formant  un  nouveau  sous-groupe  d'ordre  i,  ^/,,  au 
moyen  d'une  substitution  Sr,  de  G,  qui  n'appartienne 
j)as  à  ^1,2,3?  on  aura  par  combinaisons  des  substitutions 
de  ces  deux  groupes,  des  sul^stilutions  formant  avec  g^t 
t't  ^'1,2,3  un  sous-groupe  ^1,2,3,4  d'ordre  4j  contenu 
dans  G,  et  ce  sous-groupe  contiendra  tous  les  sous- 
groupes  d'ordres  respectifs  3,  2,  i, 

.^2,3,;,       »'l,3,4,       a'i,^,*,       ftl,2,3, 

rtl,2j        ^1,3,        ^1,4»        .^2,3,        ^2,4,        S'3,!^^ 

ft  l  >       a  2  5       3  il       .*!»  4  ) 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les 
substitutions  de  G;  nous  supposons  qu'avec  un  nombre 
fini  de  substitutions  fondamentales  ^1,50,  .  .  . ,  5«  on 
soit  arrivé  à  former  une  suite  de  sous-groupes 

.■^li        rt'l,?^        /?'l,2,35         •••?        ^1,2, 3, ...,«5 

dont  le  dernier,  ^i,2,...,/o  ^l^i  ^^t  d'ordre  n^  soit  iden- 
tique à  G.  Dans  cette  suite  de  sous-groupes,  on  peut 
remarquer  que  l'un  quelconque  d'entre  eux  contient 
comme  sous-groupes  tous  ceux   qui  le  précèdent  et  est 


(  51.  ) 
conleiiii  dans  ceux  qui  le  siiivenl.  Les  élëiiients  de  for- 
mation de  G  ont  été  Ç) ,  ^o?  •  -  -  -,  ^n- 

On  peut  considérer  aussi  comme  éléments  de   celte 
formation  les  sous-^vou^cs  Jonclamentaiix  d'ordre  i, 


^1,       ^2, 


3, 


ê^ri' 


On  aurait  une  autre  suite  de  sous-groupes,  en  par- 
lant d'un  sous-groupe  g^,^  d'ordre  i,  et  combinant  ses 
substitutions  avec  celles  d'un  autre  sous-groupe  gp^ 
d'ordre  i  et  ainsi  de  suite  : 


S'pn         ^PuPii         ^Pi,P-l,Pi'> 


'        S'puPi,--,Pnl 


OÙ.  les  nombres  ^,,  po,  .  .  - ,  /?«  ne  sont  autres  que  les  n 
premiers  nombres  et  les  gp  les  mêmes  sous-groupes  fon- 
damentaux d'ordre  i  que  précédemment,  mais  rangés 
dans  un  ordre  dilférent. 

Dans  les  n  sous-groupes  fondamentaux,  on  peut  d'ail- 
leurs choisir  d'autres  substitutions  fondamentales  que 
celles  qui  ont  été  primitivement  choisies  :  on  aurait 
d'autres  systèmes  fondamentaux  de  substitutions  de  G, 
mais  qui  donneraient  les  mêmes  sous-groupes  fonda- 
mentaux. Mais  on  peut  aussi  partir  de  substitutions 
n'appartenant  à  aucun  des  n  sous-groupes  d'ordre  i 
formés  :  on  obtiendra  ainsi  de  nouvelles  formations  de  G 
et  d'autres  suites  de  sous-groupes  d'ordre  i,  2,  .  .  .  ,  /z' 
n'ayant  rien  de  commun  avec  les  premières*,  dans  cha- 
cune de  ces  formations  le  dernier  groupe  obtenu,  qui 
sera  d'ordre  /z',  sera  identique  à  G. 

Nous  réserverons  le  terme  d'ordre  du  groupe  G  au 
plus  petit  N  des  nombres  w,  n',  n",  ...  et  le  terme  de 
système  fondamental  à  N  substitutions  ou  à  N  sous- 
groupes  d'ordre  i,  qui  suffisent  à  déterminer  G. 

Si  l'on  forme  N  sous-groupes  fondamentaux  d'ordre  i 
d'un  groupe  G  d'ordre  N,  puis,  au  moyen  d'une  subsli- 
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tulioii  qui  n'apparlient  pas  à  ces  N  sous-groupes,  un 
nouveau  sous-groupe  d'ordre  i,  puis,  au  moyen  d'une 
substitution  de  G  qui  n'appartient  pas  à  ces  N  +  i  sous- 
groupes,  un  nouveau  sous-groupe  d'ordre  i  et  ainsi  de 
suite,  on  voit  que  G  peut  être  considéré  comme  un 
ensemble  de  sous-groupes  d'ordre  i ,  car  on  ariivera 
ainsi  nécessairement  à  épuiser  les  substitutions  de  G. 
Ce  théorème  nous  sera  utile  dans  les  applications. 

Soient  deux  groupes,  G  et  G^  d'ordres  quelconques, 
et  supposons  que  ces  deux  groupes  aient  des  substitu- 
tions communes.  Si  Si(x)  et  sj(x)  sont  deux  quel- 
conques de  ces  substitutions  communes,  la  substitu- 
tion Si(^sj(x))  est  aussi  une  substitution  qui  appartient 
à  G  et  à  G'^  les  itérées  et  les  inverses  de  Sj,  de  Sj\ 
de  Si(sj(x)j  sont  aussi  des  substitutions  communes.  Les 
substitutions  communes  à  (x  et  à  G',  étant  telles,  que 
leur  ensemble  contient  toutes  les  substitutions  formées 
en  faisant  à  x  une  substitution  quelconque  de  cet  en- 
semble, forment  un  groupe  g.  Donc,  lorsque  deux 
groupes  G  et  G'  ((uelconques  ont  des  substitutions  com- 
munes, les  deux  groupes  G  et  G'  ont  en  commun  un 
sous-groupe  g  et  n'ont  pas  d'autres  substitutions  com- 
munes que  celles  de  ce  sous-groupe  g^  dont  l'ordre  peut 
d'ailleurs  être  un  nombre  entier  quelconque  inférieur 
aux  ordres  respectifs  de  G  et  de  G'. 

6.  Soient/(x)  et  'f  (^)  deux  fonctions  complètes  uni- 
formes et  par  conséquent  périodiques.  La  fonction 

f(^)-t(/(^)) 

est  également  une  fonction  complète  uniforme  et  par 
conséquent  une  fonction  périodique.  Soient  G,  g^  y  ^^^ 
groupes  respectifs  de  F,  /  et  ^p  ^  5,,  ^o,  .^3,  ...,  etcr,,  T.y^ 


(  544  ) 

G-3,  ...  les  subsLitulioiis  respectives  (le  /oL  (le  C5,  formaiU 
les  groupes  g  et  y.  F(x)  admet  évidemment  toutes  les 
substitutions  def(œ)  et,  par  conséquent,  g  est  contenu 
comme  sous-groupe  dans  G.  Les  substitutions  de  F  qui 
n'appartiennent  pas  k  f^  c'est-à-dire  les  substitutions 
qui,  dans  G,  ne  sont  pas  contenues  dans  »,  sont  des 
substitutions  ^i  (j?),  ^2(^)1  •  •  qui  transforment  y(x) 
en  les  substitutions  '^{f)  de  la  fonction  '^{f)  ' 

f{tiix))  =  <yj{f(x)). 

Réciproquement,  si  deux  fonctions  complètes  uni- 
formes F(jo)  elj\x)  ont  des  groupes  G  et^,  tels  que  g 
est  contenu  comme  sous-groupe  dans  G,  F(jr)  est  une 
certaine  fonction  complète  uniforme  o  de  f(x)  ('),  car, 
puisque  g  est  contenu  dans  G,  une  valeur  de  f(^x)  ne 
détermine  qu'une  valeuiF(^)  [en  dehors  de  certaines 
valeurs  particulières  de  f^  qui  seraient,  lorsqu'elles 
existent,  des  points  singuliers  essentiels  de  o,  et  corres- 
pondent à  des  })oints  singuliers  essentiels  x  de  F  (a:)]. 

Soient  G  un  groupe  d'ordre  N  et 

une  suite  de  sous-groupes  telle  que  celles  que  nous  avons 
formées  précédemment  (5)  où  le  dernier  ^,^0 >  <-'st 


(^)  Nous  nous  sommes  servi  de  ces  propriétés  lîans  rélude  d'une 
certaine  fonction  uniforme  o{y)  qui  est  telle  que 

sn;r  =  C5  (  sin -^  a;),         sn  (K  H-a;)  =  of  cos— ^a;  | 

'   \        2  Iv     /  '  V        2  Iv     / 

[  5«/'  une  nouvelle  transcendante  qui  transforme  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce  en  intégrale  circulaire  {Nouvelles 
Annales,  décembre  1900)].  On  se  sert  également  de  cette  propriété 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  lorsqu'on  exprime  6(0;) 

au  moyen  de  e  ^  . 


t 


I 
I 
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identique  à  G.  Si  ¥[x)  est  une  fonction  complète  uni- 
forme de  groupe  G  et  y*<^2,...,  o(^)  une  fonction  com- 
plète uniforme  de  groupe  «1^2,  ...,/>>  F  sera  une  certaine 
fonction  complète  uniforme  de  f\^2,...,pf  ^t  l'o^^  voit 
que  F  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

F(^)  =  ?n(^?.n-i(...(?3(c?2(/i(^))))...)), 

oiifi^  cso,  03,  .  .  . ,  'jji  sont  des  fonctions  complètes  uni- 
formes. 

Les  diverses  formations  que  l'on  peut  faire  du  groupe  G 
d'ordre  N  conduisent  à  diverses  foimes  analogues  de 
F(x).  Nous  n'insistons  pas  davantage,  mais  nous  ferons 
remarquer  que  ces  propriétés  pourraient  être  utiles  dans 
la  théorie  générale  des  fonctions  uniformes  et  de  leurs 
inverses. 

Si  deux  fonctions  complètes  uniformes  y^^  y^  sont 
liées  par  une  relation  algébrique  de  degré  jn^  en  y^  et 
m^  en  y.^  et  si  y^  a  plus  de  rn^  substitutions,  y^  el y^ 
ont  des  substitutions  communes  et,  par  suite,  d'après 
ce  qui  précède  (5),  un  sous-groupe  commun,  car  s'il 
n'y  avait  pas  de  substitutions  communes,  le  nombre  des 
valeurs  de  y^-,  déterminées  par  une  valeur  de  jk<î  serait 
égal  au  nombre  des  substitutions  dej^,  et,  par  consé- 
quent, serait  supérieur  à  nu\  y^  a  d'ailleurs  au  moins 
ni^  substitutions  (y  compris  la  substitution  identique). 
On  peut  tenir  le  même  raisonnement  sur  la  fonction  jo- 
Si  g  est  le  sous-groupe  commun  aux  groupes  de  j',  ^^yi 
et  s'il  existe  une  fonction  complète  uniforme  u  de 
groupe  ^,  c  est-à-dire  admettant  les  substitutions  de  g 
et  seulement  celles-là,  j^,  etjK2  sont  fonctions  complètes 
uniformes  de  w. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  deux  fonctions  com- 
plètes uniformes  de  x  qui  ont  toutes  leurs  substitutions 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  i.  I.  (Décembre  1901.)  oo 
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communes,  c'csl-à-dire  ont  le  même  groupe,  sont  fonc- 
tions complètes  uniformes  l'iuie  de  L^ autre,  c'est-à-dire 
sont  liées  par  une  équation  linéaire  par  rapport  à  cha- 
cune d'elles,  ou  enfin ,  que  toutes  les  fonctions  complètes 
uniformes  qui  ont  pour  substitutions  celles  de  G,  et 
seulement  celles-là,  sont  les  fonctions 

F(x)  étant  Tune  d'elles  et  a,  [jl,  v,  p  des  constantes. 

7.  Toutes  les  propriétés  que  nous  avons  démontrées 
sur  les  groupes  (i  à  6)  sont  démontrées  dans  le  cas 
général  et  quel  que  soit  le  groupe,  discontinu  ou  continu, 
et  par  suiJe  quelle  que  soit  la  fonction  F(.r),  uniforme 
ou  multiforme,  ponctale  ou  improprement  linéale  ou 
aréale. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  (6)  sur 
les  fonctions  F(x)  ne  sont  relatifs  qu'aux  fonctions  com- 
plètes uniformes.  Toutefois  on  peut  dire  que  si  f(x) 
est  une  fonction  complète  multiforme  périodique  ainsi 
que  o{^),  la  fonction  o(^f(x)\  admet  toutes  les  substi- 
tutions de  f(x)  et  en  outre  celles  qui  cliangenty(x)  en 
une  substitution  <^{f)  de  la  fonction  périodique  ^(f)', 
mais  ce  théorème  ne  donne  pas  lieu  à  une  réciproque 
comme  dans  le  cas  des  fonctions  uniformes.  On  peut 
dire  aussi  que  si  F  est  une  fonction  multiforme  de 
groupe  G,  toutes  les  fonctions  données  par  la  for- 
mule (A)  sont  aussi  des  fonctions  degroupeG;  mais  on 
ne  peut  plus  dire  que  ces  fonctions  (A)  sont  les  seules 
qui  admettent  les  substitutions  de  G  et  seulement 
celles-là. 

Nous  sommes  donc  ici  obligés  de  séparer  le  cas  des 
fonctions  conq)lèlcs  nuiltiformes  périodi(|ues  du  cas  des 
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fonctions  complèles  uniformes  (').  Cependant  nous 
verrons  plus  tard  que  les  calculs  que  nous  ferons  pour 
déterminer,  lorsqu'elles  existent,  les  fonctions  complètes 
uniformes  admettant  les  substitutions  d'un  groupe  quel- 
conque donné,  et  seulement  ces  substitulions-là,  s'ap- 
pliquent également  au  moins  à  certains  cas  de  fonctions 
multiformes  périodiques,  ponctales  ou  improprement 
linéales  ou  aréales,  lorsqu'il  n'existe  pas  de  fonctions 
uniformes  du  groupe  donné.  C'est,  en  particulier,  ce 
que  l'on  peut  dire  des  considérations  suivantes  : 

8.  Si  F(x)  est  une  fonction  complète  uniforme,  elle 
se  met  sous  forme  de  quotient  de  dtmx  fonctions 
entières,  0|(.r)  et  S-2(,r).  Toutes  les  fonctions  (A)  de 
même  groupe  G  que  V(-Jc)  s'expriment  donc  par  le  quo- 
tient de  deux  fonctions  entières  de  la  forme 

(B)  e  =  Xe,-i-!J.e2, 

où  X  et  [JL  sont  des  constanles.  Lors(|u'on  fait  à  x  une 
substitution  du  groupe  G,  les  fonctions  0,  dont  les  quo- 
tients demeurent  invariables,  ne  peuvent  être  que  mul- 
tipliées, toutes,  par  un  même  facteur  9(.r).  Ainsi  qu'on 
l'a  déjà  fait  dans  certaitis  cas  particuliers,  nous  appelle- 
rons ces  fonctions  0,  las  fonctions  à  multiplicateur  rela- 
tives au  groupe  G  donné. 

Les  fonctions  8,  relatives  à  un  groupe  G,  s'exprimant, 
toutes,  en  fonction  linéaire  et  homogène  (B)  de  deux 
(juelconques  d'entre  elles,  sont  les  intégrales  d'une  équa- 
tion dilféientielle,  linéaire  et  homogène   du   deuxième 


(')  Ces  différences  de  propriétés  proviennent  de  ce  fait  que  les 
fonctions  complètes  multiformes  ne  sont  pas,  toutes,  périodiques, 
tandis  que  toutes  les  fonctions  complètes  uniformes  sont  périodiques 
(sauf  la  fonction  linéaire). 
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ordre,  dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  des  substi- 
tutions du  groupe. 

L'expression  générale  (A)  des  fonctions  qui  admettent 
les  substitutions  d'un  groupe  et  seulement  celles-là, 
montre  que  toutes  ces  fonctions  sont  les  intégrales  d'une 
équation  ditïérentielle  du  troisième  ordre  de  la  forme 

où  y{x)  ne  dépend  que  des  substitutions  du  groupe. 
Cette  équation  n'est  d'ailleurs  que  l'équation  aux  quo- 
tients des  intégrales  de  l'équation  en  0. 

Dans  une  prochaine  Note,  nous  déterminerons,  au 
moyen  des  substitutions  d'un  groupe  donné  et  d'ailleurs 
quelconque,  les  coefficients  de  ces  deux  équations  diffé- 
rentielles, et  nous  donnerons  la  formule  générale  du 
multiplicateur  des  fonctions  0  relatives  au  groupe 
donné. 


[R6ba] 

SIR  LE  DEGRE  DE  GÉNÉRALITÉ  DES  ÉQUATIOIVS  (DYNAMIQUES) 
DE  LAGRANGE  ET  LEUR  INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQUE; 

Par  m.  l'abbé  ISSALY. 


Indiquer  clairement  pourquoi  certaines  dérivées  par- 
tielles de  la  fonction  classique  T  entrent  comme  élé- 
ments constitutifs  dans  les  équations  de  Lagrange  tant 
que  des  surfaces  (en  nombre  déterminé)  s'y  trouvent 
implicitement  en  jeu  et,  au  contraire,  ne  sont  plus  sus- 
ceptibles d'y  figurer  dès  que,  au  lieu  d'elles,  inter- 
viennent  des    pseudo-surfaces;    rattacher,    en    second 
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lieu,  à  notre  travail  la  fonction  récemment  introduite 
dans  cette  même  matière  par  M.  Appell  :   tel  est,  en 
peu  de  mots,  l'objet  de  la  présente  Note. 

Disons  tout  de  suite  que  nous  limiterons  nos  for- 
mules au  cas  de  quatre  variables  et  qu'au  lieu  d'envi- 
sager la  vitesse  et  l'accélération  de  tout  un  système  de 
points,  nous  nous  en  tiendrons  à  celles  de  l'un  quel- 
conque d'entre  eux,  [x^y^  z)^  ses  coordonnées  étant 
prises  par  rapport  à  un  trièdre  trirectangle  fixe  T^.  Le 
lecteur  n'aura  point  de  peine  à  étendre  lui-même  nos 
résultats  au  cas  de  n  variables. 

T.    —  Vitesses. 
1.   Soit,  en  conséquence,  le  système  d'équations 

( I )  }  dy  =P\dux-^^\  du-i  + . .  .  +  P4  dw^^ 

i  dz  =  PI  dui  -f-  P'^  û?M2  -H  . . .  +  PI  du,,, 

auquel  satisfont  les  coordonnées  du  point  choisi.  Les 
coefficients  P,,  P2,  .  .  .  ,  P^  désignent  ici  des  fonctions 
arbitraires  de  w,,  w^.,  .  .  .  ,  lu,  variables  que  nous  sup- 
poserons être,  à  leur  tour,  des  fonctions  quelconques 
du  temps.  D'après  cela,   si  Ton  divise  par  dt  les  deux 

membres  de  chaque  équation,    et  que,   avec  -^  =  u^, 

on  fasse 

dx  ,  dy  ,  dz         , 

<^>  Tt=^'       -Ji=^'       dc='' 

on  obtiendra  le  nouveau  système 

/  x'  =Fi  u\  -h  P.2  W2  -h . . . -+-  Pi  u\, 

(3)  y=p>;  +  P',.4  +  ...+p>'„ 

1  z'  =  P';  u\  +  p>'2  + . . .  -h  PI  u\. 

On    en    déduit,   en    désignant    par   V    la   vitesse   du 
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point  {jc.,y,  3), 

(4)  =A?«V--+-A1«;2_^...  +  A2«;2 

(  +  2  B,2  U\  u'.2-\-  2  Bi3  U\  U'^+  .  .  .  + 

à  coiidiiion  de  poser 

Pf      -i-P;2      -t-p';2      =vp2      ^  ^^ 


sBavM'a?/^; 


(5) 


P|      H-P?      -+-P?      =2P|       =A|, 
Pi  P2  +  P'i  p;  -h  P'{  P'^  =  S  Pi  P2  =  B12, 

P3P4+P'3P;+P3PI  =  ^P3P4=B3,. 


2.  Avant  de  poursuivre,  donnons  à  ces  premières 
relations  une  autre  forme.  Si,  en  remarquant  que 
dsi=  Ai  diiiy   nous  formons   les  cosinus 


(6)  «1=  ^' 


P' 


p-; 


As 


et  cela,  à  l'exemple  de  ce  que  nous  avons  fait  déjà  dans 
notre  Etude  sur  les  pseudo-surfaces  (Nouvelles  Annales^ 
1901,  p.  60),  le  système  (i)  pourra  s'écrire 


(I') 


dx  =  ai  dsy  -h  o^  ds.2  4- ...  H-  «v  dsi^, 
dy  =  bi  dsi  -f-  62  dsi  H- ...  -h  è;  rf*^, 
dz  =  Cl  dsi  +  c-i  ds-i  + . . . H-  C4  <if54. 


De  son  côté,  le  système  (3)  devenant,  par  analogie, 


(3') 


/  x'  =  ai  s\  +  «2 *2  +  •••-+-  «4 -y 4 , 

y=  è,5'i  +  ^>2*2-+--..+  ^4*4, 
Z'  =  CiS\  -1-  C2/2   +•  •  •+  ^4^4  5 


il  en  résulte  que,  présentement, 

/  /-/S2 

(4')     '    ^^=   -J^  =  S'i'-^  S'z^  -^...-{-  s\^-h2s\s'oCOS{Si,S2)-^... 


ï 


7) 
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Or  sous  celte  forme  géoiuéuique,  on  voit  que  le  vec- 
teur V  peut  être  (uivisagé  (rigoureuseuieul)  comme  la 
résultante  d'une  ligne  polygonale  dont  les  quatre 
côtés  /, ,  s'.T,,  .  .  .  ,  5 j  seraient  respectivement  portés  sur 
les  arêtes  d'un  angle  polyèdre  M^^,  .  .  .  4^4  ou  Xj^^ 
ayant  ses  faces  invariables  et  son  sommet  M  en  coïn- 
cidence avec  le  sommet  O  du  trièdre  fixe.  C'est  dire 
que,  dans  tous  ses  mouvements,  JL^  ne  pourra  que 
pivoter  autour  de  cette  origine. 

3.  Sans  nous  arrêter  aux  ideJitités  auxquelles  se 
réduit,  en  vertu  des  relations  (6),  le  système  (5),  pro- 
jetons orthogonalenient  la  vitesse  V  successivement  sur 
les  arêtes  de  l'angle  solide  d,,.  En  désignant  par  ¥<, 
V2,  .  .  .  ,  V4  ces  projections,  nous  aurons  d'abord  celte 
expression  générale 

V/  =  Gix'  -h  biy'  -h  Ci  z\ 
et,  par  suite,  d'après  (3)  et  (5), 

<    • ? 

(  Av  \'v  =  P4 oc' -^V\y-^Plz  =  Bu  W,  +  62;^^;+  B34  u\  4-  A  |  u\  ; 

le  déterminant  du  système  n'étant  autre  que 

A?     B,2     B,3     Bu 

B12        A|         B.23        B.24 

Bj3     B23     A|      Bav 
Bu     B24     B3V     A| 


D„  = 


Eu  prenant  les  arcs  5,,  ^o,  .  .  . ,  ^^  pour  variables,  on 
trouvera  de  même 


:,■)     ) 


Vi  =  s\  -^  s'.2  C0S(5i,  52)  -h-  .  .-4-  ^4  COS(Si,  Sf,). 


(    V4  —  s\  C0S(5i,  54)  H-  ^2  COS(52,  S:,)  -\-. 


s:, 


(  552  ) 

avec  un  délorminant  D^  dont  la  formation  est,  elle  aussi, 
iminédiale. 

Ces  formules  établies,  écrivons,  conformément  à 
l'usage, 

/7S2 

(8)  V2=  -—  =x'^-^y^-h  z'^=  2T. 

En  différentîant  successivement  cette  fonction  T  par 
rapport  à  lî^^  u'^^  •  •  •  •>  ^^'4^  considérés  comme  variables 
indépendantes,  il  viendra  (4) 


y-p    —  A\    W'i  -h  Bi2  1*2"+-  613^^3-+-  Bivw'^, 


(9) 


—j    =  B  j;  U\  H-  B34  M'2  +  B34  it\  -h  Af  ii\ , 


ou  bien  (4)» 


7-   =  s'i  +  s',  C0S(5i,  ^2)  +•  •  •-+-  ^4  C0s(5i,  54), 


ds\ 


(9') 


— -   =  s\   C05(5,,  54)  -f-  ^2  COS(52,  54)+..  . -H  j'^ . 


Que  si  nous  comparons  maintenant  ce  double  résultat 
avec  les  Tableaux  (7)  et  (7'),  nous  en  déduirons  aussitôt, 
pour  exprimer  les  projections  orthogonales  qui  nous 
occupent  : 

(10)    Al  V,  =  ---,-,         AîVo^x"'-'         '"y         A4V4=  -—7-, 
du  y  dii\  du^ 

ou,  équivale  m  ment. 

Concluons  de  ces  premières  formules  que,  tant  pour 
les  surfaces  que  pour  les  pseudo-surfaces,  les  projec- 
tions V, ,  Va,  .  .  . ,  V4  de  la  vitesse  V  du  point  (.r,  y^  z) 
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s'expriinenl  de  la  même  manière  au  moyen  des  dérivées 
partielles  de  la  fonclion  T. 

4.  On  nous  demandera  peut-être,  à  litre  d'éclaircis- 
sement, en  quoi  la  question  présente  implique  des  sur- 
faces ou  des  pseudo-sui faces?.  . .  Le  voici  : 

Remontons  au  système  (i).  Si  l'on  y  suppose,  par 
exemple,  M3  et  u^  constants,  il  se  réduira  à 

/  dx  =  Pj  dui  -+-  P2  diu, 

(11)  }  dy  =  F\dui-\-P'^du2, 

(  dz  =  P'{dui-\-Pldu2. 

Or  un  tel  système,  on  le  sait  (Etude  citée),  repré- 
sente généralement  une  pseudo-surface  ^,21  tangente 
en  M  au  plan  des  arêtes  ^,,  4^2  (lequel  remplace  ici  le 
plan  mobile  des  XY)  et,  très  exceptionnellemeni,  une 
surface  Fj2  jouissant  de  la  même  propriété.  Comme, 
d'autre  paît,  avec  nos  quatre  indices,  pris  deux  à  deux, 
on  peut  former  six  combinaisons,  nous  aurons  d'abord 
quatre  pseudo-surfaces  ou  surfaces  principales  corres- 
pondant aux  combinaisons  (i,  2),  (2,  3),  (3,  4)?  (4>  i) 
et  respectivement  tangentes  en  M  aux  faces  de  l'angle  X^^ 
puis,  deux  autres  pseudo-surfaces  ou  surfaces  qu'on  peut 
appeler  secondaires,  comme  tangentes  aux  plans  dia- 
gonaux (i,  3)  et  (2,  4)-  Telle  est  notre  réponse. 

II.   —   Accélérations. 

5.  Soient  W  l'accélération  du  point  donné  et  x'',j^'',  s'' 
ses  composantes,  par  rapport  aux  axes  fixes.  Si  l'on  dé- 
signe par  W,,  W2,  .  .  .  ,  W4  les  projections  orthogo- 
nales de  W  sur  les  arêtes  de  l'angle  polyèdre  X4,  on 
aura  généralement 


(,/) 
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€l,  par  suile,  eu  égaid  à  (6)  :  ' 

(  A,Wi=Pi^"-f-P',7"+]»'(5", 

(«2)  , 

f  A4W4=  p,x"-^ i\y'-i-piz", 

ce  qu'on  peut  aussi  écrire 

^ 1 

Or  il  résulte  de  notre  premier  paragraphe  que 
Le  système  précédent  revient  donc  à 


(12') 


^■^^■=^(Si~'^" 


^'^^'=â(S)-'^" 


en  désignant,  pour  abréger,  par  R/  la  deuxième  paren- 
thèse. 

Nous  reproduisons  de  la  sorte,  sans  distinction  aucune 
de  surfaces  ou  de  pseudo-surfaces,  les  premiers  termes 
des  équations  dynamiques  de  Lagrange  (pour  une  masse 
m  =  i).  On  va  voir  qu'il  n'en  saurait  être  ainsi  des 
seconds  termes,  et  cela  même  précisera  le  degré  de 
généralité  qu'on  peut  accorder  aux  formules  prises  en 
entier. 

Considérons  à  cet  effet  la  fonction  R,,  entre  autres. 
De  ce  que  les  dérivées  qu'elle  contient  sont  des  dérivées 


i 
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totales,  il  s'cnsuil  qu'en  les  développant  on  a 

'    ^      ■  ,      ,[à^'[     ,  àV\     , 

+  Z   (   -— !-  W ,  +  .  .  .  -f-  — -^  li< 

\àui  oui^ 

D'autre  part,  de  la  formule  ((S)  on  tire 
r)T  ,  d.r'  ,  dy'  .  dz' 

3 —  =  ^  3 — ^y  i — ^  -^  3 — * 

oui  aui  oui  Oui 

et,  conséfjueninient,  d'après  (3), 

dT       ,/ôP,  ,  0P4  ,\      ,/ap'i  ,  ^p;  , 

.  tJ«,  \àui     ^  dui     */       "^    \dui      *  (^^^1 

^'"•^    ^  ,/dP",     ,  ^dP'l     , 

\dui  oiii 

En  comparant  les  expressions  (i3)  et  (i4)?  on  recon- 
naît que  leur  identification  n'est  possible  que  si  l'on  a 

àPi_  _  dPi  aPi  _  dPg  dPi  _  dP,, 

t^Mo        (^«1  (^«3        dui  duit        dui' 


En  comparant  de  même  Ro  avec  - — ,  on  obtient  les  deux 
^  dui 

nouveaux  groupes  ternaires  de  conditions  : 


R3  comparé  à  - —  fournira,  à  son  tour,  le  suivant 

dPj  _  dP^ 


"jrp 

Quant  au  dernier  couple,  R4,  j^y  il  ne  donne  rien 
de  nouveau. 
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En  résumé,  l'identification,  deux  à  deux,  des  sys- 
tèmes (i3),  (i4)  6t  de  leurs  similaires  n'est  possible  que 
si  les  6  X  3  ou  i8  conditions  d'intégrabililé  qu'exigent 
les  équations  (i)  sont  satisfaites,  c'est-à-dire  si  les  trois 
coordonnées  du  point  (x,  y,  z)  sont  des  fonctions ^/2ie5 
des  variables  U\,  112-)  .  .  .  ■>  U/,- 

Géométriquement,  cela  signifie  que  les  six  pseudo- 
surfaces, principales  ou  secondaires,  que  nous  avons  vues 
être  tangentes  en  M  respectivement  aux  faces  de  l'angle 
polyèdre  «A  4  et  à  ses  deux  plans  diagonaux,  doivent  se 
transformer  en  surfaces.  Libre  alors  de  faire  usage  des 
formules  ordinaires  de  Lagrange,  que  nous  reproduisons 
ici  : 


dt  \du\  /        dui 
(i5) 


A4VV4=  -77  hw      -  JTT-  =A4Q4. 


dt  \du',^  j        dui^ 

On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  adoptant 
pour  variables  les  arcs  5,,  ^2,  .  =  . ,  ^4,  vu  que,  dans  les 
diverses  conditions  obtenues  tout  à  l'iieure, 

f*i>     P'n     Pi>     ^2}     ••• 

se  trouveraient  remplacés  simplement  par  les  cosinus 
qui  leur  correspondent,  à  savoir  :  a,,  ^,,  c,,  «to,  .  .  . . 

6.  C'est  pour  obvier  à  l'insuffisance  que  manifeste, 
dans  le  cas  général,  la  fonction  T,  que  M.  Appell  a  pro- 
posé [Comptes  rendus,  1899)  ^^  ^^  remplacer  par  une 
autre,  d'un  emploi,  non  pas  plus  simple,  sans  doute, 
mais  plus  sûr. 

Occupons-nous  brièvement  de  cette  fonction  nouvelle 
et,  pour  cela,  reprenons  d'abord  notre  système  (3). 

Si  Ton  forme  les  dérivées  totales  de  ses  équations, 


(  ^'57  ) 
on  aura 

(.6)  1  -•=(P,«;+...  +  p.<)  + (§■«',+...+ ^<), 

f > 

OU,  en  développant, 

(»6')  I  [dP^     „       /dPr         dP,\     ,     ,        dP^     ,^ 

Or,  que  l'on  ait 

^  _  ^  àP\  èPj, 

ùu-i        Oui  du  2  àii\ 

(17)            {  ôPy  _  dP3  ou  bien          aP^  dPj^ 

OU3        dui  âu3  ôui 


autrement  dit  :  que  les  équations  (i)  soient  inlégrables 
ou  non;  qu'il  s'agisse  de  surfaces  ou  de  pseudo-surfaces, 
on  n'en  a  pas  moins 

^'^^^-*»'      ^-^"       ^-*^'       dul-^''       "" 
Cela  étant,  à  l'instar  des  relations  (8),  faisons 

(19)  W2=  x"2+y'2  4--"2=  '2J. 

On  en  lire 

di?î  ~  "^  Oui  '^^  ôii[  "^  ^  du'[  ' 


Substituant  à  ces  dérivées  partielles  leurs  valeurs  (18), 
il  vient,  d'après  (12)  et  (i5)  : 


(20) 


OU  t 


^^-  =  P,x-r-  P\y"+  Plz"=X,\<,  =  A^Qv; 


du'! 
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d'où  l'on  voit  qu'il  j  aura  effcclivcmeut  un  avantage 
réel  à  remplacer  la  fonction  T  par  son  analogue,  la 
fonction  J,  loisqu'on  voudia  établir,  dans  toute  leur 
généralité,  les  équations  du  niouvtiinent  d'un  système 
quelconque. 

7.  Allons  plus  loin  :  Puisque,  en  vertu  de  ce  qui 
précède,  nous  nous  trouvons  conduit  à  limiter  (conven- 
lionnellement)  les  expressions  (16)  des  composantes  x" ^ 
y'\  z"  à  leurs  premières  parenthèses,  les  seules  qui  aient 
été  utilisées  dans  (20),  nous  pouvons  par  là  même  (con- 
ventionnellement  aussi,  dans  ce  qui  suit)  les  prendre 
sons  la  forme  correspondante  (6) 


laquelle  entraîne 

Mais,  d'autre  part,  on  a  toujours 

(22)  i 

(    B,y       =  kikj  COS(S/,  Sj). 

Il  vient  donc  (19) 

i    W2  =  Si  J  =  S'^-  ^sf-\-..,-\-  S"^  -+-  25.;  5'^  C0S(5, ,  5,)  +- .  .  . 
/  -f-  253S^COS(53,  54). 

Ainsi  l'introduction  de  la  fonction  J  et  le  procédé 
(artificiel,  au  fond)  qui  en  règle  l'emploi  conduisent, 
par  analogie,  à  assimiler  (mais  ici,  sans  précision  aucune, 
quant  aux  mesures  des  segments)  l'accélération  W  à  la 
résultante  d'une  nouvelle  ligne  polygonale  dont  les 
côtés    seraient    respectivemenl    portés,    à    l'exemple   de 


(  5^9  ) 
.ç, ,  5!,,  . .  . ,  5'^  pour  la  vitesse  V,  sur  les  arêtes  du  même 
angle  solide  «.l), . 

8.  Ajoutons,  en  dernier  lien,  celte  remarque  :  La 
Thermodynamique  utilise,  de  nos  jours,  fréquemment, 
les  équations  de  Lagrange  :  demain,  peut-être,  celle  de 
M.  Appell.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  divergence  que  cette 
science  nouvelle  est  contrainte  d'avouer,  entre  ses  con- 
clusions théoriques  et  les  faits,  ne  liendrait-elle  pas,  en 
principe,  à  ce  dédoublement  de  termes  que  les  déplace- 
ments, réels  ou  virtuels,  opérés  sur  des  pseudo-surfac(  s 
occasionnent  nécessairement,  el  que  leurs  analogues,  sur 
les  surfaces,  excluent?. .  .  . 


[F8h] 
1\I01VE)IE\T  Dl\  PLA\  IWARIABLEMElVT  LIÉ  A  Ml  BIELLE. 
(EXEKCICE  SLII  LES  FOi\CTIO\S  ELLIPTIOIJES.) 

Par  m.  E.  LACOUR, 

Professeur  à  rUaiversité  de  Nancy. 


1 .  On  suppose  qu'une  droite  de  longueur  con- 
stante PQ  se  meut  de  façon  que  son  extrémité  P  décrive 
une  droite  fixe  Ox  et  qu'en  même  temps  son  extré- 
mité Q  décrive  la  circonférence  d'un  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  O  de  Ox\  il  s'agit  d'étudier  le  mouve- 
ment d'un  plan  qui  glisse  sur  le  plan  du  cercle  donné, 
et  qui  est  invariablement  lié  à  la  droite  PQ. 

Dans  le  plan  fixe,  nous  prenons  pour  axes  Ox  et 
une  droite  Oy  perpendiculaire  sur  Or;  dans  le  plan 
Uïohile    nous  prenons    pour  origine    l'extrémité   Q    de 
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la  droite  de  longueur  constante,  pour  direction  posi- 
tive QX  la  direction  de  Q  vers  P,  pour  axe  QY  une 
droite  menée  par  Q  perpendiculaire  à  PQ  dans  un  sens 
tel  que  les  deux  systèmes  d'axes  xOj^  XQY  aient  même 
sens  de  rotation.  Soient  a  l'angle  de  Ox  avec  OQ  et 
—  P  l'angle  de  Ox  avec  QX,  ces  angles  étant  comptés 
à  partir  de  Ox  et  le  sens  positif  pour  les  angles  étant  le 
sens  de  rotation  du  système  a:Oy. 

La  condition  pour  que  PQ  ait  une  longueur  con- 
stante est,  si  l'on  désigne  par  R  le  rayon  du  cercle 
et  par  /  la  longueur  de  PQ, 

(i)  R  sin  a  — /sin  p  =  o 

ou  bien 

sin  ^  =  k  sin  a  (  k  =  -j  j' 


(0' 


Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  /^  R  de  sorte 
que  A'  est  compris  entre  o  et  i  ou  au  plus  égal  à  i . 

Les  formules  de  transformation  permettant  de  passer 
du  système  xOy  au  système  XQY  peuvent  s'écrire,  en 
tenant  compte  de  la  condition  (i), 

Iar  z=  R  cosa -h        Xcos^       -!-Ysin[3, 
y  =  _(X  — /)sin^  +  Ycosp, 

et  l'on  a  d'après  (i  )', 


sin  p  =  A'  sin  a,         cos  ^3  =  ^1  —  A'-  sin'^a. 

On  voit  que,  dans  ces  formules  de  transfonriation, 
les  coefficients  peuvent  s  exprimer  en  Jonction  ellip- 
tique d' un  paramètre  u.  Il  suffit  de  poser 


"=X"7t 


do 
—  A-  sin*© 


(.30,  ) 
il  en  résulte 

Isin  a  =  sn  u,         sin  3  =  A'  sn  u, 

les  fonctions  sn,  en,  dn  ayant  pour  module  A  = -j- 
Les  formules  (2  )  deviennent 

(4) 


.r  =  K  m  /f  -i-  X  d  n  ?<  +  Y  A-  sn  u, 
y  =  {l  —  \)k  sv\ii  -\-Y  (I  n  u. 


\ 


2.  La  trajectoire  d'un  point  M  du  plan  mobile  rap- 
portée aux  axes  fixes  Oj?,  Oy  est  définie  par  les  for- 
mules (4)  où  l'on  regarde  les  coordonnées  X  et  Y 
comme  constantes. 

On  voit  sans  peine  que,  si  l'on  coupe  cette  courbe  par 
une  droite  quelconcjue  du  plan,  on  a  en  général 
quatrt;  points  d'intersection  dont  les  paramètres  //,,  //g, 
//3,  /f^,  satisfont  à  la  condition 

"i  H-  ''î-i-  ^'3 -H  u%^  o         (mod4  l^>  4  «  K'). 

Le  cas  particulier  où  /  =  R  est  un  cas  de  dégénéres- 
cence pour  les  fonctions  elliptiques  : 


e" 

— 

e- 

-n 

sn  u 



^ 

4- 

e- 

-Il 

7. 

en  u 



e« 

■+■ 

e- 

-u 

•?. 

f\  n   r# 

Le  lieu  dn  point  M  se  réduit  alors  à  une  ellipse, 
résultat  évident  a  priori,  puisque  dans  ce  cas  parti- 
culier M  est  invariablement  lié  à  une  droite  de  lon- 
gueur constante,  2/,  dont  les  extrémités  décrivent 
respectivement  Ox  et  Oy. 
Ann.  de  Matlieniat.,  Y  sciic,  t.  I.  (Décembre  «901.)  -^o 
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Le  lieu  de  la  trace  d'un  point  du  plan  fixe  sur  le  plan 
mobile  est  détermine   par  les  mêmes  formules  (4)  où 
l'on  regarde  jc  et  j  comme  constants,  X  et  Y  comme  les 
coordonnées  courantes. 

'S.  Le  centre  instantané  de  rotation,  C,  est  à  l'in- 
tersection de  la  normale  en  P  à  Ox  avec  le  prolonge- 
ment du  rayon  OQ.  Clierclions  d'abord  le  lieu  (y)  de 
ce  point  dans  le  plan  fixe. 

On  trouve  de  suite  que  le  point  C  a  pour  coor- 
données 

\    .r  =  R  cosa  dz  l  ^ i  —  /i-  sin-a, 
y  =  x  tanga, 


le  double  signe  correspond  aux  deux  positions  de  la 
droite  PQ  qui  passent  par  un  point  Q  de  la  circonfé- 
rence donnée  :  le  signe  -f-  correspond  au  cas  où  OP  est 
compté  sur  Ox  dans  le  sens  positif,  le  signe  —  au  cas 
où  OP  est  compté  dans  le  sens  négatif.  On  peut  se 
borner  au  signe  +  du  radical,  à  condition  de  compléter 
ensuite  la  courbe  par  symétrie  par  rapport  à  Oy. 

Les  formules  elliptiques  qui  définissent  la  courbe  (y) 

sont 

X  =^  l (i]nii  -i-  k  en  u), 


\ 


sn  II 

y  —  JC  > 

en  a 


X  (il y  sont  des  fonctions  doublement  périodicpies  de  u 
admettant  comme  périodes  primitives  4K  vX  /\i\s.'. 

Pour  trouver  le  degré  delà  courbe,  il  faut déteiminer 
les  pôles  de  x  etdej'  dans  un  rectangle  des  périodes, 
j)ar  exemple  celui  qui   a  pour  sommets  o,  l\}\^  A^^^  i 

X  ne  peut  devenir  infini  qu'en  l'un  des  points 
i  \\\     3  i K',     i \\  -I-  -2  K,     3 1 K'  -f-  •>.  \\ 
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(jul   sont  ics    zéros    de  B(z/)   situés    clans    le    re<!tangle 
considéré.  Or  pour 

—  /'cns  —  i  dns 


u  =  Hv'  -h  £,        dn  zt  -h  k  en  u 


sns 


I 


/K'  est  un  pôle  siiuple-,  il  en  est  de  même  de3/R':  pour 

,             ,                 /(  cne  —  dnî)                \      9.      / 
du  «  -!-  A"  on  i(  =  — ^  =  -^ — — — —  , 

Sllî  £  -r.  .  . 

/K'-h  2K  est  un  zéro;  il  en  est  de  même  de  3iK'-}-  s>K. 
Ainsi  X  admet  deux  pôles  dans  Je  lectangle  considéré 
des  périodes,  et  nous  connaissons  ses  deux  zéros. 

y  —-  .T admet  six  pôles,  les  diuix  pôles  de  x  et  les 

•^  en  u  ^  ^ 

( j n a  l re  zé ro s  de  1 1 ,  (  /«  ) . 

On  conclut  de  là  que  la  couibc  (y)  est  du  sixiènuî 
ordre  et  qu'une  parallèle  à  O  )'  ne  la  rencontre  qu'en 
deux  points  à  distance  linie. 

Pour  construire  la  courbe,  on  reconnaît  qu'il  suffit  de 
faire  varier  u  de  o  à  2K.  et  de  compléter  ensuite  par 
symétrie  par  rapport  à  Ox^  puis  par  rappoit  à  Oj*. 

Aux  formules 

sn  u 


,r 


/( d n  /<  -{-  /.  cnu),  v  =  x  — 


en  a 
joignons  les  suivantes 

x'  .  y',.        dn  u  —  A  en  u  sn^  /t 

_'i  =  _/,<;„«,  -^^  = : 

X  Y  snucnu 

remarquons  que  l'équalion 

dn  u  —  /i  en  11  sn- 11  =  0 

n  est  jamais   vérifiée  dans  l'iiilervalle  considéré,  ce  qui 
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sd  voit  en  discutant  l'équation  correspondante  en  sn^ii, 
et  nous  avons  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  construction 
de  la  courbe  u  variant  de  o  à  K,  puis  à  2K,  le  point  C 


y 


0   c. 


C'-,l 


déerit  la  brandie  CoG|,  puis  Ja  branche  C,  Co 


4.  Déterminons  encore  le  lieu  (F)  du  centre  instan- 
tané C  dans  le  plan  mobile.  Les  coordonnées  X,  Y  de  C 
peuvent  s'obtenir  immédiatement,  en  remarquant  sur 
une  figure  que  l'on  a 


cos  p 


X  =  / cos  (a  -1-3), 


cosa 


cos  [3 
Y  =  /  — ;^sin  ( 


cosa 


?)> 


ce  qui  donne,  pour  la  courbe  (F),  les  formules  ellip- 
tiques 

IX  =  Z ( en  u  dnu  —  /c  sn^  u  ) , 
cnu 

dnu  . 

Y  =  /  (dnu  -+-  k  cnu)  snu. 

en  u 


La  fonction  dn  w  -i-k  cnu  a  été  étudiée  dans  le  numéro 
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précédent,  elle  admet  /K'  et  3iK'  comme  pôles  simples 
iK'H-  2K  et  3iK'-|-  2K  comme  zéros  simples. 

La  fonction  cn/^dnzf  —  A'sn-«  qui  ligure  dans  l'ex- 
pression de  X  admet  comme  pôles  doubles  /K,  3iK', 
et  elle  n'admet  pas  d'autres  pôles  dans  le  rectangle 
considéré  des  périodes  ^  il  est  visible  qu'elle  ne  s'annule 
pour  aucun  des  zéros  de  H,  (zf)  et  on  reconnaît  (cji  for- 
mant l'équation  correspondante  en  sn- 11)  qu'elle  s'an- 
nule quand  PQ  est  tangente  en  Q  à  la  circonférence 
donnée. 

Je  me  borneiai  à  ces  indications  et  à  la  remarqua 
évidente  que,  pour  /=  R,  chacun  des  lieux  (y)  et  (F) 
se  réduit  à  un  cercle,  ce  qui  donne  une  vérification  des 
calculs  et  un  renseignement  pour  la  forme  de  chacune 
de  ces  courbes,  quand  on  suppose  /  un  peu  supérieur 
à  R. 


COXCOllRS  D  ADMISSIO\  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  M  1901. 
COMPOSITION  DE  ilLVTIlÉ^LlTIQlES. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


Soient  Ox,  O y  deux  axes  de  coordonnées  reclan- 
gulairesj  soient,  a  et  a'  les  abscisses  de  deux  points  A 
et  A'  de  l'axe  Ox,  et  h  l'ordonnée  d'un  point  \^  de 
Vaxe  Oy. 

On  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  (H>,) 
circonscrites  au  triangle  AA'B. 

I.  Calculer  les  coordonnées  x^,  j  ,,  du  quatrième 
point  M  de  rencontre  de  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  z\  A'B  «rec  Vhyperbole  (  H>  ).  Montrer  qu'en 
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désignant  par  \  un  paramètre  x^ariahlcy  ces  coo/  don- 
nées peuvent  être  mises  sous  la  forme  : 

A  -^-  B  À 

yi=  ).;r,+  b, 
et  donner  les  valeurs  des  constantes  A  et  15. 

H.  Vérifier  par  le  calcul  que  le  diamètre  de  l' hy- 
perbole qui  est  mené  par  le  point  M  passe  par  un  point 
fixe,  quel  que  soit  \. 

Le  démontrer  géométriquement. 

IlL  Trouver  le  lieu  géométrique  des  jioints  de  con- 
tact des  tangentes  menées  aux  hyperboles  (H).)  paral- 
lèlement à  une  direction  donnée ^  et  exannner  en  par- 
ticulier les  cas  où.  cette  direction  est  celle  des  axes  de 
coordonnées. 

I.  Tout  cercle  passant  par  les  points  A  et  A'  a  une 
équation  de  Ja  forme 

a;-  ■+-  y-  —  (a-\-  a  }x  -h  aa  H-  hy  =  o. 
Exprimant  qu'il  passe  par  le  point  B,  on  a 

,  aa'-~  h- 

/,= -^ — 

Si  donc  nous  délinissons  Z>'par  la  relation 
(i)  art'+  bb'  =  o, 

nous  voyons  que  l'équation  du  cercle  C  s'écrit 

(2)  ^2_i_j|.2 —  (^  _j_  rt')^  -V-  (b' —  b)y  '■;-  aa  =  o. 

Si  M  est  le  (juatrième  point  commun  à  ce  cercle  cl  à 


f 
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livpcrbolcj  1I>.  {fii;.  i),  la  droite  BM  avant  pour  cciuatioii 


1ms.   I. 


l'écjuatioii  de  1  liv[)Cibole  sera  de  Ja  forme 

oc'-^r---(a-^  rt').r  H-(  b  —  b)v  -i-  aa'-^  ^yij'  —  '>•*"  —  ù)  =  o. 
Exprimanl  qu'elle  est  équilatère,  on  a 

0=  — 2. 

L'é(|uation  de  If),  est  donc 

(3)     x-^  i\ry  —  y"-—  {a  -h  a')x  -h  (^  4-  b'  )y  -h  aa'  =z  o, 

el  Ton  vérifie  ininiédiateinent,  en  tenant  compte  de 
]*é(|uation  (i),  que  cette  hyperbole  passe,  quel  que  soit)., 
par  le  point  ^  =  o,  y  =  b'  ^  qui  n'est  autre  que  Y  ortho- 
centre B'  du  triangle  ABA',  propriété  bien  connue. 

Pour  avoir  les  coordonnées  j:,,j',  du  point  M,  remar- 
quons que,  ce  point  se  trouvant  sur  la  droite  BM,  on  a 
d'abord 


(4) 


Ji 


KX\ 


b. 


Portant  cette  valeur  dej^  dans  l'équation  du  cercle  el 
supprimant  la  racine  x  =  o  qui  correspond  au  point  B, 


(  :-;6s  ) 

on  a 

a  -f-  a' —  \{h  ^  b'  ) 


(5)  x,= 


V- 


II.   Si  l'on  représente  pa'  ./(^,j)  )  =  o  l'équalion  (3) 
de  H/,  on  a 

f'y  =  i\x  —  ly     -i-(b-^b'). 

L'équation  du  diamètre  passant   au  point   (x,,j^,) 
étant 

on  a,  en  remplaçant  j,  par  sa  valeur  tirée  de  (4), 

[•îx  -^  2ly  —  (a~{-  a' )](b'—  b) 

—  (2I X  —  2y  —  b  ^  b' )  [-iii  -i-  A^)xi  ^  il b  —  (a  -h  a' )]  —  o, 

ou,  en  tenant  compte  de  (5), 

x[b'—  6  —  X  (a  +  «')  -t-  Q.b'1^ 

-+-{y  —  b')[a-+-a'—(b-i-  b')l]  =0, 

équation  d'une  droite  passant  cojistanunent  par  le 
point  .r  =  o,  y  ^=:  h' ^  c  est- à- dire  par  le  point  B', 
orthocenlre  de  ABA'. 

Géométriquement,   cela  résulte   de    ces  deux    théo- 
rèmes bien  connus  : 

I"  Toutes  les  hyperboles  Hx  passent  par  B'  (vérifié 
ci-dessus)  \ 

2°  Le  lieu  de  leur  centre  est  le  cercle  des  neuf  points 
de  ABA',  homothétique  du  cercle  C  par  rapport  à  l'or- 

thocentre  IV,  le  rapport  d^honiothétie  étant  ■^» 

Si,  en  effet,  on  se  donne  sur  le  cercle  des  neuf  points 
le  centre  w  d'une  des  hyperboles  Hx,  le  symétrique  du 
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point  B'  par  rappoiL  à  (o,  qui  sera  la  seconde  exlrémité 
du  diamètre  de  U)  passant  par  B',  se  trouvera  sur  le 
cercle  C.  Or,  ce  cercle,  qui  coupe  déjà  Hx  en  A,  A'  et  B, 
ne  la  rencontre  qu'en  un  point  en  dehors  de  ces  trois-là. 
Le  point  oblenu  est  donc  bien  le  point  M,  et  le  diamètre 
de  ce  point  passe  par  le  point  fixe  B'  (*). 

m.   Le  diamètre  conjugué  de  la  direction  de  coeffi- 
cient angulaire  m  par  rapport  à  l'hyperbole  Hx  est 

ix  -+-  il  y  —  [a  -i-  a')  -i-  m  (i\x  —  -ly  -\-h  -\-  b')  =  o. 

Eliminant  A  entre  cette  équation  et  celle  (3)  de  l'hyper- 
bole, on  a,  pour  le  lieu  cherché,  en  tenant  compte  de  (i), 
l'équation 

(6)  *^  /y  j 

(       — ni X  [x- ->r- y- — (rt -T- a')a7 -h  «a']  =  o, 

cubique  1',,^  passant  par  les  neuf  points  communs  aux 
deux  cubi(|ues  dégénérées  constituées  par 

(  y  =  o, 

(7)  x'-^y^—{b-hb')y-^bb'=o 
(        (cercle  de  diamètre  BB'), 

et  par 

l  x  =  o, 

(8)  <   x--^y-—{a-\- a)x -^  aa' =  o 
\        (cercle  de  diamètre  AA'). 

(')  On  peut  aussi  ne  s'appuyer  que  sur  le  premier  des  ihéorènies 
énoncés  ci-dessus,  suivant  la  variante  que  voici  : 

Les  cordes  communes  BM  et  AA'  à  l'hyperbole  \\  et  au  cercle  G 
sont  également  incliiiées  sur  les  axes  de  H-^.  Donc  BM  et  la  perpen- 
diculaire BB'  à  AA'  sont  également  inclinées  sur  les  asymptotes  de  H^. 
Ce  sont  par  suite  deux  cordes  supplémentaires  de  cette  hyperbole, 
et  la  droite  MB'  qui  joint  les  secondes  extrémités  de  ces  cordes  est 
un  diamètre. 

I!  suffit  alors  de  remarquer  que  le  centre  w  est  le  milieu  de  MB' 
pour  déduire  de  là  le  lieu  connu  de  ce  point. 
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Ces  neuf  points  sont  les  sommets  A,  A',  B  du  triangle, 
son  orthoeentre  B',  les  pieds  de  ses  hauteurs  O,  H,  H', 
et  les  deux  points  cjclicpies  du  plan  {fig-   '2).  La  cu- 


Fi! 


2. 


bifjue  r,„  est  done  cireulaire. 

Pour  le  cas  où  jji  =  o^  on  a  la  cubi(|ue  dégénérée  (~) 
et  pour  celui  où  m  =  00,  la  cubique  dégénérée  (8)  ('  ). 

Pour  construire  la  cubique  r,„  dans  le  cas  général,  il 
suffit  de  remarquer  que  L' asyinptol e  réelle  de  celle 
courbe  est  parallèle  à  la  direction  ni. 

Coupons  donc  par  la  droite 

y  ^=  mx  -^  t. 
Faisant   cette  substitution  dans  (6),   on    trouve,  eu 


(')  Évident  géoinélriquetnent  :  Si  m  —  o,  on  voit,  en  prenant 
l'hyperbole  H^  dégénérée  constituée  par  Ox  et  Oyy  que  Ox  fait 
partie  du  lieu.  Pour  voir  que  le  reste  du  lieu  est  le  cercle  de  dia- 
mètre BB',  il  suffit  de  remarquer  que,  d'après  le  Uiéorème  de  Frégier, 
aux  points  où  ce  cercle  coupe  une  hyperbole  II)  quelconque,  la  nor- 
male est  parallèle  à  BB',  et,  par  suite,  la  tangente  parallèle  à  Ox. 
De  même  pour  le  second  cas  de  dégénérescence.  I^a  même  remarque 
s'applique  évidemment  atix  directions  des  deux  autres  côtés  AB,  A'B 
et  des  deux  autres  hauteur;  AH' et  AH. 
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égard  à  (^i),  i'écjuation 

^ ^      î  -^  [r- -  {l?  -^  b' )f  -^  Ob' ]  (7.m T  -i-  t )  =  o: 

Elle  inonlrc  que  rordonuée  à  rorigiue  de  l'asyinplole 
est  donnée  par 

a  -.-  a'  —  m  ( b  -c  b'  ) 


(10)  t  =  —  m 


m- 


et,  par  suite,  sou  abscisse  à  l'origine  par 

a  --  a' —  m( b  -^  b') 


m- 


(.oniparauL  celle  formule  à  (5),  on  en  déduit  que  le  point 
où  r asymptote  coupe  AA'  est  la  projection  B2  sur  cette 
droite  du  point  15,  ou  la  droite  de  direction  m  menée 
par  B  coupe  le  cercle  C. 

Comme  tout  est  syuuUrique  par  rapport  aux  trois 
côtés  du  triangle,  une  construction  analogue  fournira 
les  points  de  rencontre  de  l'as^'^mptote  avec  Jes  côtés  AB 

etA'B(»). 

La  condition  de  réalilé  des  valeurs  de  x  données 
par  (q)  peut  s'écrire 

(M  )     [  /2—  (  A  -f-  //)/  -h  />6']  [r'-f-  m{a  -^  a' )t  -i-  m-cta']  lo, 

J^es  valeurs  de  t  qui  annulent  le  premier  facteur  cor- 
respondent aux  parallèles  à  la  direction  ni  menées  par 


(')  Le  rapprochement  tic  ces  trois  constructions  fournit  ce  théo- 
rème : 

Les  parallèles  à  une  même  direction  A,  menées  par  les  trois 
sommets  d'un  triangle,  coupent  le  cercle  circonscrit  en  des  points     ^ 
dont  les  projections  sur  les  cotés  opposés  sont  sur  une  même  droite 
parallèle  à  A. 

Coïncidence  curieuse  :  ce  lliéorème  a  servi  de  sujet  pour  le  con- 
cours ycncral  de  Malhcuia tiques  élémentaires  en  1898. 
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Jes  points  B  et  B',  celles  qui  annulent  le  second  aux 
parallèles  à  la  direction  m  menées  par  les  points  A  et  A'. 
Jl  résulte  d'abord  de  là  que  ces  quatre  droites  parallèles 
a  la  direction  ni  sont  respectivement  les  tangentes  à  la 
cubique  en  B,  B',  A  et  A'. 

L'inégalité  (i  i)  montre  ensuite  que,  si  l'on  considère 
les  trois  bandes  contiguës  formées  par  ces  quatre  droites 
parallèles  et  les  deux  régions  extérieures  à  ces  bandes, 
il  ne  peut  y  avoir  de  points  de  la  cubique  r,„  ni  dans 
ces  deux  régions,  ni  dans  la  bande  centrale. 

La  tangente  à  l'origine  de  la  courbe  est  donnée  par 

y  -\-  ?nx  =^  o^ 

droite  symétrique  de  la  droite  de  diiection  ni  menée 
parO,  par  rapport  à  A  A'. 

Par  raison  de  symétrie,  la  construction  s'étendra  aux 
tangentes  en  H  et  en  H',  pieds  des  hauteurs  sur  les 
<:ôtés  AB  et  A'B.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  trois  tan- 
gentes concourent  en  un  même  point  P  du  cercle  des 
neuf  points  du  triajigle  ABA'.  On  a,  en  elfet,  d'après  la 
construction  qui  vient  d'être  indiquée, 

A'H'P  =  izBH', 
AHP    =BiBn, 

d'où,  en  additionnant, 

H'BH-i-irPn  =  i8o'-H'Bn, 

ou 

H'PH  =  i8o*'— 2irBH, 

ce  qui  prouve  que  le  point  P  est  sur  le  cercle  passant  par 
les  pieds  H,  H',  O  des  trois  hauteurs,  c'est-à-dire  sur  le 
cercle  des  neuf  points. 

D'après  l'équation  (9),  t  ayant  la  valeur  (10)  corres- 
pondant à  l'asymptote,  l'abscisse  du  point  de  renconlie 
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de  cette  asymptote  et  de  la  cubique  est  donnée  par 

(i-i)  2m.r  -h  ^  —  o, 

c'est-à-dire  que  cette  abscisse  est  la  moitié'  de  celle  du 
point  Bj  où  l'asymptote  elle-même  coupe  Ox.  Cela 
montre  que  le  point  cliercbé  n'est  autre  que  le  point  P 
(pii  vient  d'être  trouvé,  puisque  le  triangle  OPBo  est 
isoscèle. 

En  résumé  : 

La  cuhûjue  V„i  correspondant  à  la  direction  de  coef- 
ficient angulaire  ui  est  une  cubique  circulaire  passant 
par  les  trois  sommets,  V orlhocentre  et  les  pieds  des 
hauteurs  du  triangle  donné.  Les  tangentes  aux  trois 
sommets,  celle  à  l'orthocentre  et  r asymptote  sont 
parallèles  à  la  direction  m  (').  Les  tangentes  aux 
pieds  des  hauteurs  concourent  au  point  oii  l'asj  mptote 
rencontie  la  courbe,  point  (jui  appartient  au  cercle 
des  neuf  points  du  triangle  donné. 

Ces  diverses  remarques,  jointes  à  celle  faite  précédem- 
ment sur  les  régions  de  réalité,  fixent  de  façon  très  nette 
la  forme  générale  de  la  couibe  qui  est  celle  représcniée 
sur  la  Jig.  •?.. 

On  voit  que  si  Tun  des  angles  du  triangle  est  droit,  le 
sommet  de  cet  angle  constitue  un  point  double  de  la 
cubique,  isolé  ou  effectif  suivant  qu'il  se  trouve  en 
dehors  ou  en  dedans  des  parallèles  à  la  direction  m  me- 
nées par  les  deux  autres  sommets.  La  cubique  est  alors 
unicursale. 

Supposons,  par  exemple,  que  ce  soit  l'angle  A'  qui  soit 


(')  De  là  résulte,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  que  r„^  est  anal- 
lagmatique  par  rapport  aux  trois  sommets  du  triangle  et  à  son  ortho- 
centre. 


droit.  Alors 

a'  =  Z>'  =  o, 

et  rcqiialioii  (6)  devient 

{y  —  nix)  (5?2-}-  j/2  j  __  by-  -+-  max-=  o. 

L\^fjuatioii  de  l'ensemble  des  tangentes  à  l'origine  est 
by"^ —  max^  =  o. 

Ces  tangentes,  également  inelinées  snr  Ox,  sont  rec- 
tangulaires si 

h  —  ma  =  o, 

c'est-à-dire  si  la  direclion  in  est  celle  de  la  médiane 
issue  de  A'  dans  le  triangle  ABA'.  Dans  ce  cas,  la  cn- 
bique  r,„,  nnicursale  circulaire,  ayant  des  tangentes  rec- 
tangulaires en  son  point  double,  est  une  stroplioïde. 

Reniai  que  c.oniplénient aire .  —  A  la  dire(!tion  ni  cor- 
respond une  liypeibole  du  faisceau  détini  dans  la  pn;- 
mière  partie,  que  nous  représenterons  par  II,„,  et  qui 
s'obtient  en  faisant  coïncider  le  point  M  de  la  //«•.  i  avec 
le  point  B,  de  \ai  fig.  i.  La  cubique  F,,,  et  l'iiyperbole  H„,, 
qui  ont  déjà  en  commun  les  (piatre  points  A,  A',  B,  B', 
se  coupent  en  deux  autres  points  qui  sont  ceux  de  Tliyper- 
bole  H/„  où  la  tangente  à  cette  courbe  a  la  direction  /;/. 
Ces  points  se  trouvent  donc  sur  le  diamètre  d<;  cette 
hyperbole  conjugué  de  cette  direction,  c'est-à-dire  sur 
la  droite  qui  joint  le  centre  (milieu  de  B'B|)  au  milieu 
de  la  corde  BB|  qui  est  précisément  de  direction  m.  Cette 
droite,  parallèle  équidistanle  de  OB  et  de  B,  B^^  passe, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  vu,  par  le  point  P  où  la  cu- 
bique rencontre  son  asymptote.  iVinsi  : 

Les  points  oii  l'hyperbole  ll/„  rencontre  la  cubù/ue  V,„ 
sont  sur  le  diamètre  de  cette  hyperbole  perpendicu- 
laire à  AV,  diamètre  (jui  passe  par  le  point  V  où  la 
cubif/uc  rc/iconf/'c  son  asj  niptofc. 
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La  vérification  analytique  de  ce  tbe'orème  peut  être 
ainsi  faite  : 

L'équation  de  l'hyperbole  IL„,  obtenue  en  rempla- 
çant A  par  m  dans  (3),  peut  s'écrire 

x^^  y-  —  {a  -\-  a  )  X  -^  aa' -\-  1  m xy  —  -}. y'i -^  { b  -t-  b' ) y  =^  o . 

Eliminant  le  polynôme  x^-hr-  —  [a -\- a')  x -^  aa' 
entre  cette  équation  et  l'équation  (6)  de  F;;,,  on  a,  après 
suppression  de  la  solution  y  z=  o  qui  donnerait  les 
points  A  et  A', 

x--{-  y- —  {b  ->:-  b'  )  y  -ir  bb'  -r-  nix{imx  —  '?.y  -{-  b  -i-  b)  =  o. 

L  addition  des  deux  dernières  équations  écrites  donne, 
en  tenant  compte  de(i),  et  après  suppression  de  la  solu- 
tion a:  =  o  qui  donnerait  les  points  B  et  IV, 

•2  (  I  -+-  m-  )  X  -^  in(  b  -^  b')  —  (  a  -h  a)  =  o. 

Celte  équation  est  bien  l'équation  (12)  de  la  parallèle 
à  Ox  menée  par  1\  dans  laquelle  ^  a  la  valeur  (10). 

SOLITIOAS  DE  QIESTIO^S  PROPOSÉES. 
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Etant  donnes  une  couronne  circulaire  de  centre  O  com- 
prise entre  les  cercles  G  et  G',  et  un  point  A  en  dehors  de 
cette  couronne  {c'est-à-dire  intérieur  au  plus  petit  cercle 
ou  extérieur  au  plus  grand),  on  appelle  B  et  B'  les  points 
des  cercles  G  et  C  situés  sur  la  perpendiculaire  à  OA  élevée 
en  A  si  ce  point  ett  intérieur,  sur  les  tangentes  issues  de  A 
si  ce  point  est  extérieur  et  du  même  côté  de  OA,  et  Von  pose 
dans  les  deux  cas 

AOB  =  co,         \0n'=o)'. 

Si  le  rayon  situé  du  même  côté  que  B  et  B',  sur  lequel 
l'épaisseur  de  la  couronne  est  vue  de  A  sous  le  plus  grand 
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angle  ^,  fait  avec  OA  Vangle  cp,  on  a 


o  10  to 

lang -^  =  lan^—  tans:  —  > 


sm sin 


tangO  =  2 


sino)  sinto 

(M.  d'Ocagne.) 

SOLUTION 
Par  M.  NicoLAi,  à  Pistoia. 

Si  un  rayon  situé  du  môme  côté  que  B  et  B',  sur  lequel 
l'épaisseur  de  la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  cercles  G 
et  C  est  vue  de  A  sous  l'angle  6,  fait  avec  OA  l'angle  o,  on  a 
la  relation 

n  a(R  — R')sincp 

(^>  ^^"gQ=RR--a(R+iV)coscp+a^> 

a  désignant  l'abscisse  de  A,  R  et  R'  les  rayons  de  G  et  G'.  Le 
plus  grand  angle  6  correspond  à 

,    ,  (R-4-R')« 

(^)  ^^^?  =  -RR'-^^- 

Des  formules  (i)  et  (2)  on  déduit  aisément 

,   ,,  -  sinc?(cosfu  —  cosw') 

(i')        tangO=. •-^, ,, 

j  —  cos(p(  costo  4- COS  tu)4-  cos  W  COSOJ 

,    ,.  COSO)  -+-  cosw' 

(9.  )  C0SC5  = 


COSO)  costo 


I  —  tang2_ 
2 
Si  l'on  remplace  cosa  par >  l'équation  (2')  devient 

I  -i-  tang2  - 

O  co  tu' 

tang-  =  tang—  tang  —  . 
^2  '^2         ^2. 

On  a  encore 

cosw  —  costo'      cosw  —  cosw' 


tangO  =  ,  _       .         .      , 

(i -f- cosw  cosw  )  sin  cp  sinwsinw 


ERRATA. 


4*  série, Tome  1, 190 r,  page  292, ligne  i,  au  lieudelix,  lisez  Taaa, 
»  page  384,  remplacez  partout  y  par  J. 
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TABLEAU  DE  CORRESPONDANCE 
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février  jgoi.  //  pourra  être  annexé,  dans  la  collection,  soit 
à  Vannée  1900  {à  la  fin),  soit  à  Vannée  1901  {au  commence- 
ment). 

A  mesure  que  des  solutions  nouvelles  seront  publiées,  les 
lecteurs  pourront  utilement  les  enregistrer  dans  le  présent 
Tableau. 
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NOUVELLES  ANNALES   (JE   MATHÉMATKjUES. 


TABLEAU  DE  CORRESPONDANCE 

ENTRE    LES 

QIJESTIOVS   UES    <  AOLVELLKS  A\'NALES   »   ET   LEURS   SOLITIO^S, 

DKPLJIS  I/ANNÉE  18i'2  (FONDATION)  JUSQU'A  1900  INGLUS  (')• 


1842  (I,)  ( 


10. 


1842, 
1842, 
1842, 
1843, 
1842, 
1842, 
1842, 
1842, 
1842, 
1842, 


.38, 

•^^ 

:i<i8. 

.',.). 
24.1 
.',3. 
lin,. 

I V'- 

236. 


'4: 

42( 


II.  1842,  i48. 
1-2 


■>()r>. 


11. 
15. 
If). 
17. 

is. 
10. 


1842. 
1842. 
1894, 
1842, 
1848, 
1842. 
1855,  >. 
1843,  43 


■?.X:  1848,  61, 


.>|0. 


1877, 


V^- 


(  *  )  La  notation  I,  indique 
le  ]'•'•  Volume  de  la  i""*  série. 


'20.  1842,  \>.2. 

21.  1842,  i(,G:1877,iS8. 

'2'2.  1894,  27*. 

'23.  1842,  3 Go. 

'24.  1842,  \-i. 

'25.  1853,  No. 

20.  1842.  357. 

27.  1843.  .5o8. 

28.  1875.  235. 
'29.  1842,  356. 

30.  1842,  3i5. 

31.  1842,  4:4;  1849,  6i, 

i3(). 

32.  1844,  232; 1872, 280. 

33.  1843,  ii5. 

34.  1852,  80;  1878,  39. 

35.  1843,  36:   1850,  60. 

36.  1842,  507; 1843,  237. 

37.  1874,  238. 

38.  1843,  5 10. 

39.  1843,  3 12,  496. 
4b.  1844,  3q.. 

41.  1842,  4  «7;  1855,28.; 
1898,  179. 


42. 
43. 
44. 

45. 
46. 
47. 
48. 
49. 
50. 

51. 

52. 

53 

54. 

55. 

.00. 

57. 


1844,  172. 

1843,  365. 

1844,  365;  1863,  97, 
100;  1866,  2 1,  27. 

1850,  432. 
1847,  353. 
1852,  287. 
1898,  180. 
1843,  24^,. 
1843,     145 


1849, 


458. 


1894,  28*. 

1851,  25. 

1847,  46. 

1843,  37;  1894,  3o*. 

1846,  121. 

1873,  439,  522. 

1872,  .29. 

1843  (II,). 


58.  1843,  3 19. 

59.  1843,  271;  1894,32*. 

60.  1852,  80. 


(M  Les  questions  ne  poit.iiit  pas  d'indications  sont  sans  solution  à  l'heure  actuelle. 
.\  mesure  que  de  nouvelles  solutions  i)aiiiîtiont,  il  sera  aisé  au  lecteur  de  compléter  ce 
Tableau. 

Quelques  réponses  indiquées  ne  sont  pas  à  proprement  parler  des  solutions,  mais 
de  simples  indications;  le  nombre  en  est  d'ailleurs  faible.  D'autre  part,  certains 
renvois  sont  laits  à  des  passages  qui  ne  portent  pas  expressément  le  numéro  de  la 
question,  mais  qui  cependant  traitent  le  même  sujet. 

Pour  les  questions  sans  solution  qui  ont  été  réimprimées,  on  n'indique  dans  le 
Tableau  que  leur  origine  première. 

Nous  espérons  être  arrivés,  sinon  à  la  perfection  absolue,  du  moins  à  un  résultat 
très  correct  dans  l'ensemble,  nous  le  devons  surtout  à  deux  des  meilleurs  collabora- 
teurs des  youvelles  Annales  :  M.  le  commandant  Brocard  et  M.  H.  Liez,  qui  ont  revu 
les  épreuves  avec  le  plus  grand  soin.  Nous  leur  adressons  l'expression  de  toute  notre 
Jïratitudc. 
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61.  1864,  I  ss  ;  1868/i '|0  ; 

1869,  47'>- 
62. 

63.  1850,  322. 
6i.  1843,  3.4. 

65.  1876,  5ti. 

66.  1850,  188. 

67.  1848,  201. 

68.  1844,  22;  1847,  233. 

69.  1847,  35o. 

70.  1847,  399.  427. 

71.  1844,  170. 

72.  1843,  468;  1844,  76. 

73.  1844,  121. 

74.  1843  499- 

75.  1844,  19- 

76.  1844,  25. 

77.  1844,  226. 

78.  1851,  319. 

79.  1862,  206. 

1844  (IIl,). 

80.  1844,  124;  1861,  233. 

81.  1854,  i32; 1855, 248. 

82.  1845,  020. 

83.  1846,  122,  208. 

84.  1852,  99- 

85.  1844,  4^'4- 

86.  1845,  488;  1894; 

38*. 

87.  1851,  i47- 

88.  1850,  299. 

89.  1851,  i44- 

90.  1844,  592. 


1845  (IV,). 

91. 

1845,  186. 

92. 

1845.  194. 

93. 

1867,  497- 

94. 

1846,  370; 1874, 424- 

95. 

1846.  449- 

96. 

1846,  199- 

97. 

1847,  398;  1848, 

424  (M- 

98. 

1845,  656. 

99. 

1875,  66. 

100. 

1846.547- 

101. 

1846,  i3;  1847,  193. 

102. 

1845,  654. 

103. 

1846,  127,  147. 

104. 

1846,  25S. 

105. 

1846,  209;  1863,  12. 

1   Voii   J .  M. .  qiifbil.  375. 


1846  (V,). 

156.  1898.  iSo. 

157.  1894,  4i*- 

106.  1846.  187,  255. 

158.  1847,  365  (' )• 

107.  1847,  356. 

159.  1847,  366. 

108.  1847,  356. 

160.  1847,  363. 

109.  1847,  356. 

161.  1848,  if4,  206,  225. 

110.  1846,  227. 

162.  1848,  28,  58. 

111.  1876,  182. 

163.  1847,  370. 

112.  1846,  256. 

164.  1847,  370. 

113,  1846,  348. 

165.  1852,  191- 

114.  1846,  253. 

166.  1848,  (,8:  1872,  283. 

115.  1846,  548. 

167.  1853,  34. 

116.  1874,  337. 

168.  1847,  483. 

117.  1874,  337. 

169.  1847,  476- 

118.  1846,  413,479; 1852, 

170.  1848,  99. 

45 1. 

171.  1848,  101. 

119.  1846,  36i. 

172.  1848,  io3. 

120.  1846,  365. 

173.  1848,  i3. 

121.  1847,  179. 

174.  1847,  16',;  1894, 

122.  1846.  33 1. 

42*. 

123.  1846,  333. 

124.  1847,  221. 

125.  1846,  533. 

1848  (VII,). 

126. 

175.  1848,  194- 

127.  1881,  329. 

176.  1849,  274;  1898, 181. 

128.  1873,  126. 

177.  1848,  126,  171. 

129.  1846,  479- 

178.  1848,  I '(  4  ;  1849,  379. 

130.  1847,  91- 

179.  1848,  106,  177:1849, 

131 .  1846,  632. 

298. 

132.  1894,  37-. 

180.  1854,  283(-). 

133.  1846,  633. 

181.  1852,  i',6. 

134.  1847,  10,  103. 

182.  1852,  319. 

135.  1850,  5i,  27VJ. 

183.  1851,  145. 

136.  1852,  i5i. 

184.  1848.  307. 

137.  1847,  25,  99. 

185.  1848,  3oo. 

138.  1847,  122. 

186.  1848,  255. 

139.  1872,  129. 

187.  1849.  214,  23',,  282; 

1898,  182. 

1847  (VI,). 

188.  1848,  3',o. 

189.  1848,  298,  3.S8. 

140.  1878,  429- 

190.  1848,  ')5i;1849,  271: 

141.  1854,  23;  1855,  21. 

1854,  270:  1860, 

142.  1875,  332. 

3 1 5 . 

143.  1847,  176,  195. 

191.  1849,  45. 

144.  1847,  43i. 

192.  1861,  57. 

145.  1852,  189. 

193.  1900,  45. 

146.  1847,  268,  375. 

194.  1850,  172.  271. 

147.  1847,  275. 

!  195.  1852.  3.)8:  1858,  7«), 

148.  1852,  3i6. 

19',. 

149.  1847,  367. 

196.  1851,  198. 

150.  1847,  369. 

197.  1849,  |i3. 

151.  1847,  388; 1848,  260; 

198.  1849,  371; -.1851,  3.',. 

1849,  89. 
152.  1847,  389. 

1 

153.  1860,  V^'- 

(M  Voir -Y.  C.  1877.  s;*; 

154.  1847,  395. 

1878.  Il  >. 

155.  1847,  374. 

,  -  Voir  .V.  (  ..  iiiu'st.  173. 

1849  (Vlll,). 

199.  1898.  i8(K 

200.  1850.   >()().  ofi. 

201 .  1849.  2o(J,  2',9. 
20-2.  1849.  .S77. 
20.}.  1849,  t^>. 
20 i.  1849.  412. 
20').  1854,  3;^ 
200.  185U,  116]  1851,  80; 

1875,  fi3,  178. 

207.  1849,  M)-:  1871,30. 

208.  1849,  ',|3';1862,2i'i. 

209.  1851,  3.7. 

210.  1849,  Tii- 

211.  1850,  5<),  273. 

212.  1850,  62. 

213.  1850.  73. 
21  i.  1849,  ]]->. 
215.  1850,  5(>.  ,-),. 
210.  1849,  \]>. 

1850  (I\,). 

217.  1850,  2i5. 

21  S.  1854.  270. 

219.  1850,  20O,  2  12. 

220.  1850,  2()0,  212. 
^   221.  1850,  i',0- 

F   222.  1850.  l'i».. 

22.3.  1850,  2O5. 

224.  1850,  3.S1. 

22.T.  1850.  3.5  t. 

220.  1850,  233. 

227.  1850,  2',0. 

228.  1852,  3 14. 

229.  1850.  ',3i. 

1851  (\,). 

230.  1851,  3i<i. 

231.  1851,  ;hO. 

232.  1852,  3'i.5;  1857, 1 00. 

233.  1851,  353. 

23'..  1851,  279, 280;  1871, 

38. 
23.=^.  1852,  187. 
2.30.  1851,  279. 

17.  1852.  403. 

iS.  1853,  2..'). 

9.  1855,  2 ',5. 

0.  1870.  2  2(). 

1.  1852,  U\-  1855,  20; 
1861,  53. 

I242.  1853,  lO  1,330;  1861, 

3.  1852,180:1898,  18-. 
't.  1852,  ',53. 


2'j5.  1894,  42*. 

246.  1852,  48. 

247.  1851,  40 1. 

248.  1852,  278,  320. 


1852  (XI,). 

1852,  12O,  180. 

1852,  4l9- 

1852,  148:1864,187; 

1881,  4:3. 
1872,  q3  ('). 
1852,  328. 

1852,  274. 

1854,  210. 

1855,  84. 
1854,  320. 

1853,  70. 

1853,  70. 

1854,  3oO. 

1854,  2O;  1858,  3^8. 
1853,  3 19;  1854.302. 
1853,  237. 
1853,  1O9. 

1853,  .O7;  1854,  .1 29. 
1853,  222. 
1863,  527,  528. 

1853  (  \1I,). 

1862,  335. 
1853,  289. 

1855,  97- 
1853,  y^^•,  1854,  33; 

1860.  II 5. 
1853,  4O2. 

1853,  330. 

1854,  200;  1855,  85, 
88. 

1854,  201. 

1854,  202  :  1855, 1 70. 
1857,  2 ',0;  1858,  3^7. 

1855,  89  ;  1856,  99. 
1861,  92. 
1854,  3oO. 
1854,  119. 
1854,  121. 
1854,  398,  402. 
1854,  398,  402. 

1854  (XIII,). 

287.  1858,  35 :i;  1863,  212. 

288.  1863,  343. 


(  ')  Voir  .V.  C.   1878.  45, 


249. 
250. 
251. 

252. 
253. 
254. 
2.35. 
2)6. 
257. 
258. 
259. 
260. 
261. 
262. 
263. 

264; 

265. 

260. 
267. 
268. 
269. 


270. 
271. 
2:2. 
273. 

274. 
275. 
2:6. 

277. 
278. 
279. 
280. 
281. 
2S2. 
283. 
28  i. 
285. 
280. 


289.  1854,  33 1;  1855,  32; 

1857,  102. 

290.  1855,  198;  1857,  30(). 

291.  1877,  190. 

292.  1855,  1 32; 1868, i05. 

293.  1855,  2^1.. 

294.  1856,  459;  1862,  62. 

295.  1857,  85;  1862,  64; 

1863,  /,49. 

1855  (XIV,). 


290. 

1855,  i',2;  1856,58; 

1858,  399;  1859, 04; 

1861,  4^12- 

297. 

1855,  4i3. 

298. 

1855.  435. 

299. 

1855,  257. 

300 

1855,  2>4,  308. 

301. 

1855,  235;  1856,  Oi. 

302. 

1855,  2  30;  1856,01. 

303. 

1855,  305. 

304. 

1855,  3 II. 

.305. 

1894,  54*. 

306. 

1855,  3i8. 

307. 

1858,  182;  1863,  220. 

308. 

1856,  ',0- 

309. 

1865,  5 14. 

310. 

1855,  44',. 

311. 

1856,  181. 

312. 

1857,  253. 

313. 

1856,  18',;  1862,  t03. 

1856  (XV,). 

314.  1858,  3i5. 

315.  1856,  239,  259.  • 
310.  1856,  2.,0;  1858,390. 

317.  1861,  342  ;  1863,  3oo, 

422. 

318.  1856,  157. 

319.  1857,  385;  1858,  82. 

320.  1856,  297. 

321.  1856,  2  2'i;  1857,  4i. 

322.  1856,  22  5;  1857,  42. 

323.  1856,  220,228; 1857, 

252. 

32 i.  1898,  433. 

325.  1876,  328  ('). 

326.  1856,  299. 

327.  1857,  39. 

328.  1856,  3oo. 

329.  1856,  3o3; 1881,  280. 

330.  1856,  3o5,32i. 


(*)  Voir  N.   r.,1876.  1-6. 
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331. 

1857,  354. 

382. 

1857, 

434. 

431. 

1858,  263. 

332. 

1857,  26,  66,  2V. 

383. 

432. 

1860,  170. 

333. 

38 '1. 

1857, 

337. 

433. 

1858,  285. 

334. 

1857,  52,  iSg,  243. 

385. 

1872, 

329. 

434. 

335. 

1857,  37. 

386. 

1857, 

288. 

435. 

1859,  199;  1860, 36o. 

336. 

1857,  4  •3. 

387. 

^859, 

420;  1864,  4oi. 

436. 

1860,  i4i- 

337. 

1858,  T2g. 

388. 

1857, 

347. 

437. 

1868,  37;  1869,  16S. 

338. 

1857,  20. 

389. 

1857, 

296,  369,  370- 

438. 

1860,  186. 

339. 

1857,  45,  48. 

390. 

1857, 

38o. 

439. 

340. 

1857,  16. 

391. 

1857, 

462. 

4'iO. 

1858,  296,  393. 

341. 

1898,  188. 

392. 

1857, 

456  ;  1858, 1 56, 

441. 

1872,  172. 

342. 

1868,  442. 

1864,126.       1 

442. 

1858,  393. 

343. 

1857,  1Ô9,  309. 

393. 

1858, 

5,  2o5,  207; 

443. 

1859.  77,  261,  406; 

344. 

1857,  22,  44,  5i,  79, 

1881,  4o3.       1 

1860,  47- 

iSq. 

394. 

1857, 

447;  1858,  11. 

444. 

1872,  .3i. 

245. 

1857,  9,  10,  71. 

395. 

1861, 

3o,  42- 

4'45. 

346. 

1857,  19. 

396. 

1857, 

428;  1858,  9, 

446. 

1858,  447- 

347. 

1858,  33i;  1863,  320. 

63. 

447. 

4867,  323. 

3^8. 

1857,  5o,  82. 

397. 

1857, 

449- 

448. 

1900,  90. 

349. 

1857,  172. 

398. 

1865, 

76. 

449. 

1860,  195. 

350. 

1857,  248,  4ifi- 

399. 

1893, 

6*;  1898,  436. 

450. 

1858,  4^^2. 

351. 

1859,  73. 

4U0. 

451 

1858,  ',32. 

352. 

1857,  96. 

401. 

1858. 

ii3,  429. 

452. 

1859,  172. 

353. 

1857,  25,  173;  1894, 

402. 

1858, 

ii5,  428. 

453. 

1858,  fi63)  1859,68, 

24*. 

41)3. 

1858, 

117,  191. 

71,  i5o,  172. 

354. 

1857,  24,  173. 

40  i. 

1858, 

264. 

45  i. 

1877,  38>. 

355. 

1857,  55,  175. 

405. 

1858, 

192  ;  1860,  320. 

455 . 

1859,  65,  i5o. 

406. 

1859, 

224,  200,  237  ; 

456. 

1859,  65:  1862,  ii4- 

1857  (xvr,). 

1863,  22. 

457. 

1859,  125,  161. 

407. 

1860, 

3i6. 

458. 

1858,  463  :  1859,  66, 

356. 

1858,  ?.26. 

408. 

1858, 

190. 

1^7,  i5o,  195, 362. 

357. 

1857,  243. 

409. 

1858, 

191. 

358. 

1857,  i',o;  1861,  3o. 

410. 

1858, 

187. 

1859  (XVIII,). 

359. 

1857,  176. 

411. 

1858. 

187. 

360. 

1866,  16',;  19C0,  90. 

412 

1859, 

420;  1861, 120. 

459 

1859.  i48. 

361. 

1857,  234,  255,  333. 

460. 

1859,  108,  iio,  186. 

362. 

1864,  5o8. 

1858 

,  (XVII,). 

461. 

1859,242.  273; 1860, 

363. 

1857,  200,  201. 

34  ;  1861,  i55,  171. 

364. 

1857,  196. 

413. 

1858, 

179,  180,  435; 

462. 

1859,  204. 

3()5. 

1857,  184,  262. 

1872,  82. 

463. 

1859,  217. 

366. 

1857,  187. 

414. 

1898, 

433. 

464 

1860,  149. 

367, 

1857,  199.  . 

415. 

1858, 

123. 

465 

1810,  i5i. 

368. 

1857,  192,  25o. 

416. 

1860, 

38. 

466 

1859,  2o5;  1870,  281. 

369 

1857,  189,  192,  25i, 

417. 

1859, 

45i. 

467 

1859,  201;,  202. 

269. 

418. 

1860, 

97- 

468 

1859,2  19,  233;  1860, 

370 

1857,  336,  435. 

419. 

1864, 

i(i8. 

1 55; 1861, i55,  173. 

371 

1858,  i52. 

420 

1858, 

319. 

469 

1859,  181,  207. 

372 

1857,  37 t;  1894,  24-. 

421. 

1858, 

126. 

470 

1859,  280. 

373 

1857,  2.,:.. 

422 

1858, 

118. 

471 

1859,  248. 

374 

1857,  2^7. 

423 

1858, 

277. 

472 

1859,  35o. 

375 

.  1857,  290. 

424 

473 

1894.  33*,  36*. 

376 

.  1859,  lU),  i38. 

425 

1858, 

190. 

474 

1863,  60. 

377 

1856.  ]o--  1858,  19. 

426 

1862, 

II I  ;  1865, 5i5. 

475 

1859.  165:1894,43*. 

378 

.  1865.  2  >5. 

427 

1859. 

335,  336. 

476 

1859,  35(). 

379 

.  1865.  2  •...8. 

428 

1858, 

177. 
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1024. 
1025. 
1026. 
1027. 
1028  ( 


1029. 

1030. 
1031. 

1031'"" 

1032. 

1033. 

1034. 

1035. 

1036. 

1037. 

1038. 

1039. 

1040. 

lOil. 

1042  ( 

1043. 

1044. 

1045. 

1046. 


1871,  18',,  235,  237. 
1871,  520. 


1871,  521. 

')• 

1872,  522;  1874, 
201,  293. 

1872,  233. 

1871,  527. 
1874,  436. 

1873,  461. 

1872,  187. 

1874,  438. 
1872,  236. 
1871.453:1872,78. 

1871,  456. 

2).  1873,  577 ;  1874, 
i53,  576;  1881, 
321;  1884,  i44- 

1873',  4>9;  1874, 
446;  1885,  .45. 

1872,  465. 

1873,  474,  523; 
1874,  io5. 

'.  1872,  4i,  216. 
1896.  288. 

1874,  294. 
1873,  464,  579. 

1871,  457. 

1871.  458. 
1873.  26. 

1872,  88. 
1872.  5 12. 
1872.  238. 

1872,  81. 

1871,  555. 

1872.  78,  90. 

1875,  73. 


{*)  Double  emploi  avi'o 
«81.  Voir   1871,  33  t. 

(  '  )  Voir  q'm'Stion  U'O. 

(■•)  Rfcliîication.  1871. 
56i. 


1047.  1872.  92- 

1048.  1872.  286. 

1049.  1873.  3>8, 

1878,  i44- 

1050.  1872,  533. 

1051.  1872.  467- 

1052.  1873.  i85. 

1053.  1874.  44o- 

1054.  1872,  'i^S. 


01  \ 


1055. 

1056. 
1057. 
1058. 
1050. 
1060. 

1001. 

106-2. 

1063. 

106'i 

1065 

1066 


1067 

106» 

1060 

1070 

1071. 

107-2. 

1073. 

1074. 

1075. 

1076. 

1077. 

1(»7S. 

1070. 

1080. 

1081. 

U)S-2. 

1083. 

108'i. 

1085. 

108(;, 

1087. 

1088. 

1080, 

lO'JO 

1001 

lO!)-2 

1003 

1094 

1095 

lOOf) 


1872  (XI.). 

1873,  33o. 

1872.  4^Q- 

1873,  470- 

1872,  5 16. 

1872,  5 16;  1873. 

,  1872,  5iG;  1873, 

017,  220. 
.  1877.  28.. 

.  1874,  i5',. 
.  1872,  23»,. 

1872,  18.);  1874, 
i55. 

1873,  47^'  ^24. 
1872,  i8(). 

1874,  4«7- 
1876,  3o. 
1872,  473,  ^23. 
1874.  202. 
1874,  106. 


1097. 

1098. 

1099. 

1100. 

1101. 

1102. 

1103. 

1104( 

1105. 

1106. 

1107. 

1108. 

1109. 


-  il  - 

1873,  137. 

1874,  61. 

1873,  5oo;  1878,  4o- 

1873,  iSg,  i4^. 

1874,  247,  249. 
1873,  189. 

1873,  48. 
')• 

1874,  2o5. 


1873,  190,  23 i; 
1874.  4'^';  1875, 


1876,  3.3o,  473- 

1874,  i56. 

1875,  77. 

1872,  5 19;  1874.  88. 

1872,  5-u  ;  1874.  88. 

1873,  2(,;  1874, 33',. 

1872.  47'^- 

1873.  3J2. 

1873.  186,  187. 

1874,  443. 
1873,  187,  23i. 

1872,  4^9»  43o. 

1873.  34. 
1873,  36. 
1873,  38. 

.  1874.  109. 


syc,. 


1873 
1873.  ',.. 
1873.  4i. 
1873.  'r*' 


1873  (Ml,). 


1110.  1873,  i',3. 

1111.  1873,  477- 
1873,  278. 
1873,  280. 


1112. 
1113. 
1114. 
1115. 
1116. 
1117. 
1118. 
1110. 

11-20. 

1121. 
11-22. 
1123. 
ir2'i. 


1873. 
1873. 
1873, 
1874, 
1874. 
1873, 

1874, 


■.>82. 

■>82. 
iÔO. 

.')Si 


206 

','p. 

1874, 
1874. 
1874.  V)i- 
1874.  338. 


1874, 
1884. 


^97- 

444- 


1874  (Mil,). 

1125.  1874.  200,  389, 340. 

1126.  1875,  81. 
1127(-).  187^' 3oi;  1875, 

•79- 
1128.  1874,  m. 
11-29.  1875,  83,  269. 

1130.  1875,  85 •,1876,  223. 

1131.  1874,  392. 

1132.  1875,  87. 

1133.  1875,  87. 

1134.  1874,  395. 

1135.  1874,  5.>3 -,1875,89, 


1137.  1875.  i83. 

1138.  1874,  343. 

1139.  1875,  i85. 

1140.  1875,  i3o. 

1141.  1874,  347- 

1142.  1876,  5i4; 1877.  32. 

1143.  1875,  i32;  1876, 

l32. 

1144.  1874,  519;  1875, 

428. 

1145.  1875,  i33. 

1146.  1875,  i35. 

1147.  1874,349. 

1148.  1875,  i38. 
1149. 

1150.  1875,  189. 

1151.  1875,  i4i. 

1152.  1876,  36. 

1153.  1876,  37. 

1154.  1876,  5i6. 

1875  (MV,). 


1155.  1875,  277,  281. 
1150.  1876,  226. 

1157.  1876,  519. 

1158.  1876,  f\i. 

1159.  1877,  33. 

1160.  1875,  429- 

1161.  1875,  238. 

1162.  1875,  239- 

1163  (').  1876.  55 1;  1877, 

37. 

1164  (')•  1876,  55 1; 1877, 

40. 
1165.  1875,  285. 
1166(-).  1875,  28G;1885, 

201. 


1136 


179- 
1875.  9<>- 


1167. 
1168. 

1169. 
1170. 
1171. 
1172. 
1173  ( 


(  *  )     Retiré    par    l'auteur, 
1873,  i3i. 

{-\   JV)/r  question  1071. 


1875.  333. 
1875,335,510-,  1881, 

i5o. 

1875,  382. 

1876,  184. 
1875,  4^i4. 
1875,  327,  465. 
3).  1875,  468;  1876, 

8,  326. 

1174.  1875,  4/0- 

1175.  1876,  4'j. 

1176.  1875,  563. 

1177.  1877,  23o. 

1178.  1875,  472- 


Voir  J.S.,  1884,  rçiq. 
VoiriV.  C  1877,  107. 
Voir  A-.  C,  1878,  45- 


1^2 


1179. 
1180. 

1181. 

1182. 
1183. 
1184. 
1185. 
1186. 
1187. 


1188. 
1189. 
1190. 
1191. 
1192. 
1193. 
1194. 
1195. 
1196. 
1197. 
1198. 
1199. 
1200. 
1201. 
1202. 
1203. 
1204. 
1205. 
1206. 
1207. 
1208. 
1209. 
1210. 

1211. 
1212. 
1213. 
1214. 
1215. 
1216. 
1217. 


l»/t>,  '(72. 

1876,  46,  528; 1877, 
429,  1881,  20',. 

1876.  i35,  180; 
1878,  256. 

1876,  228. 

1876,  i38. 

1877,  4^. 
1876,  56 1. 
1876,  i4o,  142. 
1876,  186. 

1876  (XV.). 


1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1878, 
1881, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876, 
1876. 
1876, 
1876, 
1876, 


229. 

23  I. 

189. 

232,  233. 

234,  326. 

239. 

464. 

33o. 

545. 

282. 

284. 

358,  547. 

358,  549. 

33o. 

286. 

33i. 

333. 

334. 


1876,  55o. 
1876,  376. 

1876,  555. 

1877,  523;  1881, 
276. 

.  1876,  379. 
.  1876,  38 1. 
,  1876,  383. 
.  1876,  556. 
,  1876,  558. 
,  1876,  559. 
.  1877,  45. 

1877  (XVI,,). 


1218.  1878,  45. 

1219.  1878,  45. 

1220.  1877,  234. 

1221.  1877,  23>. 

1222.  1877,  283. 

1223.  1877,  236,  238. 

1224.  1877,  326. 

1225.  1877,  478. 

1226.  1877,  285.  376. 


1227. 
1228. 
1229. 
1230. 
1231. 
1232. 
1233. 
1234. 
1235. 
1236. 
1237. 
1238. 
1239. 
1240. 
1241. 
1242. 
1243. 
1244. 
1245. 
1246. 
1247. 
1248. 
1249. 
1250. 
1251. 
1252. 
1253  ( 
1254. 


1877,  332. 

1878,  83. 

1877,  333,  425. 

1878,  4^^,  4^- 
1878,  86. 
1878,  i3o,  225. 
1878,  325. 

1878,  328. 

1878,  i32,  221. 
1878,  33 1. 
1878,  227. 
1878,  228. 
1878,  i33. 

1877,  525. 

1878,  229. 

1877,  527. 

1878,  91. 

1878,  23o. 
1878,  i36,  252. 
1878,  108,  252. 
1878,  i4'. 
1878,  468. 
1878,  23 1. 
').  1878,  o3.\. 
1878,  236. 


1878  (XVII,,). 

1255.  1878,  43o,  5 16. 

1256. 

1257.  1895,  I*. 

12.58.  1878,  332. 

1259.  1879,  321. 

1260.  1878,  333. 

1261.  1878,  469. 

1262.  1878,  557. 

1263.  1878,  374. 

1264.  1879,  375. 

1265.  1878,  471. 

1266.  1895,  5*. 

1267.  1895,  8*. 

1268.  1879,  322;  1880,  94. 

1269.  1878,  56o. 

1270.  1879,  466. 

1271.  1878,  473. 

1272.  1880, 1 33,  4 o3; 1881, 

5i5. 

1273.  1878,  47.^. 

1274.  1878,  476. 

1275.  1881,  1-5. 


1276. 

1878,  ',30,477,^78, 

5 16,  5 18. 

1277. 

1895,  10*. 

1278. 

1879,  376. 

1279. 

1878, 463, 464; 1880, 

517. 

1280. 

1879,  468. 

1281. 

1883,  372. 

1282. 

1879,  324. 

1283. 

1881,  5 18. 

1284. 

1879.  325. 

1285. 

1883,  3  01. 

1280. 

1878,  523. 

1287. 

1895,  II*. 

1288. 

1879,  326. 

1289. 

1879,  77. 

1290. 

1878,  524. 

1291. 

1879,  328. 

1292. 

1878,  524. 

1293. 

1879,  329. 

1294. 

1879,  33o. 

1295. 

1879,  378. 

1296. 

1880,  fijS;     1881, 
"^3 

1297. 

1880,  43o. 

1298. 

1880,  91,411;  1881, 

418;  1898,  99. 

1299. 

1879,  470. 

1300. 

1879,  474- 

1301. 

1879,  379. 

1302. 

1879.  425. 

1303. 

1879,  332. 

1304. 

1879,  334. 

1305. 

1306. 

1881,  368,  480. 

1307. 

1308. 

1881,  281. 

(M  VoiiJ.  .S",,  questions  lC(i, 


1S'.. 


1309. 
1310. 

1311. 
1312. 

1313. 

1314. 
1315. 
1316. 
1317. 
1318. 
1319. 
1320. 
1321. 
1322. 
1323. 


1879  (XVIII,). 
1895,  i3*. 


1879,  '(26. 
1879,  38 '< 

459. 
1880, 


^01 


1880. 
1881. 


1879,  4^7. 
1879,  4-^S. 
1879. -',75;  1880,  63. 

1879,  4 00. 

1880,  524. 
1895,  16*. 
1880,  4(io. 

1882.  4'0. 
1879,525:1882.  i6. 


I 


3  - 


13-2'i.  1880.  H^i:  1881, 


1327. 
13-28, 
1329. 
1330, 
1331, 
1332. 
1333. 
1334. 
133.3, 
1.3.36. 
1337, 
13.38, 
1.3.39, 
1340, 


1879.  509. 

1880,  46i. 

1880,  4^^1- 

1881,  333. 

1880,  i^i;. 

1881,  335. 
1881,  372. 
1880,  4'^^- 
1880,  5i(i. 

1880,  4:^. 

1881,  4?')- 

1880,  55H. 

1882,  47;^- 

1881,  373. 
1880,  .]->.. 
1880.  4:^ 

.43. 

1880  (XIX). 


1881, 


1311. 
13'i2. 

1.343. 
1344. 
1343. 
134(i. 
1347. 
1348. 
13i9. 
1.3.")U. 
1331. 
13.V2. 
13.33. 
1.3.34. 
13.33. 


47^^- 


1880. 

1880,  ',79,5^8:1881, 

1881,  5.«o. 
1881,  17.1. 
1881,  4 '7- 

1880,  557. 

1881,  \>.^. 
1881,  iSo. 
1881.  4^1- 
1881,  .575. 
1895,  2.*. 
1881.  34l>,  3'44. 
1881,  143,  i8i,  340. 
1881,  3Wi. 

1881, .;',... 

1881  (\\  ). 


13.30. 
1357. 
13.58. 
13.39. 
13«i0. 
1.301. 
13G2. 
1.363. 
1364. 
1305. 
1300. 
1307. 
1308. 
1369. 
1370. 
1371. 


1881. 
1881, 
1881, 


1.S',. 
28>, 

379- 


4?3. 


1884,  ^38. 

1885,  519. 


1881, 


1882, 
1882. 
1882. 
1882. 


368. 
37.. 
42.. 
4^4. 


1372. 
1373. 
1374. 
1375. 
1.376. 
1377. 
1378. 
1379. 
1380. 
1381. 


1895. 
1881. 
1881, 
1882, 
1881, 
1882. 
1882. 
1882, 
1882, 
1882. 


5:^3  ('). 


a-24- 
374. 
5i8. 
37G. 


4.6. 
377. 
379. 
4i6. 


1882  (1/ 


1382. 

1895. 

.4*. 

1383. 

1882, 

428. 

1384. 

1896, 

3S8;1898,()'| 

1385. 

1893, 

•->*. 

1386. 

1882, 

3  80. 

1387. 

1883, 

i33,  i36. 

1388. 

1885. 

3 '.'.8. 

1.389. 

1885, 

3:>i. 

1390. 

13'.»1. 

1883, 

4.5. 

1302. 

1303. 

1.3!»4. 

13!)5. 

1883. 

i33,  i3S. 

1.396. 

1883, 

4.6. 

1307. 

1882, 

38:?. 

1308. 

1891. 

6*. 

1300. 

1883, 

47'- 

1400. 

1882, 

430. 

1401. 

1883, 

-l7'l- 

1402. 

ri03. 

ri()4. 

1882, 

47-^>- 

1405. 

1883, 

4!^:  1884 

1406. 
1407. 
1408. 

1409. 
1410. 
1411. 
1412. 
1413. 
1414. 
1415. 
1410. 
1417. 
1418. 
1419. 
1420, 


386. 
1896.  (,3. 
1896,  389. 
1882.  47( 

,390. 
1882. 
1883, 
1893, 
1882. 
1883, 
1882, 
1882, 


1896, 


.'■)  2  ■> . 
58*. 
5:îi,  5-.>:>. 

324. 
472. 
5.>6. 


5-23. 


1883.  4^7. 
1883,  32.3. 
1893.  55*. 
1883,  37',. 


(  <)  Voir  M..  1885,  12.S. 


1421. 
1422, 
1423, 
1424. 
1425, 


1883, 
1883, 
1883, 
1883, 
1883, 


1426  (M- 
1427.  1883, 


3  2  6. 
329. 
375. 
37G. 
33i. 

3-8. 


1428. 
1429. 


1430 

1431 

1432. 

1433. 

1434. 

1435. 

1430. 

1437. 

1438. 

1439. 

1440 

1441 

1442. 

1443. 

1444. 

1445. 

1446, 

1447. 

1448. 

1449. 

1450. 

1451. 

1452. 

1453. 

1454. 

1455. 

1450. 

14.57. 

1458. 

1459. 

1460. 

1461, 

1462. 

1463. 

1464. 

1465. 

1400, 


1883,  38o. 
1883,  429. 

1883  (II,). 
{').   1893,  58- 


1883,  33-2. 

1884,  388. 
1884,  533. 


1885,  473. 

1884,  483. 

1885,  379. 
1891,  7^ 

1883,  47G. 

1884,  534. 

1884,  535. 

1885,  432. 
1884,  392. 
1884,  394. 

1883,  43o. 

1884,  4^4- 

1885,  434. 
1883,  52  1. 

1883,  477,  5i5. 

1884,  487. 

1883,  522;  1884, 
441. 


(>)  Énoncé  faux;  retiré. 
Voir   p.  528. 

(  -  )  Rectification.  Voir 
1883,  qG. 

(  •' )  Double  emploi  avec 
141 1. 


u 


1467. 
1468. 

1469. 
1470. 
1471. 
1472. 
1473. 
1474. 

1475. 
1476. 

1477. 

1478. 
1479. 
1480. 
1481. 
1482. 
1483. 


1884,  095. 

1883 ,  523 ,  566  ; 
1884,  383. 

1884,  3 ',2. 
1886,  209. 

1883,  525. 

1884,  397  (M- 

1883,  528;  1884, 
345,  352. 

1884,  346. 
1884,  538. 

1883,  527;  1884, 
352;  1891,  3*. 

1893,  i5*. 

1884,  347. 
1884,  348. 
1884,  35o('). 


1515.  1885,  47<^- 

1516.  4885,  48o. 

1517.  1893,  60*. 

1518.  1885,  526. 
1519. 


1484. 
1485. 
i486. 
1487. 
1488. 
1489. 
1490. 
1491. 
1492. 
1493. 
1494. 
1495. 
1496. 

1497. 

1498. 

1499. 

1500. 

1501. 

1502. 

1503. 

1504. 

1505. 

1506. 

1507. 

150S. 

1509, 

1510, 

1511, 

1512, 

Î513 

1514 


1884  (III3). 
1893,  17*- 


1884,  490. 

1884,  442,  53o. 

1885,  520. 


1884,  443. 
1884,  444- 
1884,  4q2,  528. 
1884,  539. 
1884,  541. 
1884,  542. 
1896,  3qo  ;  1897,  90, 

1884,  493. 

1885,  524. 
1884,  49'i- 


1885,  38o. 

1885,  38i. 
1885,  382. 

1885,  47I: 


1885,  .384;  1886, 10 
1892,  33=^, 
1885,  385, 


1520. 

1521. 

1522. 

1523. 

1524. 

1525. 

1526. 

1527. 

1528. 

1529. 

15.30. 

1531. 

1532. 

1533. 

15.34. 

1535. 

1536. 

1537. 

1538. 

1539. 

1540. 

1541. 

1542. 

1543. 

1544. 

1545. 

1546. 

1547. 

1548. 

1549. 

1550. 

1551. 

1552. 

1553. 

1554. 

1555. 

1556. 

1557, 

1558 

1559 

1560 


1885  (IV3). 

1885,  386. 
1885,  389. 


1885,  48 1. 
1893,  62*. 
1887,  58o. 


1898,  94- 


1885,  4^3. 
1893,  18*. 
1885,  528. 
1885,  484- 
1885,  53o. 
1885,  485. 
1898,  48. 
1898,  49- 
1893.  25*. 
1897.  94- 
1885,  532. 
1885,  533. 

1892,  r- 
1897,  334. 

1893,  27*; 


1894,  6*. 


Voir  ./.  F..  1883,  a»-. 
Voir  -V.  (..  1.879.  8. 


1891.  12- ;  1894,  18*. 


1891,  18*. 

1896,  i)6. 
1894,  8*. 
1898,  336. 

1897,  98. 

1891,  7*. 

1892.  4^*- 

1891,  39*;  1897, 143. 

1886  (V;0. 


1561.  1892,  33*. 

1562.  1891,  i3%  37' 

1887  (VI,). 

1.563.  1895.  29*. 
15(i'i. 


1565.  1887,  582. 

1566.  1890,  i57,  558. 

1567.  1888,  io4. 

1568.  1892,  34*. 

1569.  1892, 43*;  1893,  53*. 

1570.  1889,  143. 
1571. 

1572.  1888,  442. 

1888  (VII3) 

1573.  1894,  10*. 

1574.  1892,  I*. 

1575.  1891,  4*- 
1576. 

1577.  1891,  8*. 

1578.  1891,  9*. 
1579. 

1.580. 

1581.  1891,  18*. 

1582. 

1583.  1892.  35*. 

1584.  1898,  338. 
1585. 

1586.  1893,  29*. 

1587.  1891,  25V 
1588. 

1589.  1892,  37*,  47*'- 

1590.  1889,  586. 

1890  (IX,)  (•). 

1591.  1890,  159,  373. 

1592.  1890,  198.  374. 

1593.  «§•!««;  1891, 43' 

1594.  1890,  5.56;  1891,2* 

1891  (X3). 


1595. 

1891,  II*. 

1596. 

1597. 

1894,  i3*. 

1598. 

1891,  27*. 

1599. 

1600. 

1601. 

1892,  47*- 

1602. 

1891,  3o*. 

1603. 

1891.  20*. 

100  i. 

1892.  2*. 

1605. 

1891,  28*. 

1606. 

1891,  29*. 

1607. 

1891,  3i*. 

1608. 

1891,  32*. 

('^ 

Aiioune  question  n'a 

élé  posée  on  18,^9. 

lo  — 


1G09. 

1610.  1891.  .r,*,  5. 

1011.  1891.  /,7*. 

161-2.  1891,  3,-)*,  ', 

1613.  1891.  3(1*.  .3 

1614. 

1615.  1891.  ',.*. 

1616. 

1617. 

1618.  1892.  •.?<)*. 

1619.  1892.  >7*. 

1620.  1892.  >o*. 


1621. 

1622. 

1623. 

1624. 

1625. 

1626. 

1627. 

1628. 

1620. 

1630. 

1631. 

1632. 

1633. 

1634. 

Ifi35. 

1()3(;. 

1637. 

163S. 

\r<V.K 

16  il). 

l()il. 

1642. 
16i3. 
16îi. 

1645. 
1646. 
16i7. 
1648. 


1892  (\1,). 

1892.  i4«.  17*. 
1892,  10*.  iq*. 
1892,  II*.  19*. 
1892,  J2*, 

1892.  .?3*. 

1893,  4*,  5%  3(,*. 
1892.  26*. 


1896.  07. 

1894.  i5*. 

1893.  .1>*. 

1893.  V,*;  1896. 145. 

1893.1')M896.ii5. 

1893.  w;*. 

1892,  '|6*  ;  1896, 

'V».  -'gf»-  •^79- 

1893.  ',0*. 

1892.  ',5*- 

1892.  3c)*  ;  1896, 

'17-  •^'.|. 

1892.  •..,*:  1896.148. 

1893.  .\u\ 

1892.  ',<.*. 


1893   (\II  ;). 

164!» .  1893.  4.r. 

16.50. 

1651.  1894.  l'i*. 

i(;52. 

1<;5;5.  1893.  ',r:1896.  38o. 

1654.  1894.  ..,*. 

16.55. 

16.56. 

1057. 


1658. 

165'J. 

1660. 

1661 . 

1662. 

1663. 

1664. 

1665. 

1666. 

1667. 

1668. 

1669. 

1670. 

1671. 

1672. 

1673. 

1674. 

1675. 

1676. 

1677. 

1678. 

1679. 

1680. 

1681. 

1682. 

1683. 

1684. 

1685. 


1894  (Mil,,). 

1896.  i48. 
1896,  i5o. 


1898.  385. 

1896.  i5o. 
1896.  434. 
1898,  386. 
1896,  196. 
1896,  197,  437. 
1896,  198. 
1896,  .>47. 

1898,  477- 
1896,  292. 


1896,  439. 

1896,  485. 

1896,  480. 

1897.  i',5. 


1895  (XIV,). 

1686. 
1687. 
1688. 
1689. 
1690. 
1691. 
1692. 
1693. 
1694. 
1695. 

1696.  1897,  i85. 

1697.  1898,  478. 
1098.  1897.  145. 

1699.  1898.  479. 

1700.  1897,  33'5. 

1701.  1896,  >9i 

1702.  1896,  295. 

1703.  1898.  48 1. 
1704. 

1705. 

1896  (  \V,). 

1706.  1896.  576. 

1707.  1896.  339. 


1708. 
1709. 
Î710. 
1711. 
1712. 
1713. 
1714. 
1715. 
1710. 
1717. 

1718. 

1719. 

1720. 

1721. 

1722. 

1723. 

1724. 

1725. 

1726. 

1727. 

1728. 

1729. 

1730. 

1731. 

1732. 

17.33. 

173i. 

1735. 

1736. 

1737. 

1738. 

1739. 

1740. 

1741. 

1742. 

1743. 

1744. 

1745. 

1746. 

1747. 

1748. 

174!). 

1750. 

1751. 

1752. 

1753. 


1896,  3',i. 

1896,  577. 

1897,  48. 
1897,  49. 
1897,  336. 
1897,  5i. 

1898, 577;  1899, 47:* 
1897,  187,  237; 
1898.  482. 

1896,  3 ',3. 

1897,  189. 
1897,  190. 

1899,  92. 

1897,  339. 

1897,  191. 
1897,  192. 

1897,  192. 

1899,  95,  241,  242. 

1897,  192. 

1899,  97. 


1899,  191. 

1899.  193. 

1899,  193. 

1897,  193. 

1897,  193. 

1899,  334,  335,  475. 
1899,  335,  473. 
1899,  330. 

1897,  193,  238. 

1896,  536. 

1897,  38  r. 

1899.  337. 

1898,  5o,  92. 
1897,  382. 


1897.  383. 


1897  (XVI,). 


1754. 
1755. 
1756. 
17.57. 


1897. 


25-.i.  '.\x\. 


1758.  1897.  1 


1759. 
1760. 


1897. 
1897. 


385. 
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1852. 
1853. 
1854. 
1855. 
1856. 
1857. 
1858. 
1859. 
1860. 
1861. 
1862. 
1863. 
1864. 
1865. 
1866. 
1867. 
1868. 
1869. 
1870. 
1871. 
1872. 
1873. 
1874. 
1875. 
1876. 
1877. 
1878. 
1879. 
1880. 
1881. 
1882. 
1883. 
1884. 
1885. 
1886. 
1887. 
1888. 
1889. 
1890. 
1891. 
1892. 
1893. 
1894. 
1895. 
1896. 
1897. 
1898. 
1899. 
1900. 

Toutes  les  rectifications  ou  Notes  quelconques,  précédemment  publiées 
dans  les  Nouvelles  Annales,  et  qui  ne  concorderaient  [)as  avec  le  Tableau 
qui  précède,  devront  être  considérées  par  le  lecteur  comme  non  avenues. 

Nous  engageons  nos  collaborateurs  à  porter  de  préférence  leurs  efforts  sur 
les  questions  dont  aucune  solution  n'a  été  publiée. 


1761. 

1808. 

1762. 

1809. 

1763. 

IcSlO. 

1764. 

1897, 

4.S0. 

1811. 

1765. 

1766. 

1899. 

S83. 

1899  (XVHI). 

1767. 

1898, 

o85. 

Â  et  î  c\ 

1768. 

1899, 

383. 

1812. 

1760. 

1899, 

384,  -17'^- 

1813. 

1770. 

*  '      *  i 

1814. 

1771. 

1899, 

385. 

1815. 

1772. 

1899, 

435. 

1816 
1817. 

1773. 

1899, 

477- 

1774. 

1899, 

478. 

1818. 

1775. 

t  / 

1819. 

1776. 

1820. 

1777. 

1821. 

1778. 

1899, 

48o. 

1822. 

1779. 

1823. 

1780. 

1898, 

102. 

1824. 

1781. 
1782. 

1897, /i36;  1898,193. 

1825. 
1826. 

1783. 

1827. 

1784. 

1828. 

1785. 

1829. 
1830. 

1898 

(XVII3). 

1831. 

1832. 

1786. 

1899, 

481. 

1787. 

1899, 

483. 

1900  (XIXj). 

1788. 

1900, 

93. 

\       .)  / 

1789. 

1900, 

237. 

1833. 

1790. 

1899, 

532. 

1834. 

1791. 

1900, 

2  38. 

1835. 

1792. 

1900, 

23C). 

1836. 

1793. 

1900, 

335. 

1837. 

1794. 

1900, 

335. 

1838. 

1795. 

1839. 

1790. 

1840 

1797. 

1900, 

376. 

1841. 

1798. 

1900, 

377. 

1842. 

1799. 

1843. 

1800. 

1900, 

378. 

1844. 

1801. 

1900, 

379- 

1845. 

1802. 

1900, 

38o,  38i. 

1846. 

1803. 

1847. 

1804. 

18i8. 

1805. 

1849. 

1806. 

1850. 

1807. 

1851. 

l'iiiis.    -  Iniprimerie  riAliTlIlEK-VlLI.AUS.  (luai  dos  (iraiids  Atiguslins. 
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